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PRJ&FACE 

Cette  GtomMrie  a  l*avaniage  de  comprendre  en  un  seul 
volume  tout  le  diveloppemeni  des  mati^res  du  progranune 
du  27  Juület  i90S  concemant  les  Classes  de  Seconde  C-D^ 
Premüre  C-D  et  Math^matiquei  A . 

Nous  avons  dtvise  ce  iraiU  en  kuit  livres, 

Les  sept  premiers  sont  une  pi'^paration  au  premier  examen  du 
Baccalauriat^  siries  C  et  D. 

Le  huitidme  livre  traitant  des  sections  coniques^  et  les  compU- 
ments  retatifs  d  la  thiorie  des  axes  et  plans  radicaux^  des  pdles  et 
polaires^  de  rinversion^  des  vecteurs  et  des  projections  centralesy 
sont  rejetis  a  la  fin  du  volume  et  regardent  seulement  les  ^lives  de 
Mathimatiques  A. 

Chaque  livre  est  subdivise  en  chapitres  et  ceux-ci  en  paragraphes. 
Les  textes  des  chapitres  et  des  paragraphes  reproduisent  les  gues- 
tions  du  Programme,  afinque  les  Mves  trouvent  dans  cet 
ouvrage  un  guide  facile  pour  la  pieparation  de  leurs  examens. 

Dev^c  Cents  probUmes  (Latin-Sciences,  Sciences-Langues,  Mathi- 
matiques  A),  donn^s  aux  4preuves  du  Baccalauriat  pendanl  ces 
derniires  annies,  ont  ite  ajout^s  d  la  fin  de  la  geometrie  plane  et  de 
la  g^omitrie  dans  fespace, 

Avant  touty  nous  avons  cherch^  ä  etre  simples^  clairs  et  precis, 
tout  en  nous  tenant  au  courani  des  progr^s  de  la  G^om^trie  moderne. 
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Programme  officiel  du  27  juillet  1905. 

Les  nombres  qni  snivent  chacune  des  questions  du  programme  iadiquent  les  num^ros 
du  volume  on  cette  questioa  est  abordne. 

Figures  planes.   —  SEGONPE  C  et  D. 

Ligne  droite  et  plan.  —  Angles,  sens  d*un  angle,  32.  Droites  perpen- 
dicuJ$iires,  35. 

Triangles,  54.  Triangle  isoc^le,  55.  Gas  d'^galit^  des  triangles,  60. 

Perpendiculaire  et  omiques,  71.  Triangles  rectangles,  80.  Gas  d'^ga- 
lite.  80. 

Definition  d*un  lieu  geom^trique,  83.  Lieu  geomelrlque  des  points 
^quidistants  de  deux  points  ou  de  deux  droites,  83. 

Droites  parallMes,  93. 

Somme  des  angles  d'un  iriangle,  108;  d*un  polygone  convexe,  114. 

Parall^logrammes,  119. 

Figures  symetriques  par  rapport  k  un  point,  142,  ou  k  une  droite,  143. 
Deux  figures  planes  symetriques  sont  Egales,  145. 

Translation  d'une  figure  plane  de  forme  invariable,  149. 

Cercle.  —  Intersection  d*une  droite  et  d'un  cercle,  163. 

Tangente  au  cercle,  173,  les  deux  definitionsde  la  tangente,  179. 

Ares  et  cordes,  182. 

Positions  relatives,  de  deux  cercles,  205. 

Mesure  des  angles,  216. 

Mouvement  de  rotation  autour  d'un  point,  237.  ^Tout  d^placement 
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PROGRAMME  5 

d'une  figure  plane  de  forme  ioyariable  dans  son  plan  se  ramene  ä  une 
rolalion  oii  k  une  translation,  240. 

Longueurs  proportionnelles.  —  Points  partageant  un  segment  dans 
un  rapport  donne,  271.  Definition  de  la  division  harmonique,  4^2. 

Triangles  semblabies,  282. 

Toute  parallele  ä  Tun  des  cötes  d*un  triaugle  divise  les  deux  autres 

cöl^s  en  parties  proportionnelles,  273.  R6ciproque,  277,  Definition  d*un 

faisceau  harmonique,  428. 

.  Piopri^tes  des  oissectrices  d'un  trian^le,  278,  354,  423.  Lieu  g^om^- 

^  trique  des  points  dont  le  rapport  des  distances  ä  deux  points  fixes  est 

^  conslant,  280. 

Notions  simples  sur  Thomoth^tie,  292.  Polygones  sembJables,  31  i. 
Sinus,  Cosinus,  tangente  et  cotangente  des  angles  compris  entre  0  et  2 
droits,  430.  Relations  metric^ues  dans  an  triangle  rectanele  et  dans  uifi 
triangle  quelconque,  327.  Lignes  proportionnelles  dans  le  cercle,  353. 
Quatrieme  proportionnelle,  372;  moyenne  proportionnelle,  374. 

Polygones  r^guliers,  388.  Inscription  dans  le  cercle  da  carr6,  397;  de 
rhexagone,  399;  du  triangle  >  ^quilateral,  399;  du  döcagone,  402;  du 
pented^cagone,  404.  Deux  polygones  reguliers  d'un  m^me  nombre  de 
c6t^s  sont  semblabies,  396.  Rapport  de  leurs  p^rimötres,  396.  Longueur 
d'un  arc  de^  cercle,  405.  Rapport  de  la  circonrörence  au  diam^tre,  409. 
Gaicul  de  »"(on  se  bomera  ä  la  m^thode  des  p^rim^tres],  415., 

Aire  des  polygones^  438;  aire  d\i  cercle,  481.  Mesure  de  l'aire  du  rec- 
tangle,  445;  du  Parallelogramme,  447;  du  triangle,  450;  du  trap^ze,  458; 
d'un  polygone  quelconque,  460. 

Rapport  des  aires  de  deux  polygones  semblabies,  467. 

Aire  d'un  polygone  regulier  convexe,  479.  Aire  d'un  cercle,  481 ;  d'un 
secteur,  484  et  d'un  segment  de  cercle,  486.  Rapport  des  aires  de  deux 
cercles,  490. 

Notions  d'arpentage.  Usage  de  la  chaine  et  de  l'^querre  d'arpenteur 
{k  la  fin  du  volume). 

PREMIERE  G  et  D. 

Plan  et  ligne  droite,  495. 

Determination  d'un  plan,  498. 

Parall^iisme  des  droites  et  des  plans,  520. 

Droite  et  plan  perpendiculaires,  502. 

Propri^t^s  de  la  perpendiculaire  et  des  obliques  men6es  d'un  mdme 
point  ä  un  plan,  513. 

Angle  diödre,  539.  Sens,  540.  Angtie  plan  correspondant  a  un  angle 
diedre,  553. 

Plans  perpendiculaires  entre  eux,  563« 

Projection  d'uuie  aire  plane,  577. 
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NOTIONS    PRELIMINAIRES 


1.  Corps.  —  On  appelle  co7*ps  tout  ce  qui  occupe  une  cer- 
taine  portion  de  Tespace  (*).  Exemples  :  un  livre,  uhe  regle,  une 
pierre,  etc. 

Les  Corps  presentent  en  g^neral  trois  dimensions  :  hngueur, 
iargeur  et  ipaisseur.  Cette  derniere  s'appelle  encore  hauteur  et 
profondevr.  Ces  dimensions  sont  bien  visibles  dans  une  r^gle,  un 
livre,  un  mur,  etc. ;  mais  elles  sont  confuses  dans  une  boule,  une 
pierre  non  taiilee,  etc. 

2.  Volnme.  —  On  nomme  volume  d'un  corps  )a  portion  de 
Tespace  qu'il  occupe. 

3.  Surface.  —  On  appelle  surface  d'un  corps  ce  qui  le  limite, 
ce  qui  le  separe  de  Tespace  environnant,  ou  encore  la  partie  du 
corps  que  les  yeux  peuvent  voir,  que  les  mains  peuvent  toucher. 

r 

4.  Lig^ne.  Une  ligne  est  le  lieu  oü  deux  surfaces  se  ren- 
contreht. 

5.  Point.  —  On  appelle  point  le  lieu  oü  deux  ou  plusieurs 
lignes  se  coupent.  On  nomme  encore  point  Textrömite  d'une 
Ilgne. 

6  Remarqae.  —  Nous  devons  les  notions  de  volume,  de 
surface,  de  ligne  et  de  point  ä  la  consideration  des  corps  qui 
frappent  nos  yeux.  En  geometrie,  on  congoit  les  volumes,  les  sur- 
faces, les  lignes  et  les  points,  independamment  des  corps  qui  en 


1.  On  appelle  espace  cette  immensite  au  milieu  de  laquelle  sont  tous  les 
astres  et  le  globe  que  nous  hahitons. 


N0TI0K8  FR£I.IUINAIBES 

ridße,  C'est  pour  ce  molif  qu'on  peul  regarder/a  ligne 
;endröe  par  un  point  qui  se  d^place,  la  surface  par  uae 
e  deplace,  le  volume  partine  surface  qui  se  d^place. 

Pres. —  En  g^omelrie,  oq  appelle  figwe  taute  reprä- 
ie  tignes,  de  surfaces  ou  de  volumes. 

nres  igales.  —  Deux  figures  »onl  egale»  quand, 
l'une  sur  l'autre  ou  l'une  dans  l'autre,  elles  colncident  * 
leur  äleudue- 

nres  Cqnivalentes.  —  On  appelle  figures  ^uiva- 
i  qui  ont  la  möme  etendue  sang  avoir  la  m^ine  forme, 
lecasoüla  surface  d'un  Iriangle  a  la  m^me  etendue 
un  carrö,  onditque  cesdeuxfigures  sont  equivalentcs. 

lures  semblables.  —  On  dOsIgne  par  fignres  aem^ 
figures  qui  ont  la  m^me  forme  sans  avoir  la  m^me 
II  petit  cercle  et  un  grand  sont  des  figures  semblables. 

lome-  —  On  Domme  axiome  ane.Tärit^  evidente  par 


■■s  axiomes  d'un  frequent  usage  : 
uf  eH  pliisgranä  que  sa  parlie ; 
vt  est  egal  d  la  somme  de  »es  parlies  ; 
quanliUs  igale»  ä  une  Iroisieme  sont  igales  entre  eile». 

«tnlatam  on  Postulat.  —  On  appelle  posiulaium  ou 
le  proposition  que  l'on  admet  comme  Evidente,  mais 
!  peut  dßmontrer;  par  exemple,  ce  poslutatum  d'Eu- 
in  point  pns  kor»  (tune  droite,  on  ne  peut  mener  gu'une 
•,ette  droile. 

fioreme.  —  On  appelle  thiorftme  une  verile  qui,  pour 
ise,  demande  un  raisonnement  appele  demon»lration, 
gles  d'un  triangle  valenl  deux  angle»  droit»  :  voilii  une 
s  comme  on  ne  peut  la  comprendre  sans  demonstra- 
»pelle  theoreme. 

rollaire.  —  Un  corollaire  est  une  cons4quence  qui 
1  th^or^me. 

tbleme-  —  Un  problime  est  une  question  ä  resoudre. 

lation.  —  Une  »olution  est  un  raisonnement  qui 
reponse  da  probleme. 

»Position.  —  T^e  nom  commun  de  proposition  est 
'eremment  aux  itieor^mes,  corollaires,  etc. 
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18.  Lcmme.  —  Un  iemme  est  une  proposition  preliminaire 
destinee  ä  faciliter  la  demonstration  d*un  iheoreme. 

L'enonc^  de  toute  proposition  comprend  deux  parties  : 
Vhypothise  et  la  conclusion. 

L*hypothese  se  compose  d' une  ou  plusieurs  suppositions ;  la 
conclusion  est  la  consequence  tir^e  de  Thypoth^se,  au  moyen  d*un 
raisonnement  etabli  sur  des  verites  dejä  connues. 

19.  R6clproqae.  —  LeirSciproque  d^une  proposition  est  une 
autre  proposition  liee  ä  la  premiöre,  de  teile  sorte  qu'elle  a  pour 
hypothäse  et  pour  conclusion  la  conclusion  et  Thypoth^se  de  la 
premiere,  qui  prend  dans  ce  cas  le  nom  de  proposition  directe. 

Voici  une  proposition  directe  :  StA  est  egal  d  B,  C  est  egaldD. 
Sä  reciproque  est :  -St  C  est  egal  äl),  K  est  egalä  B.  II  est  evident 
que  lapremi^re  profiosition  peut  6tre  aussi  une  proposition  reci- 
proque de  la  seconde  qui  devient  alorsune  proposition  directe. 

20.  Objet  de  la  gr^om^trie.  —  La  geometrie  est  une 
stience  qui  a  pour  objet  Vetudekdes  propriStes  des  figures  et  la 
mesure  de  leur  ^tendue. 

'21:  Division  de  I^a  gr^oi^^trie.  —  La  geometrie  se  divise 
enMeux  parties  :  P  la  geometrie  plane,  qui  traite  de  toutes  lef 
figures  situees  dahs  uu  m^roe  plan  ;  2*^  la  g^omdtrie  dans  Vespace^ 
qui  traite  de  toutes  les  figures  qui  ne  sont  pas  situees  dans  un 
mdmeplan.  S*occuper  de  theor^mes  relatifs  au  cercle,  c'est  faire 
de  la  geometrie  plane ;  en  traitant  ceux  qui  sont  relatifs  ä  la 
sphere,  on  fait  de  la  geometrie  dans  Tespace. 


[VRE   I 
IGNE   DROITE 

'ITRE  PREMIER 

e  et  plan.  —  Angles. 


NE  DROITE   ET   PLAN 
Deßnitiont. 

La  iigne  droite  De  peut  pas  se  d^finir; 
tes  les  lignes.  Un  ßl  fortement  tendu 
droite.  Pour  abröger,  on  dit  souvent 
'e.   ' 
l.  ta  Iigne  droile  comme  ätant  indeßaie. 

appelle   demi-droile,   la  partie   d'une 


Fig.  1  bis. 

point  0  quelconque  de  cetle  droite  et 
eul  cöl^  k  partir  de  ce  point  {fig.  1). 
!e  est  celui  du  mouvemeot  d'un  mobile 
ignant  de  l'origiDe.  Deux  demi-droitet 
u'elles  ont  une  origine  commune  0  et 
!  de  l'autre. 

igne  ordinal reme Dt  par  udg  lettre,  et 
UDe  Iigne  droite  par  deux  lettres, 
alTectäes  ä  deux  de  ses  poiDts.  Ainsi, 
on  dit  le   point  A  et  la  droite   AB 

24.  —  //  faul  deux  points  pour 
diterminer  une  droite,  car,  par  un 
point  A,  on  peut  faire  passer  une 
infinite  de  droites  venant  de  toutes 
les  directions  possibles  ;  mais,  par 
deux  points  A  et  B,  on  n'en  peut 
faire  passer  qu'une,  parce  que,  de 

du  point  A,  une   seule   se   dirige  au 

omme  Evident : 
on  ne  peut  mener  gu'une  seule  Iigne 
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Fig.  4. 


droile;  2*  Que  ti  deux  droites  ont  deux  poinls  de  commutu,  eilet 
CtfCnddenl  dam  toute  teur  etendue. 

25.  Distance  de  deax  points.  —  On  appelle  dittance  de 
deüx  points  K  et  B  {fig.  2)  la  portion  ou  le  segment  de  droile 
tenninä  aax  points  A  et  B. 

■  26.  Remarqae.  —  Les  trois  expressions  suivantes  :  dUtanee 
AB, ffroite AB (c'est-ä-dire droile termia^eaux  poiatsA  et  B}et(on' 
gueur  AB,  s'emploient  indifT^remment. 

27.  higne  briste.  —  On  appelle 
iijwe  briste,  ou  polygonale^  toute  ligne 
compos^e  de  plusieurs  droites  {ßg.  3). 

28.  Iiigrne  conrbe.  —  On  nomme 
ligne  courbe  une  tigne  qui  n'est  ni  droile, 
ni  composee  de  lignes  droites  {/ig.  4). 

29.  Plan  ou  sarfoce  plane.  — 
Le  plan  est  une  surface  teile  qu'elle 
'conlient  toul  enti^re  la  droite  qui  Joint 
deux  de  ses  points  pris  ä  volonte-  On  dit  aussi  que  le  plan  est  une 
surface  sur  laquelle  on  peut  appliquer  en  tous  sens  une  r^gle 
bleu  droite.  Une  glace,  une  table  de  marbre  bien  polie,  repre- 
sentent  des  surfaces  planes. 

Ghaque  jour,  on  voit  !es  ouvriers  (menuisiers,  marbriers, 
lailleurs  de  pierre  et  autres),  la  regle  h.  la  main,  meltre  en  pi'a- 
tique  la  seconde  däPiDition  du  plan. 

30.  Snrrace  briste.'—  Une  surface  briste  est  cetle  qui  est 
composee  de  surfaces  planes.  Exemple :  les  feuillels  d'un  paravent. 

31.  Snrfoce  coarbe.  —  On  appelle  surface  courbe  celle  qui 
n'est  ni  plane,  ni  composee  de  surfaces  planes.  Exemple  :  la  sur- 
face d'une  Sphäre. 

§  II.  —  ANGLES 
DifinüiOM. 

32.  Ani^le.  —  On  appelle  angle  l'ouverlure  formte  par  deux 
droites  qui  partent  du  mime  point. 

;     hfsscdtes  de  l'angle  sont  les  droites  AB.  AG     i 
qui  le  forment.  Le  tommet  est  le  point  A  doü 
partent  les  cAtes.  | 

On  designe  un  angle  par  la  lettre  du  som- 
met.  Ainsi,  on  dit  l'angle  A. 
-^  Lorsque  plusieurs  angles  ont  le  m€me 
sommet,  pour  eviler  la  confusion,  on  les  designe 
chacun  par  Irois  lettres,  en  plagant  celle  du 
sommet  au  niilieu.  Ainsi,  on  dit  les  angles  BAC, 
CAD.  DAE  {fig.  6),  Fig.  8. 

Le  plus  souvent  on  se  conlenle,  poursimplifler,  de  d^signer 
les  angles  par  des  cbifTres  :  on  dit  les  angles  1,  2,3.  >- 
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II  arrive  -  aussi  queiquefois  que 
l'on  designe  des  angles  par  de  petites 
lettres  placees  daiis  leur  int^rieur. 

33.  Generation  d'nn  an){:le. 
Sens  d'nn  angle.  —  On  peut  ima- 
gtner  qu'un  angle  soit  engendre  par 
le  mouvement  d'une  droite  mobile 
AC,  qui  d'abord    appliquee    sur    la 

droile  fixe  AB  s'en  ecarto  en  tournant,  p^^   g 

daas  le  sens  de  la  ß^clie,  aulour  du  - 

poiat  A.  H  est  clair  que  plus  la  droite  mobile  AC  s'ecarterade 

la  droite  ßxe  AB  et  plus   l'angle   GAB 

augmentera.  De  ce  mode  de  gäaeration, 

il  r^Bulte  que  la  gcandeur  d'un  angle 

depend  de  l'ecartement  de  ses  cötee,  et 

non  de  leur  longueur,  qui  est  suppos4e 

indeßnie. 

Un  angle  est  direcl  ou  potilt'f  quand 
AC  cotncidant  d'abord  avec  AB  s'^carte  p^g   ^ 

de  la  droite  vers  la  gauche  par  rapport 

ä  un  observateur  ayaot  les  pieds  en  A  et  regardant  le  däpla^ 
cement.   Lorsque    l'^cartement   a  lieu 
de  la  gauche  vers  la  droite,    c'est-ä- 
dire  vers  AD,  l'angle  est  dit  n^gatif 
ou  retrograde  {/ig.  7). 

34.  Angles  a<|Jacents.  —  On 
nomme  angles  adjacentx  deux  angles  qui 
ont  le  ni6me  sommet  et  un  cAte  in- 
termediaire  commun.  Ainsi,  les  deux 
angles  BAC,  CAD  ayant  m^me  sommet  A 

et  le  mßme  crtle  interm^diaire  AC,  sont  p,Q  g 

adjacents. 

36.  Perpendlcalaire.  —  On  appelle  perpendiculaive  une 
droite  qui  en  rencontre  une  autre 
en  formant  avec  eile  deux  angles 
adjacents  ägaax  entre  eux.  Ainsi,  on 
dira  {fig.  9}  que  la  droite  CD  est  per- 
pendicutaire  ii  la  droite  AB,  si  les 
angles  adjacents  ADC,  CDB  sont  egaux 
entre  eux;  et,  dans  ce  cas,  chacun  de 
ces  angles  s'appelle  angle  droit. 

36.  Angle  droit.  —  On  nomme 

donc  angle  droit  un  angle  dont  un  des  p,Q  ^_ 

cöl^s  est  perpendiculaire  ä  l'autre. 

Pourabr^ger,  on  dit  souvent  un  droit,  deux  droits,  auliepi  de 
un  angle  droit,  deux  angle*  droits. 

37.  Obliqoe.  —  Ijobliqite  est  une  droite  qui  en  rencontre 
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nae  autre  en  formantavec  eile  <leux  angles  a^jaceots  inägaux. 
Ainsi,  DE  [ßg.  9],  formant  avec  AB  deux  anales,  EDA,  EDB, 
inegaux  entre  eux,  est  oblique  ä  AB.  Le  point  D  esl  te  pied  de  la 
perpeudiculaipe  ou  de  l'oblique. 

38.  Allele  algrn,  angrle  obtns.  —  Un  angle  est  dit  aJ^u 
oa  obtut,  selon  qu'il  eat  plus  petit  ou  plus  grand  qu'un  angle 
droit.  L'angle  EDB  {^g.  9)  est  aigu,  l'aagle  EDA  est  obtus. 

39.  Angrics  coiuplfimentaires,  anales  supplßmen- 
talre's.  —  Deux  angles  sont  dits  compUmentatres  Jorsque  leur 
SQmme  vaut  un  angle  droit.  On  les  appelle  supplemenlaires,  si 
leur.eoinme  vaut  deux  angles  droits.  Ainsi  (fig.  9),  les  angles  CDE 
et'EDB,  dont  la  somme  vaut  l'angle  drait  CDB,  sont  cnmplemen' 
taires.  Les  augles  ADE  et  EDB,  dont  la  somme  est  egale  k  celle  des 
deux  droits  ADC  et  CDB,  sont  luppiimentairei. 

40.  Angles  opposes  par  le  sommet.  —  Deux  angles 
sont    opposis  par    le 

somme  t  lorsque  les 
cätes  de  Tun  sont  les 
prolongeiuents  des 
cötes  de  1' autre. 

Deux  droites  AB, 
(jD  qui  i  se  coupent 
forment  quatre  angles 
opposes,  deux  kdeux, 

par   le  sommet.    Les  Fig.  10.  .„. 

angles    AOC    et   BOD 

sont  opposes  par  le  sommel :  il  en  est  de  meme  des  angles  COB 

et  AOD. 

41.  BIssectrIce  d'un  ang>Ie.  —  On  appelle  bUsectrke  i'nn 
angle  ABC  la  droite  BD  qui,  menee  par  son  sommel,  divise  cet 
angle  en  deux  parti es  egales  1=1'  [fig.  iO  bit). 

th£or£he 

42.  —  Par  un  point  dune  droite  patte  une  perpettdiculaire  A 
eelte  droite,  et  il  n'en  pa»te  qu'une. 

Soit  le  point  C  de  la  droiie  AB.  Considärons  nne  di'oite  mobile  CD  passnnt 
par  l«  point  C.  Si  nous  supposons  que  la 
droiie  CD,  d'abord  appltqu^e  sur  CB,  se  releve, 
en  toaraant  autour  du  point  C,  dans  le  s«ng 
de  la  Ütehe,  il  arrivera  que  l'angle  DGB, 
d'abord  nul,  croltra  d'une  mani^re  continue, 
landig  que  l'angle  adjacenl  DCA  dterollra 
d-uoe  mani^re  continue.  II  y.aura  donc  une 
poEtlion  EC,  äfi  |a. droiie  mobile,  pour  laquelle 
ces  deui  angles  seront  ägaui,  et  alors  EC 
fera  perpendiculaii'e  surAB. 

D'ailleura,  a)  EC  s'^carte  de  Celle  Posi- 
tion, les  deux  angles  cessent  d'Sire  ägaux,  *^^-  "* 
donc  EC  est  la  seule  perp«ndiculaire  au  point  C  de  Ja  droiie  AB.  Ce  qu'il  falliit 
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43.  Corollalre.  —  Tous  les  angles  droits  sont  igaux. 
Soient  les  deui  angles  droits  A  et  A'. 

Transportons,  par  la pem^e',  l'angle  A'  sur  l'angle Ä. de maoi^ie 
que  A'C'coTncide  avec  AC  et 
qne  le  point  A'  soit  au  point 
A,  Alors  la  perpendiculaire 
AB'  coTöcidera  avec  ia  per- 
pendiculaire AB,  puisqiie 
par  un  point  d'upe  droite  on 
ne  peut  Clever  qu'une  seule 
perpendiculaire  ä  cette 
droite.  Donc  les  deux  angles 

droits  A  et  A'  coTncideront  fig.  12. 

^galement :  donc  ils  sont  egaux.  C.  q.  f.  d. 

44.  nemnrfiue.  —  L'angle  droit  4tant  une  grandeur  inva- 
riable a  m  adoptg  pour  unile  ffangle. 

THEORtUE 

45.  —  Les  angles  adjaeents  formis  par  deux  droHes  concourontet 
tont  supplementaires. 

Soient  les  angles  adjaeents  ACD, 
DGB  form^s  par  les  deux  droites  AB, 
DC. 

Si  Ion  41öve  au  pointC  la  perpen- 
diculaire CE  k  la  droite  AB,  on  a 

ACD  =  1  droit  -f-  ECD 
DCB  =  i  droit  —  ECD 
En   ajoutant  cea   deux   ^galit^s,  ^'*'' 

metnbre  k  membre,  l'angle  ECD  disparatt,  et  il  vient 
ACD  -}-  DCB  =  2  droits.  C.  q.  f.  d. 

46.  Corollalre  I.  —  St  tun  des  angles  adjaeents  est  droit, 
l'autre  fest  amsi. 

47.  Corollalre  II.  —  St 
une  droite  est  perpendiculaire  ä  une 
autre  droite,  reciproquement,  celle-ci 
est  perpendiculaire  ä  la  premiere. 

Soit  CD  perpendiculaire  k  AB  : 
l'angle  AFC  est  droit,  donc  son  adja- 
cent  AFU  est  droit  aussi  (46),  et  par 
suite  AB  est  perpendiculaire  k  CD.  fio.  14. 


IS  sous-entendrons  cettc 
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48.  Corollali-e  III.  —  La  somnie  de  toui  le»  angles  (ormfs 
aulour  d'un  point  et  du  m^ne  c6te 

iTune  droite  est  igaie  ä  deux  angles 
droits. 

Soient  les  angles  1,2,3,4  form^s 
autour  du  point  C  et  du  möme  cOt^ 
de  la  droite  AB, 

II  est  Evident  que  la  somme  de 
tous  ces  angles  est  egale  ä  la  somme 
des  deux  angles  adjacents  ACD,  DGB, 
c'est-ä-direä  deux  droits.  *'"^-  ^^■ 

49.  Corollttlre  I V.  —  La  somme  de  tous  les  angles  fonnis 
autour  d'un  mime  point  est  ^gale  ä  gmtre  anales  droits. 

Soient  le  poinl  0  et  difförenls 
angles  forra^s  autour  de  ce  point.  Si 
l'on  prolonge  AO,  par  exemple,  la 
droite  OF  divise  l'angle  COD,  mais 
la  somme  des  angles  reste  la  möme. 
Or,  la  somme  de  tous  les  angles 
situ^s  au-dessus  de  la  droite  \0V 
vaut  deux  angles  droits,  celJe  des 
angles  situ^s  au-dessous  vaut  6gale- 
ment  deux  angles  droits.  Donc   la  ^^^'-  ^^■ 

flomme  des  angles  form^s  autour  du  point  0  est  egale   ä  quatre 
angles  droits. 

THEOREME  {reciprogm). 

50.  —  Dettx  angles  adjacents  sup- 
pl^entaires  otit  leurseitSs  extirieurs 
en  ligne  droite. 

Soient  les  angles  adjacents  sup- 
pl^mentaires  ACD,  DGB,  dont  les  cöt^a 
ext^rieurs  sontACCB. 
,  Si  l'on  prolongeait  AC,  la  droite  "•^-  ^'^■ 

ainsi  obtenue  formerait  avec  DG  un 
angle  quiseraitlesuppl^meiitde  ACD, 
cet  angle  aerait  donc  egal  ä  DGB.  Donc 
le  prolongement  de  AC  se  confond 
avec  CB,  et  AGB  est  une  ligne  droite. 
C.  q.  f.  d. 

TH^ORl^E 

51.  —  Les  angles  opposh  au  som- 

met  tont  igaux  {fig.  18).  fig.  18. 

Ea  effet,  les  deux  angles  1  et  3  sont  egaux,  car  Tun  et  l'autre  sont 


■f. 
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Euppl^mentaires  du  mäme  angle  2 :  on  prouvrrait  de  m^e  l'ögaiit^ 
des  angtes  2  et  4. 

THtiORfiME  (r^tprof  M<). 

5S.  —  Lorique  deitx  droitei  fmt  arec  um  tromime  droite  et  de 
chaque  cdU  de  celle-ei  des  attglea  6gaux  eutre  eu.r,  lei  deiu-  premieres 
droite»  tont  le  prolongement  l'uHe  de  Pautre. 
^l/fSt'ioJ-  •  Soient  le8  droiles  AO,  OB  qui  fönt 

ff;, .  if  de  chaque  cOt^  de  CD  les  angics  oguux 

iel3. 

Montrons  que  ÖA  et  OB  sont  le 
prolongement  l'une  de  l'autre. 

Ell  elVet.  le  prolongement  de  AO 
fait  avec  Ol)  un'  angle  3  egal  fi  l'angle 
1  (53)  :  donc  le  prolongement  de  AO 
se,confond  avecOB,  et,  par  suite,  AOB 
est  uneligne  droite.  fig-  If- 

53.  Coi*oII«lre.  —  Les  bisseetrice$  desquatre  aitgles  farmex 
par  deux  droites  concouraiites  soiit  deux  d  deux  en  lignes  droite»,  et 
ces  deux  droiles  sont  perpendtculatres  fuiie  ä  l'autre. 

Soient  les  droites  OM,  ON  biBSectrices  des 
ungles  AOB,  COD  fornies  par  les  droites  con- 
courantes  AD,  BG. 

Les  angles  1  et  2  sont  ^gaux  comme  moiti^ 
d'angles  fgaux ;  par  suite  ON  est  le  prolonge- 
^:  mentdeOM(52).  On  voit de mäme que OF est 

le  prolongement  de  OE.  Enltn,  l'angle  EOM 
est  droit  puisqu'il  est  form^  de  la  somnie  des 
inoiti^g  des  deus  angles  suppl^mentaires 
AOC,  AOB.  r.,r,.  20. 


f 


i  CHAPITRE   II 

I'  Triangles.    —   Tiiangle   Isocöle. 

[:  Cas  d'ögalitö  des  triangles. 

f  §  I-  —  TRIANGLES 

*  Difinilion  et  proprietit  ginerales. 

\: 

54.  —  On  appelle  triangle  une  portion  de  plan  limit^e  pai 

I  trois  droites  qui  se  coupent  deux  fc  deux. 

t'  ^    Ces  droites  sont  les  c6tis  du  triangle. 

\'  '  ■                '    '  Les  trois  angles  qu'elles  determineut  eü  sont  les  angles  et  les 

I ,  sommets  de  ces  angles  sont  les  sontmels  du  triangle. 

;'  ...     Uatriangleesttt^utVafera/,  s'ila  se»  trois  cAtes  ägaux  {fig.  li); 
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il  est  isocile,  s'il  a  deus  cöt^s  ^gnux  {fig.  21),  et  scaime,  s'il  a  ses 
troU  cätes  io^gaux  {fig.  24). 

Un  triangle  est  dit  reclangle  quand  il  a  un  angle  droit  ißg.  23). 
Le  cAtä  BC,  oppos^  b,  i'angle  droit  A,  se  nomme  hypotinute. 


La  hatiieur  de  tout  triangle  est  la  perpendiculaire  menee  d'un 
sommet  sur  le  cötö  oppose,  qui  prend  le  nom  de  6ase. 

Dans  ie  triangle  isocMe,  oii  appelle  generalement  base  le  cöte 
inigal  aux  deux  autres. 

On  nomme  mediane  Man  droite  qui  Joint  un  sommet  du  triangle 
au  miiieu  du  c6t^  oppose. 

§  11.  —  triangle  isocele 
th£or£me 

55.  —  Dans  un  triangle  isoc^le  les  angks  opposes  aux  cöUs 
•egaux  tont  ^<fau;r. 

Soit  le  triangle  isocMe  ABC  {fig.  25) 

Si  AB  =:  AC,  on  a  B  =  C. 

Pour  le  prouvep,  menons  la  bissectrice  AD  qui  tombe  en  un 
point  D  de  BC,  nous  formons  aiosi  les  deux  triaugles  ADB,  ADC ; 
ir«tournons  le  triangle  ABD  autour  de  AD  comme  charniöre;  b. 
•cause  de  l'^galit^  des  angles  1=1',   le 
«ötö  AB  prend  la  direction  AC,  et  comme 
it  )ui   est  egal,    le    poInt   B    tombe   au 
point  C.  —  Le  point  D  n'ayant  pas  bouge, 
puisqu'il  appartient  ä  la  charnieve,  DB 
s'applique  sur  DC   el  I'angle  B  colncide 
Ävec  Tangle  C,  donc  B  =  C. 

56.  Corollairc  I.  ~  Dam  un  Iriangk  /,  1    jn 
ifocele,   la  bissectnce  AD  jouit   de   troU                                             ' 
^ropi-iitis  :  eile  partage  le  triangle  domie                y      i,-          f^f  Luc"^  ^ 
■en    deux   triangles  egaux  ;  eile  est  per-                     "  '    ,/,  \,^,^    ^^. 
pendiculaire  ä  la  base;  eile  est  mediane  {fig.  23),               ■'j''nA-t-'i.o:,.J..,f- 

En  effet,  od  vient  de  montrer  que  les  triangles  ABD  et  ADC,    '.,-  ^, ,  ,    ' 
«olncidant  dans  toule  leur  elendue,  sonL  egaux.  D'aulre  part,  & 
«ause  de  l'egalitö  des  angles  adjacents  2=  2',  la  droite  AD  est  ,^  "^1.° 

perpendiculaire  ö,  BC;  de  plus  eile  est  mediane,  puisque  BD  =  DC.   /^  „re,,^  C 

StJ.CorollAlreJI.—  Untriangleeguilateraleslaussiäquiangle,  /,.  ,/  .>,t^. 


~Sz^£::. 
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TH£0R£1IE   {rieiproq«e;. 
58.  —  Si  im  iriangle  a  dnix  tinglat  ^gmix,  lei  cölix  oppoifi  d 
ces  anglet  sotit  igaux  et  le  triang(f  'eal  isocele. 

Si  dans  le  triahgle  ABCles  angles  B  et  C  9ont  ögaux.  les  cfttes 
/Afi;«!  A  ^sonl  aussi.  egaux  'fity-  2&'- 

Pdur  le  demontrer,  reloufuoDs  le  Iriangle  ABC  en  A'C  B ;  et 
-fftisons    gl  i  SS  er    A  C'ß' 
^ur  le  Irianj^le  ABC,  de 
Ä^on  que  le  cAte  B'C 

.'ibinbe  sur  le  eöle  egal  1 

*BC,  C  eo  B  et  B'  en  C,  ' 

et  que  les  tri  angles 
soient  plac^s  du  mime 
cöte  commun  BC. 

Comme    l'angle    C 
qui  coYncidail  avec   C  p,Q  26. 

est,     par     hypolliöse, 

6gal  ä  B,  le  cöte  CA'  prendra  la  directioii  BA,  de  ml>me  l'angle  B' 
qui  d'abord  c<ilncidnit  avec  B,  etant  egal  äC,  le  cAte  BA'  prendra 
la  direclion  CA,  et  le  point  A'  Lombera  a  ia  fois  sur  CA  el  BA, 
c'est-ä-dire  au  poinl  A.  II  s'ensuit  que  AB'  qui  d'abord  colncidait 
aVec  AB,  cofncide  maintenaot  avec  AC  :  Donc  AB  =  AC.  c.  q.  f.  d, 
Remarque.  —  Cette  demonstration  met  en  evidence  celte 
propriete  du  triangle  isoc^le,  d'ilre'mperposable  ä  lui-m^me  par 
retournement. 

69.  CoroUalre.  —  (In  triangle  eqniangle  est  aiissi ''qiiilal^val. 

§  111.   —  CAS    D'fiGALlTE   DES  TRlANCLliS 
11  y  a  Irois  cas  principaux  d'egalile  des  triaugles 

th£or£he 

60.  I"  cas.  —  Oevx  Iriangles  sonl  ^gati.r  lorsqnüs  ont  w«  cdU' 
''4gal  adjacent  a  deux  angles  igaux  chacim  ä  chacuti. 

Si  dans  les  Iriangles  ABC,  A'B'C,  od  a 
■       BC  =  B'C,  B  =  B',  C  =  C,  ces  deux  triangles  sont  ögaux. 


Fig.  27. 

En  effet,  portons  le  triangle  A'B'C  sur  ABC,  de  mani^re  que  le 

cöte  B'C  soit  sur  son  6gal  BC,  le  point  B'  au  poinl  B  el  le  poiut  C 

au  point  C.  L'angle  B'  etant  egal  k  l'angle  B,  le  cOlt'  iJ'A'  prcodrn 

la  directiou  de  BA  et  le  poinl  A'  tombera  quelque  pari  ^ur  un  des 
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poinls  d^  BA ; de  mämc  l'aogle  C  etani  6gal  ä  langle C,  le  c6t6 
CA'  prendra  la  direction  CA  et.le  poinl  A'  tombera  siir  un  des 
points  de  CA  ;  mais  le  meme  poinl  A'  ne  peut  Stre  ä  la  fois  sar  B\ 
el  sur  CA  sans  se  trouver  ä  rihtersection  de  ces  deux  droites: 
dODC  le  point  A'  se  confondra  avec  le  point  A  et  les  deux  Iriangles 
coi'ncideroDt  dans  toutes  leurs  parties,  ils  seront  par  cons^quent 
^gaux. 

th£or£he 

61-  2*  cas.  —  Deux   triatigfes  sonl  egavx  tomqu'iU  ont  un 
angle  egal  conipris  entre  deux  c6l4s  igaux   chaeun  ä   chacim. 

Si  dang  les  Iriangles  ABC,  A'B'C,  on  a 

A  =.A!,  AB  =  A'B;  AC  =  VC, 
ces  deuxtriangleB  »onl  £gaux. 

En  e(Tet,  portons  le  triahgle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC,  de 
lumitoe!  que  le  cAte  A'B'   soU  sur  son  egal  AB,  le  point  A' 


Fig.  28. 
au  point  A,  et  le  point  B'  au  point  B.  Langle  A'  6tant  6ga!  ft 
I'angle  A,  le  cöte  A'C  prendra  la  direction  de  AC,  el  comme  ces 
deux  cötßs  sontegaux,  le  point  C  tombera  au  poinL  C  :  les  deux 
cfttös  A'C  el  AC  ayant  m^mes  exlr^miles,  colncideront,  et  par 
coosequent  les  deux  Iriangles  A'B'C  et  ARC  colncideront  öga- 
lement  et  seront  egaux. 

TH£OIt£:HE 

62.  S"  cas.  —  Oetij:  iriangles  soal 
4gaux  lorsqu'Us  oni  les  Iroia  cöt^s  igaux 
chaeun  ä  chaeun. 

Si  dans  les  Iriangles  ABC,  A'B'C, 
on  aAB=  A'B', 
AC=A'C,  BC- 
B'C,  ces  deux 
triangies  sonl 
egaux. 


Fig.  29. 
cöte  egal  BC,   et  par  relournement,  faisoas  en 
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Sorte  que  les  deux  aagles  BAC,  B\"C  soientde  cliaque  cAt^  de  BC. 
Joignons  KK".  Od  a  deux  triangles  isoc^les  ABA"  et  ACA",  c«r 
AB  :^  A"B  et  AC  =  A"C.  —  Comme  dans  un  triaitgle  isocdle.  les 
aogles  ä  la  base  sont  6gaox,  a  =  i'  et  ß  —  ß';  l'angle  A  =  A" 
comme  somme  d'aaglee  6gaux. 

A=oi  +  P  =  «'  +  ß'  =  A".  Oo  est  aiaei  ramenä  au  2*  cas 
d'egaljte,  donc  les  deux  triangles  sont  egaux. 

RemarqBe.  —  D'apr^s  les  thäorämes  präcedenis,  on  voit  que 
dans  leB  triangles  6gaux  les  cdt^s  £gaux  sont  opposes  aus  angles 
6gaux,et  reciproquement :  ainai,  BC^galant  B'C,  on  a  A  =  A',  etc. 

APPLICATION  DES  CAS  D'EGALITE  DES  TRIANGLES 

63.  D^flnltton.  —  On  appclle  angle  exterieur  d'un  triaugle 
tout  angle  fonn^  par  un  cAt4  CA  de  ce 

triangle  et  te  prolongement  d'un  cdte 
BC  adjacent  ä  ce  cötö  CA. 

Exemple.  —  L'angle  ACD  est  un 
aQgle  exterieur  au  triangle  ABC.  I)  est 
supplementajre  de  l'angle  interieur 
ACB  {fig.  30). 

th£or£he 

64.  7'ouC    angle    exlerieur     d'vn  ''"'■  ^^' 
triangle  est  plug  gmnd  que  chacun  des  anglet  du  triangle  qui  ne  lui 
eit  pas  adjacent. 

Nous  voulons  prouver  que  l'angle  ACD  est  plus  grand  que  A  ou 
que  B.  —  Menons  la  mMiane  BM,  prolougeons-la  en  ME,  faisant 
ME=^BM,  joignons  CE.  ~  Les  deux  triangles  ABM,  GEM  sont 
egaux  comme  ayant  les  angles  en  M  ögaux  compris  entre  cötes 
egaux  chacun  ä  chacun.  L'angle  C  opposö  ä  ME  fst  6gal  ä  l'angle  A 
opposö  k  BM.  —  Mais  MCE  est  une  partie  de  ACD,  donc  liCd  >  A. 

Pour  demontrer  que  ACD  est  plus  grand  que  B  on  joindrait  A 
au  milieu  de  BC  et  Ton  ferait  une  construction  analogne  k  la 
precedenle. 

THfiORfillB 

65.  —  A  deux  cdt^s  inigaux  d'un  triangle  sont  opposSs des  angles 
inegaux;au  plus  grand  cdte  est  opposi   le 

plus  grand  angle. 

Soit  dans  le  triangle  ABC,  AB  >  AC,  on 
aura  ACB  >  ABC. 

l'penons  AD  =:  AC,  et  menons  DC. 

Les  angles  «  et  *'  dans  le  triangle 
isocöle  DAC  sont  egaux.  L'angle  ACB  est 
plus  grand  que  x  et  «',  ^'^'  ^'■ 

L'angle  «' exterieur  au  triangle  BDC  est  plus  grand  que  B,  a 
fortiori  l'angle  ACB  >  ABC.  ^ 
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06.  RCciproquenient.  —  A  deux  anglen  inigaux  d'un 
triangle  sonl  oppoiis  äevx  c6tit  inigaux;  au  plus  grand  angls  est 
oppot4  le  plus  grand  cdte. 

Soitdans  le  triangle  ABC,  C>B;  oaaura  AB>AG,  car  poar 
AB<  AC  ou  AB  =  AC,  l'angle  C  serail  plus  petit  ou  egal  k  B,  ce 
qui  serait  contre  l'hypoth^se. 

THfiORfiHE 

67.  —  Dans  iout  triangle,  un  c6ti  quekonque  est  plus  petit  que 
la  somme  de»  deux  autret  et  plus  grand  que 

leur  difference. 

Ainsi  üanB  le  triangle  ABC,  od  a  : 
l'BC<ÄB-hAC; 
a-AOBC— AB. 
1°  £d  effei,  prolongeons  BA  d'une  loa- 
gueur  AD  =  AC.  —  Joignons  DC. 

ADC  est  isoc^le  ;  l'angle  D  =  ACD  et  est 

moindre  que  BCD. 

DoDc,  dans  le  (riangle  total  BCD,  BC  oppos4  ä  l'angle  D  est 

moindre  que  BD  oppos^  ä  BCD, 

mais  BD  =  BA  +  AC. 

Donc  BC  <  AB  +  AC. 

2"  Si  l'on  retranche  AB  ä  chaque  membre  de  cette  inegalile, 
il  vienl 

BC  —  AB  <  AC, 
ou  AC  >  BC  —  AB.  c.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  La  ligne  droite  BC  est  plus  courle  que  la  ligne 
briste  BA  +  AC  qui  aboulil  h  ses  extr^uiites. 

tb^or£he 

68,  —  Si  Von  Joint  un  point  prü  dans  t'inlerieur  d'itn  triangle 
aux  extremitis  d'un  cätS,  In  somme  des  droUes  enveloppies  est 
moindre  que  la  somme  des  droües  enve~ 

loppantes. 

Ainsi  dans  le  triangle  ABC,  on  a 

OB  +  OC  <  AB  +  AC. 
En  effet,  si  l'on  prolongc  BO  jus- 
qu'ä  la  rencontre  du  cötö  AC,  on  a, 
dans  Ics  triangles  ABD  et  OCD, 

OB+OD<AB  +  AD 
et  OC<OD  +  DC.  HG.  33. 

Ajoutant  ces  inegaütös  membre  h  membrp,  il  vient 
OB  +  OD  +  OC  <  AB  +  AD  +  OD  +  DC. 


22  LIVEE  I.    —  TRIANGLBB 

Si  Ton  retranche  OD  de  pari  et  d'aulre,  od  obtient     ■      '  "• 
OB  +  OC  <  AB  +  \D  -f-  DC. 
011  eniin 

■■■      0B4-0C<ÄB+AC.  / 

car 

AD+DC— -AC. 

69.  Corollalpe.  —  Toule  ligtte  briste  convexe  est  nwindre 
qu'üne  tigne  briiie  qui  l'enveloppe  de  loule*  parls. 

Soientles  ligoes  bris^es  EFGHI,  ABCD. 

Si  Ton  proloitge,  dans  le  m£me  sens,  les  cöt^s  de  la  premiäre 
jAsqu'ä    leur  rencontre   avec  ceux 
de  la  seconde,  od  a  lea  in^galil^a 
euivanles  : 

EF  +  FK  <  EP  +  PA  4-  AK 

FG  +  GL  <  FK  +  KB  4-  BL 

GH  +  HM<pL  +  LC  +  CM 

Hl  +  IN  <HH  +  MN 

IE  -f  EP  <  IN  +  ND  +  DP 

Ajoulant  ces  inggalit^s  membre  p,„  33  5^_ 

k  membre,  et  retranchant  lee  termcs 

communs  de  part  et  d'autre,  il  reete,  apr^s  rüduction  föite, 
EF  +  FG  +  GH  +  HI  +  IE  <  AB  +  BC  +  CD  +  DA 

TH£or£HE 

70.  —  Si  deiix  triangles  ont  u»  angle  inegal  comprii  ettlre  deux 
cötis  igaux  ckacun  A  chacun,  les  troüUniet  c6tis  sonl  inegaux  et  le 
plus  grand  corretpond  au  plus  grand  angle. 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  dans  lesquels  on  a 
AB  =  AB',  AC  =  A'C  et  BAC  >  A'. 

II  faut  demontrer  que  i'on  a  aussi  BC  >  B'C  [ßg.  34). 

Pour  ie prouver, placons  le  triaagle  ABC  sur  le  Iriangle  ABC, 
de  mani^re  que  le  cAte  A'B'  colncide  avec  son  egal  AB.  L'angle  A' 
ötant  plus  petit  que  l'angle  BAC,  le  cötß  AC  prendra  dans  l'inie- 
rieur  de  l'angte  BAC  la  position  AC",  et  le  cöLe  BC  deviendra  BC ", 
II  saffit  donc  maintenant  de  demontrer  que  BC  est  jilus  grand 
que  BC",  Pour  cela,  menons  la  bissectrice  AD  de  l'angle  CAC".  Les 
deux  triangles  ADC,  ADC"  ont,  par  construction  et  d'apräs  nos 
hypolh^ses.un  angle ägalcomprjs  entre  deux  cötesegaux  chacun ä 
chacun  :  ces  deux  triangles  sont  donc  egaux  el  DC "  est  egal  ä  DC. 
Mais  le  triangle  BDC"  donne 

BD  -f  DC"  >  BC". 

Hempla^anl  DC"  par  DC,  sa  valeur,  il  vient : 
BD  +  DC  ou  BC  >  BC" 
et,  par  suite,  BC  >  B C. 
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...  Rtfciproqnciitciit.  —  Si  deux  trianglet  ont  deux  eötei  igaux 
chdcun  ä  cltacun  et  les  Iroisiimes  cdlH  inigaux,  les  anglet  oppoii* 
A  ees  Iroüiemes 
cdUt   sonl    autii 
inegaux      et     le 
plus  grand  de  ces 
angles  est  opposi 
au    plus    grand 
coli  ifig.  34). 
En  effet,  soit 
AB  =  A'B', 

AC  =  A'C,  „      ,,  ..     ^ 

maisBOß'C:  hg.  3*.  ^ 

l'angle  A  oe  peut  ötre  6gal  ä  A',  car  BG  egalerait  B'C  (61)  ■ 
de  m^me,  Taagle  A  ne  peut  ötre  plus  pelit  que  A',  car,  d'apre^- 
le  thcOTÖme,  BC  serait  moindre  que  B'C,  donc  on  a;  A  >  A'.  ■ 


CHAPITRE    III 

Perpendloulaires  et  obliques.  —  Gas  d'ägalitö 
des  trlanglea  rectangles. 


§    I.    —    PERPENDICULAIRES     KT    OBLIQUES 

THfiOS£HE 

71-  —  D'uH  poinl  extifieur  ä  une 
di^ite : 

1"  Oll  peut  mener  une  pei-pendi- 
culaire  ä   cetle  droit«; 

2»  Oh  nepeut  en  mener  ^u'mie. 

!•  D'un  point  A,  exterieur  ä  la 
droite  HN,  on  peut  mener  une  per- 
pendiculaire  a  cette  ligne. 

Faisons  loumer  la  partie  supe- 
rieure  du  plan  AMN  autour  de  MN 
comme  Vharnifere.  Le  poinl  A  occu- 
pera  la  position  A'  quand  la  partie 
superieure  du  plan  viendra  coincider  Via.  35. 

avec  la  partie  inKrieure.  La  droite 

AA',  qui  Joint  les  deux  points,  rencontre  la  droite  MN  au  poinl 
B.     Apröa    la   rolation,    la  demi-droite    BA    coiucrde  avec  la 
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demi-droite  BA',  puisquc  ces  demi-droites  ont  deux  points 
communs.  L'aDgle  ABC  colocide  avec  rangt«  A'BC.  Ces  aogles 
etant  ägaux,  BC  est  perpendiculaire  ä  AA'.  R6ciproquement,  AA' 
est  perpeodiculaire  ii  BC. 

i*  AB  est  la  leuU  perpendiculaire  qu'on  puisse  mener  du 
poinl  A  &  la  droite  HN. 

Une  autVe  droite  qiielcoaque  AC  ne  saurait  Hre  perpendiculaire 
äMN(/f^.  36). 

En  effet,  la  rotatioo  fait  Toir 
qne  les  aagles  ACB  et  A'CB  sunt 
ägaux.  S'ils  etaient  droits,  ils  se- 
raient  supplementaires  el  leur» 
cöt^s  AC,  A'C  seraieot  en  ligne 
droile,  ce  qui  est  conlre  l'hypo- 
th^se;  donc  AA'  est  la  seule  per- 
peDdiculaire  qu'on  puisse  abaisser 
de  AsurHN. 

72.  D^flnitiun.  —  Deux  poiols 

sont  dits  tyiiietiiquei  par  rapport 

ä  une  droile,  lorsque  cette  droile 

p,      ,g  est  perpendiculaire   au  milieu  de 

cellequijointles  deuK  points  Ainsi, 

!es  points  A,  A'  sont  symetriques  par  rapport  a  MN  {(ig.  36). 


th£or£he 

73.  —  Si  d'un  poinl,  pris  hon 
ttune  droile,  on  mi-ne  une  perpendicu- 
laire et  diff^renles  obliques  : 

1°  La  perpendiculaire  eil  plus 
courle  que  loute  oblique; 

2°  Deux  obliques  qui  s't'cartent  iga- 
lement  du  pied  de  la  perpendiculaire 
tont  egales; 

3"  Deux  -obliques,  qui  s'ecarlent 
ittegnlement  du  pied  de  la  perpeudi- 
culaire,  lont  inigales  et  la  plus  longue 
est  Celle  qui  s'en  ecarte  le  plus. 

\'  Sije  mfene  du  point  C  la  perpendiculaire  CD  et  l'oblique 
CE  i  ta  droite  AB,  j'aurai  CD  <  CE. 


Fig.  a7. 
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En  elTet,  ieprolonge  CDd'une  longueupI>C'  =  DC,etjejom8C'E. 
Les  deux  triangles  DCE,  DC'E  soot ^a«i  mmme  ayant  un  angle  ^gal 
tompriß  entre  deux  cötes  egaux  chacun  i  chacun.  Savoir :  l'angle 
droit  1  egal  k  l'angle  droit  1',  le  c6te  DE  commun  et  DC  =  DC  par 
construction  :  donc  GE  =  C'E.  u  ■  -  /^p  t  f*- 

Mais  la  ligne  droite  CC'esl plus courte  que  la  ligne  bnsee CE  +E(.  . 
donc  CD,  ou  moitie  de  la  ligne  droite,  sera  moindre  que  CE,  ou 
moiti^  de  la  ligne  briste. 

2«  Si  je  prends  de  chaque  cöt^  de  la  perpendiculaire  CD  des  lon- 
gueurs  Egales  DE,  DF,  et  que  je 
mftne  les  obliques  CE,CF,  j'aurai 
CE  =  CF. 

En  effet,  les  deux  triangles  DCE, 
DCF  ont  un  angle  droit  compris 
entre  deux  cötes  ^gaux  chacun  ä 
chacuß,  donc  ils  sont  egaux,  et,  par 
suite.  le  c6t4  CE,  oppose  i  l'angle 
droit  i.  est  6gal  au  cöt^  CF,  oppose 
ä  l'angle  droit!'.  fiu.  38. 

3"  Si  je  prends  la  distance  DE 
plus  grande  que  la  distance  DF  et  que  je  möne  les  obliques  CE,  CF, 
j'aurai  CE  >  CF. 

En  effet,  je  fais  DU  =  DF  et 
je  joins  CH;  puis  je  prolonge 
CD  d'une  longueur  DC  =  DC,  et 
enfin  je  tire  GH,  C E. 

Les  droites  GH,  C'E  sont  res- 
pectivement  Egales  aux  droites 
CH,  GE  comme  obliques  s'ecar- 
tent  ^galement  du  pied  D  de  la 
perpendiculaire  AD  ä  CG'.  Mais 
{57}  CH  +  HG'  est  moindre  que 
CE  +  EC :  donc  CH,  ou  moiti^  de 
la  premifire  somme,  est  moindre 
que  GE,  ou  moiti^  de  la  seconde 
somme ;  et  (2")puisque  CF  =  CH, 
on  a  enfin  CF  <  CE  ou  CE  >  CK. 
C.  q.  f.  d.  FIG.  39. 

74.  Corollalre  I.  —  La 

perpendiculaire  abaiss4e  i'un  point  siir  une  droite  mesure  la  dislance 
de  ce  poi7it  ä  la  droite;  car  eile  est  plus  courte  que  toute  oblique. 

75.  Corollalre  H.  —  D'un  point  pris  liors  dune  droite  an  ne 
peut  mener  d  celte  droite  qvs  deux  obliques  egales;  car  une  troisiönie 
droite  partant  du  möme  point  serait  plus  rapproch^e  ou  plus  ^loignee 
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JUX  ppemi^reB  du  pied  de  la  perpendiculaire,  etsemit  par 
it  ia^gale  k  ces  deux  premi^res. 

lemai^ne.  —  Les  rrciproques  des  differentee  parties 
!me  sont  vraies  et  faciles  ä  dpmontrer.  Par  exeuiple  : 
ques  Egales  sicarteat  igalemeat  du  pied  de  la  perpendicu- 

'X,  si  elles  ne  s'^cartaient  pas  ^galement,  elles  seraient  ine- 
jui  seraitcontre  I'hypoth^se. 


TOeoRäHE 

- 1"  Tout  point  (fane  perpeitdiculaire  elerfe  au  milieu  de  la 
joitU  deux  pointg  est  d  igale  dUtance  de  ces  deur  poinls; 
t point  hon  de  la  perpendiculaiie  eu  est  ä  inegale  lUstanee. 

perpendiculaire  DK  ^levee  au  mi- 

AB. 

loint  G  est  sur  la  perpendiculaire. 

=  DB,  les  deux  obliques  CA,  CB, 

6galement  du  pied  de  ta  perpendi- 

onc  elles  sont  egales. 

loint  E  est  hors  de  la  perpendicu- 

sera  plus  grand  q«e  EB. 

;  d4montrer,  menons  par  le  point 

rencontre  la  perpendiculaire,    la 

Nous   avons  BF  +  FE  >  EB,  "''" 

-  AF  :  donc  ona  AF+FE>EB,  ou  enfin  AE  >  RB. 
rqnc.  —  La  perpendiculaire  CD  elevee  sur  lo   milieu 
iäLitifMatrice  de  AB. 

»rollairc.  —  /.ps  perpendiculaires  ^leveessur  le»  niilieitx 
'ün  Iriangle  sont  coneouratües.  V*vr  c^^Mi  j(°-  f?,  /  >  ^,  /.,  s   . 

triangle  ABC,  Menons  sur  les    e-l-hctc.  ll**H 
j  AB  et  de  AC  les  perpendicu- 
OE  :  nous  aurons  OA  =  OB  et 

d'oü  OB  =  OC;  donc  le  point 
e  sur  la  perpendiculaire  Elevee 

de  BC.   Donc  enfin  les  trois 
daires  sont  concourantes. 

Lemarque.  —  Les  r4cipro- 

leux  parties  du  th^or^me  sont  "o.  41. 

faciles  i  dpmontrer.  Par  exemple  :  Toat  point  qiii  eil  « 

Bce  des  extrHnil^s  ä'une  dreite  est  sur  la  /lerpettdiculaire 

ailieu  de  cette  droite.  En  efTet,  s'il  n'^tait  pas  sur  la  per- 

re,  il  se  trouverait  k  inegale  distauce  des  extri^mites  de 

«  qui  sorait  eontre  l'hypothöse. 


ßfiALire  DES  TBIANOLES  RECTASGLE3  S' 

-      S  U.  _  CAS  D'ßGALITß  DES  TRIANGLES  HECTANGLES : 
THBÖR^HE 

80.  —  Deiir  triangles  reetaiigles'sont  egattx  lor$^il^  oaH'kgpo- 
lenuse  egale  et  ua  angle  aigu  egal.  ■    ■  ■  i 

Smeiit  les.deux  triangles  ABC.  A'BC  rectaugles  cd  A,  A'  et  üang 

iesquel8Bt:!  =  BC'ct  G  =  C'.  ,, 

Je  dis  quo  ces  tleux  triangles  sont  ^gaux.  ,       - 

Ell  effet,  portons  le  triangle  A'B''G'  sur  ABC,  de  mam^re  que  le 

cüte  SC  soit  sur  son  egal  BC,  le  point  B'  au  point  B  et  le  point  C  au 

point  C.  L'aiigle  C  ^tant  egal  ä  l'angle  C,  le  eöte  CA'  prendra  la  direc- 


FIG.  42. 

tion  de  CA.  Mais  alors,  du  mäme  point  B,  on  a  BA  et  B'A'  perpendi- 
culaires^  sur  CA  :  ces  deux  e6tes  coTncidei'ont  donc,  sans  quoi  on 
pourraitaba isser  d'un  m^rae  point  deux  perpendiculaires  dUtiniiteB 
k  une  m^nic  droite.  Les  trois  cöt^s  c^tBcidant,  Ics  deux  trianjrlrs  sont 
^gaux 

THEOREHE 

81.  —  Deue  triangles  rectaiigles  sotU  ^gattx  lorsqu'ils  onl  f'kypo' 
leimte  ^gale  et  un  cdte  de  f  angle  droit  igal. 

Solent  tes  deux  triangles  ABC,  AB'C'  rectangles  en  A,  A'  el  dans 
lesqur's 

BC  =  B'C et  Aß  =  AB. 


FIG.  43. 
Je  dis  que  ces  deux  triangles  sont  egaux. 
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En  effet,  portons  le  triangle  A'B'C  sur  ABC,  de  maniere  que  le 
cöU  A'B'  äuit  sur  son  egal  AB,  le  point  A'  au  point  A  et  le  point  B'  au 
point  B.  Les  angles  A  et  A'  4tant  egaux  comme  droits,  le  cAtö  A'G' 
prendra  la  direction  du  cöte  AC ;  inais  le  point  B'  etant  au  point  B, 
les  deux  hypotht^nuses  BC  et  BC  devienoent  alors  deux  oliliques  ii 
AC;  comtne  elles  sont  egales  et  qu'elles  partent  du  mdme  poiot  B, 
elles  s'^artent  ^galetneiit  du  pied  de  la  perpendiculaire  AB,  et  par 
suite  A'C  ^  AC.  Donc,  les  deux  triangles  »out  6gaux,  puisqu'ils  ont 
les  trois  cöt^s  ^gaux  chacun  &  chacun. 

8S.  Corollalre.  —  Deux  triangles  reeUmgte$  sont  egaux  lort- 
fu'iVs  ont  dewc  cäfes  egntix  chacun  ä  chacun . 


CHAPJTRE  IV 

Lleu  göomätrique  des  points  öquidistante 
des  deux  droites  courantea. 

.  83-  n^Hnttlon.  —  On  appellc 
lieug^oruHriqmoM  simplement  lieaVen- 
semble  de  tous  les  points  jouissant  d'une 
propri^tr  commune  h  Texclusion  de  tout 
autre  point  du  plan. 

Ainei,  le  lieu  des  points  equidistants 
de  deux  points  donnes  A  et  B  est  la  per- 
pendiculaire CD  ^lev^e  sur  le  milieu  0 
de  la  droite  AB  qui  Joint  ces  deux  points, 
car  tout  poini  Je  Cüjouit,  ä  l'exctusion 
de  tout  autre,  de  Uprupriete  d'ötreegalementdistant  des  points  A  et  It 

TH^ORiSHE 

84.  —  La  bissecliice  d'un  angle  est  le  lieit  des  points  ^gmdistants 
des  c6Us  de  cel  angle. 

Soit  la  drillte  Bll  bissectrice  de  l'angle 
ABC. 

i"  Tout  point  0  pns  sur  labissectricc  BD 
est  ^quidiatant  des  cöli^s  AB  et  BC . 

En  effct,  abaissons  snrlescftti^s  AB  et  BC 
les  perpendiculaires  OE,  OF  qui  mesurent  les 
distances  du  point  0  k  ces  cötes.  Les  deux 
triangles  rectnngles  BOE,  BOF  ont  Thypo- 
tb^nuse  OB  commune  et  les  angles  aigusenB 
ögaux,  donc  ils  sont  egaux  et  OE  =  OF.  *'"^-  *^' 


-J| 
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2°  Tout  point  P  prie  hors  de  la  bisseetrice  est  inegalement  distant 
des  edUs  AB  et  BC. 

En  effet,  abaUsons  sur  leB  cöt^s  AB,  BC  l«s  perpendiculaires 
PH,  PI,  et  du  point  G,  oü  la  perpendicutaire  PH  rcneontre  la  bis- 
seetrice, meDons  ä  BC  la  perpendiculaire  GL,  puis  joignons  PL. 
Le  triangle  GPL  donue  PL  <  PG  +  GL,  et  en  remplai;«nt  GL 
par  GH,  sa  valeur,  il  vient  PL  <  PG  +  GH  ou  PL  <  PH,  ou  enfin 
PI  <  PH;  car  la  penpendiculaire  PI  est  plus  couite  que  l'obli- 
que  PL. 

'85.  Remarque  I.  —  Lorsque  I'angle  ABC  est  obtue,  il  peut 
arriver  dans  le  second  cas  qu'une  des  perpendicubiii-cs  aille  rencon- 
trer  uo  des  cötös  hors  de  I'angle.  On 
aencorePI  <PH;  car  la  perpendicu- 
laire PI  ötant  plus  courte  que  l'obli- 
qii2  PS,  on  a  a  fortiori  PI  <  PH. 

86.  Remnrque  O.  —  Les 

reciproques  des  deux  parties  du 
theor^me  sont  vraies  et  faciles  Ä  d4- 
iiioDtrer.  Par  exemple  :  Tout  point 
eguidhtant  de«  de^lx  eötü  d'uu 
angle  est  sur  la  bisseetrice  de  cet 
angle. 


FIG.  Vi. 


En  effet,  s'il  n'etait  pas  sur  cetle  bisseetrice,  il  serait  inegalement 
distant  des  deux  cöt^s  de  I'angle,  ce  qui  gerait  contraire  k  l'by- 
poth^se. 


87.  —  Le  lieu  despoints  equidistanls  de  dem-  dioiles  concotiranies 
se   eompose    des  bi$sectrices   des  angles 
formes  pai-  ces  droiles. 

Soient,  en  cfTet,  les  deux  droites  KL, 
MN  qui  s^  coupent  au  point  0.  Dans  l'in- 
terieur  de  I'angle  KOM,  le  lieu  est  la  bis- 
seetrice OA  de  I'angle  KOM.  II  en  est  de 
mäme  pour  cbucun  des  autres  angles 
KON,  NOL,  LOM.  Doncle  Heu  despoints 
equidistants  des  droit«8  KL,  MN  ee  coni- 
pose  des  bissectrices  des  quatre  angles  pie.  47. 

formes  par  ces  droites.  Ces  bissectrices 
sont  d'ailleurs  perpendiculaires  l'une  ü  lautre  {33). 


LIVBE  r.  —  lA  UGKE  DBOITS 

THdOR*]» 

-  les  biitectrim  des  trots  angle»  d'un  h-ufh^  concoifrent  an 
m^epoiHt. 

Söille  triangte  ABC.  Je  möne  les  tiis- 
sectricc»  des  anglesA  et  B,  et,  du  point  de 
rencontreÖ,  j'abaisse  les  peqtendiculaires 
OD,  OE,  OK  sur  les  trois  cötös.  Le  point  0 
^tant  sur  les  bissectrices  des  angles  A  et 
B,  OE  =  OF  =  OD,  donc  le  point  0  est 
aussi  aurla  bispectriee  de  l'angle  C.  Donc 
enfin  les  trois  bissectrices  concourent  au 
iiißme  point.  "«■  ■'^■ 

^■-  ,  Al'PLiCATION  I.  —  PROBLEME 

t'89.  —  l/tie  droite  MN  et  deiwr  poinls  \  et  B  e'tant  doim^g,  liourer 
ntf  MN  M»  point  C  sittie  ä  Sgale  rfw- 
tai^e  de  Xteljie  B. 

'■  Je  joins  A  et  B  par  une  droite;  au 
ponit"0,  milicti  de  AB,  j'4!6ve  une 
])erpendicul{tire  jiipqu'ä  la  rencontrc 
en  G  de  la  droite  MN, 

ba  perpeodicuiaire  OC  est  le  Heu 
des  points^galement  distants  de  A  et 
de  B,  le  point  C  appartenant  k  ce  lieu 
est  donc  ä  ^gale  distance  des.points  p^^j    4jj 

A  et  B. 

AI'PLKLVTION  11.    —  PROBLEME 

90-  —  Une  droite  MN  et  deux  poiiils  A  et  B  dtaiit  dnnim,  ti-ouver 
sur  MN  un  point  C  tel  gue  la  distance 
i'.X  +  CB  sott  mlnimuiu  (c"est-(i- 
ijire  le  plus  petit  possible). 

II  j-  a  deux  cas  ä  rynsidiTcr  i 

-i*'  cas.  Les  points  A  et  B  sunt  de 
fhaque  cöte  de  In  droite  MX. 

Lp  point  C  d'intersection  dos 
(livites  MN  et  AB  est  le  point  elierchö : 
cor  ABC  4tant  une  ligne  droite,  la 
eüiiiine  AG  +  CB  est  minimum.  pig-    o. 

2»  CM.  Les  points  A  et  Bsontsitues  du  möme  cöte  de  lu  droite  MN. 


APPLICATIONS  pl 

Prenons  le  point  A'  symetrique  de  A  par  rapporl  k  MNet  joigno^s 
A'B  par  une  droite. 

Le  point  C,  intei'sectioii  desdi-oÜes 
^MN  et  AB,  est  le  point   demand^. 

En  effet,  d'apr^s  1«  premier  ciis, 
Ic  minimum  pour  lee  points  A'  elBest 
A'C  +  CB;  mala  A'C  et  AC  sontdeux 
obliques  egales,  puiüqii'elles  9' ecartent 
egalement  du  pied  de  la  perpendicii- 
laire  MC,  dünc  on  pent  remplacer  A'C. 
p.ir  AC  et  le  minimum  demande  pour  -, 

Ids  points  A  et  B  sera  AC  +  CB. 

II  est  du  reste  facile  de  voir  que  pour  Loiit  autre  point  C  la  somine 
des  distances  aux  points  A  et  B  est  plus  grande ;  car  on  a  evidemment 
A'C  +  CB  >  A'C  +  CB,  et,  en  remplacant  A'C  et  A'C  par  leura 
valeurs  respectives  AC  et  AC,  ii  vient  AC  +  CB  >  AC  -f-  CB. 

91.  Ekemarque.  —  Les  triangles  OAC,  OA'C  s-ont  eyaux 
conirae  ayant  les  trois  cötes  ^gaux  ch&cun  ä  chacun  -  les  angles  1  et2 
sont  donc  ögaux ;  niais  l'angle  2  est  egal  h  l'angle  3  comme  lui  <'tant 
oppos^  ^u  sgmmet.  Les  angles  1  et  3  sont  donc  egaux  :  le  premier  de 
crs  angles  est  appek'  aiigle  dHneideiice  et  le  second  an^le  de  refterion. 

APPLICATION  IlL  —  PROBLEME 

;  '92.  ^-  Uiie'droite  MN  et  d&uxpoints  AetB  Stant  doimes,  Irourer 
*Ur  MN  m  point  C  tel  qux  la  di0rencc  AC  —  W.  soll  mn  «Imum 
(6'est-ä-dire   la   plus   grande 
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■Ily  a aussi deux cas  ä con- 
stderer  : 

!•'  ca».  Les  points  A  et  B 
sont  du  möme  cöte  de  MN. 

Le  point  C  demandt^  est 
*  rTntei'section  des  droites  AB  et 
MN,  car  la  diff^rence  des  dis- 
^nces  aitx  points.  A  et  B  es! 
AC  —  BG  ou  AB,  tandis  quf 
poiirtoutpointC  de  MNladif 
^^rence  est  AC  —  Btl',  c'cst-ä- 
dire  moindre  que  AB.  puist|uo 
dans  tout   trianglc   la  diffi''- 

rence  de  deux  cöt^s  est  moin-'  '    '■ 

dre  que  le.troisiöine  (67). 

2»  cas.  Los  points  A  et  H 
ßont  de  partetd'autre  delUN.  ^"'   ^'■^■ 

Prenons  le  point  B'  sym^trique  de  B  par  rapport  ä  MN  et  piuloa» 


1? 


1.1« NE  DROITE 


!?eons  AB'  jugqu'ä  sn  reneontre  en  C  avec  HIN.  Le  point  C  est  le  poini 
thei  che. 

Kn  effet,  d'api-^s  le  pretnier  cae,  le  martmum  pour  les  pointaA  et 
B  est  AC  —  B'C,  mais  B'C  et  BC  sont  tUux  obliques  egales,  on  peutdone 
lenipliicer  B'C  par  BC  et  te  ma.rimum  demnnil/-  sera  AC  —  IK. 


CIIAPITRE  .V 
Droites  parallöles 


93.  D£0nltlon.  —  On  appelle  paraUeles  des  droites  qui, 
situees  dans  un  mäme  plan,  ne  peuvent  se  rencontrer,  k  quelque 
distance  qu'on  les  prolonge. 


THEOREME 

94.  —  Deux  droites  perpendtculaires  ä  une  troisieme  sontparallilen. 

Les  droites  AB,  CD,  pcrpendiciilaires  ö  EF, 
sont  parall^leB;  car  si  elles  n'etaient  pas 
paralleles,  suflisaniment  prolong^es,  elles 
se  rencontreraient  en  un  point  quelconque 
<>;  mais  aloi's  de  ce  point  on  aurait  deux 
perpendiculaires  i\  la  niSnie  droitc  EF,  ce 
qui  est  iinpossible.  Donc  les  droites  AB,  CD, 
perpendiculajres  ä  la  m<*nie  droite  EF,  sont 
paralleles. 

Fiö.  S4. 
theor£:hb 

95.—  Par  un  point  silu6  hors  (Vune  drottepaxxe  uue  parallele  ä 
.    Celle  droite. 

Soit   Ic   point  A   extMeur  ä  la 
droite  BC. 

Du  point  A  j'abaisse  la  perpendi- 
culaire  \ß  surBC,  elaii  möme  point  , 

A  je  möne  AE perpendiculaiic  sur AD. 
Les  deux  droites  BC  et  AE,  etant  per- 
pendiculaires i   unc   troisieme   AD,  „„ 
sont  paralleles  (9t).                                                  fig.  oa. 

PosTULATDH  d'Edclide.  —  Ort  admel  comme  eoident  que  rfw 
poittt  A  on  ne  peut  Ttuner  qu'une  seule  parallele  ä  BC. 
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96.  Coi*oll«Ire.  —  Lorsque  deux  droHes  sont  paralleles,  touli' 
autre  droite  qui  rencontre  t'une  en 

un  point  rencontre  aussi  faulre. 

Soient  les  parallöles  AB,  CD  et 
la  droite  EF  qui  rencontre  CD  au 
point  0,  je  dis  qu'elle  rencontrera 
ausai  AB,  car  par  le  point  0  on  ne 
peut  mener  que  la  seule  parallele 
CD  k  AB. 


97.  —  Deux  droites  paralleles  d  une  troisieme  sont  paralleles  entre 
elles. 

Soient  les  droites  AB,  CD  respectivement  parallölea  k  une  troi- 
sieme MN.  Je  dis  que  les  deux 
premiöres  sont  paralleles  entre 
elles, 

En  effet,  si elles  n'etaient  pas 
paralleles ,  suffisamment  pro- 
longees,  elles  serencontreraient 
en  un  point  quelconque  0,  maia 

alors  decepointon  aurait  deux  *""^'  ^^■ 

paralleles  k  la  möme  droite  MN,  ce  qui  est  impossible  (93). 


98.  —  Lorsque  deux  droites  sont  paralleles,  taute  perpendiculaire 
d  l'une  est  amsi  perpendiculaire  ä  l'autre.    ■ 

Soient  AB,  CD  deux  droites  paralleles  et  EF  perpendiculaire  ä  AB. 

Je  dis  que  EF  est  aussi  perpen- 
diculaire a  CD. 

En  effet,  la  droite  EF  rencontrera 
CD  en  un  certain  point  F  (96).  De 
plus  eile  sera  perpendiculaire  k  CD, 
car  si  par  le  point  F  on  möne  une 
perpendiculaire  k  EF,  eile  sera  paral- 
lele ä  AB  (94),  et,  par  consi^queiit. 
colncidera  avec  CD  (95)  :  donc  CD  est 
perpendiculaire  i  EF,  et  ri^ciproque-  "^'  ""^ 

ment  EF  lest  snr  CD. 

99.  D^flnltioiis.  —  Lorsque  deux  droites  AB,  CD  sont 
eoupfes  par  une  s^canle  EF,  elles  forment.  avec  eile,  huit  angles  qui 
■ont  recu  diff^rents  Doms. 
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Les  aagles  1,  2,  1',  2',  plac^  4  I'interieur  des  droites,  sont  dits 
iniMeurs  ou  internes.  Les  angles  4.  3.  4',  3',  placi^s  ä  l'ext^rieur  des 
droites,  soDt  dits  ext4iimrs  ou 
externes. 

Les  aDgles  int^rieurs  places 
de  chaque  cbU  de  )a  s^cante, 
mais  non  adjaeents,  Bont  appel^s 
altemes-intemes  :  les  angles  i 
et  i',  i  et  'ü,  soat  alternes-in- 
ternes.  Les  angles  ext^rieurs, 
places  de  chaque  ctAh  de  la  se- 
eante,  mais  non  adjaeents,  sont 
appel^  altemes-externes  :  les  ^"^ 

angles  4  et  4',  3  et  3'  sont  (ütemet-extemes-  Enfin  les  angles  placi^ 
du  möme  cöt6  de  la  s^cante,  Tun  ä  I'iiit^rieur  et  l'autre  h  l'ext^rieur, 
niaU  non  adjacents,  sont  dits  correspondaitts :  les  aagles  1  et  3',  2  et  V, 
4  et  i',  3  et  1'  sont  correspondants. 

THi^OR&UE 

100.  —  Lorsque  deux  droites  paralUles  sont  tencoHiries  par  wnc 
skante  : 

1"  Les  angles  altemes-intemes  sont  ggaux; 

2"  Les  angles  altemes-extemes  sont  egaur; 

30  Les  angles  correspondants  sont  Sgaux; 

i"  Les  angles  internes  places  du  mAne  c6t4  de  la  sicante  sont  svppl6- 
mentaires ; 

5"  Les  angles  externes  places  du  m4me  cötS  de  la  seeanle  sont  sup' 
plimentaires. 

Les  droites  AB,  CD  sont  paralleles,  EF  est  une  secante. 

i"  Les  angles  alternes-internes  i  et  1',  2  et  2'  sont  f  gaux. 

En  efTet,  si  par  le  point  0, 
milieu  de  GH,  nous  menons 
KOI  perpendicuJaire  ä  AB  et 
par  cons^quent  Ä  CD  (98),  nous 
formerons  deux  triaiigles  rec- 
tangles  qui  ont  l'hjpott'nuse 
%ale  et  un  angle  aigu  egal,  sa- 
voir  :  OG  =  OH  par  constmc- 
tion,  les  angles  aigiis  en  0 
^gaux  corame  opposäs  par  le 
sommet;  donc  ces  deux  trian-  nc.  60. 

gles  sont  ^gaux,  et  parsuite,  I'angie  i,  oppose  au  cöt^  OK,  est  6gal 
h.  l'angle  i',  oppose  au  cöte  OL 
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On  a  de  mäme  2  =:  3',  car  ces  deux  angles  soDt  Tun  et  l'autre 
suppig mentaires  des  deux  angles  ögaux  1  et  f. 

2°  Leg  angles  alternes- extern  es,  3  et  3',  4  et  4'  sont  ^gaux. 

En  effet,  3  et  3'  6ont  <5gaux,  parce  qu'ils  sont  I'ud  et  l'autre  sup- 
pl4mentaireB  des  angles  6gaux  2  et  2' ;  les  angles  4  et  4',  4tant  Tun  et 
l'autre  suppl^mentaires  des  angles  4gaux  1  et  1',  sont  aussi  egaux. 

3°  Les  angles  correspondants  3  et  1'  sont  ^gaux. 

Les  angles  3  et  1'  sont  egaux,  parce  qu'ils  sont  Tun  et  l'autre 
^gaux  au  mäme  angle  1 .  On  prouverait  de  m^me  l'^galitä  des  autres 
angles  correspondants. 

4°  Les  angles  internes  1  et  2'  du  mäme  c6t4  de  la  s^cante  sont 
suppl^mentaires. 

Car  1  et  2  sont  suppl^mentairee  et  2  est  4gal  ä  2'. 

On  prouverait  de  niSme  que  les  angles  2  et  4'  sont  supple* 
mentaires. 

5°  Les  angles  externes  3  et  4'  plac^s  du  niSme  cAt4  de  la  seeante 
sont  suppl^mentaires. 

Car  3  et  2  sont  suppl^mentaires  et  2  est  egal  ä  4'. 

On  prouverait  de  mäme  que  les  angles  4  et  3'  sont  supplß- 
mentaires. 

TU£0R£!HE  {rieiproqui). 

101.  —  Deux  droites  coup^s  par  une  s4cante  sont  parallHe- 
lorsqu'elles  forment  avec  la  sicante  : 

i"  Des  angles  altemes-intemes  ^gaux; 

Ou,  2»  des  angles  alternes  externes  ^gaux; 

Oll,  3"  des  angles  correspondants  fgaux; 

Ou,  4°  des  angles  internes  du  mHne  cät4  de  la  seeante  supples 
mentaires  ; 

Ou,  50  des  angles  externes  du  mHne  cdti  de  la  se'cante  suppU- 
mentaires. 

Soient  les  droites  AB,  CD  coup^es  par  la  seeante  EF  aux  points  G 
et  H.  Je  dis  que  les  droites  AB, 
CD   sont    paralleles ,    si ,   pat 
exemple,  les  angles  alternes-in- 
ternes  1  et  1'  sont  egaux. 

Pour  Iß  demontrer,  nienons 
par  le  point  H  une  parallele  ä 
AB.  D'apr^s  la  proposition  di- 
recte,  celte  parallele  doit  faire 
avec  GH  un  angle  egal  k  i  et,  par 
saite,  ^gal  k  1'  :  donc  cette  pa- 
rallele colncidera  avec  HD  et  *'^'^-  ^^• 
par  cons^quent  avec  CD.  Donc  enßn  CD  est  parallele  i  AB. 
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Le  niöme  raisonneinent  pout  s'appliquer  ä  un  cas  quelconque. 

D'ailleurs,  de  l'ega]it6  dos  angles  1  et  1',  on  deduit  celie  des  angles 
2  et  4',  car  Tun  et  l'aulre  sont  les  Supplements  des  deux  an§;les  egaux 
1  et  1'.  On  dMuirait  de  mdme  I  egaiit^  des  angles  4  et  2',  etc. 

102.  —  Les  p€rpeii4iculaires  4levees  sur  deux  droites  gui  se  com- 

penl,  soitt  coHCOuraittei. 

Soient  les  droites  AB,  Cß  qiii  se 
coiipent  en  B.  Je  dis  que  les  per- 
pendiculaircB,  DE,  FG,  ä  ces  druitcs 
sont  concourantes. 

Kii  effet,  si  Ton  tire  la  droite  DF, 
on  voit  que  les  deux  angles  interieurs 
EDF,  GFD  sont  Tun  et  l'autre  inf»^- 
rieurs  ä  un  droit  :  leur  somnie  est 
donc  moindre  que  dcux  droits,  et, 
par  Suite,  les  perpendiculaires  DE,  FG  .    ^, 

sont  concourantes  (100).  "^'    " 


103.  —  Deux  angles  d  cötes  respeclivement  paralleles  sont  e'gaux 
eu  supplömentaires : 

i"  ßgaux,  si  lears  c&l4s  respeciifs  sont  diriges  dam  le  m^me  sens 
ou  en  sens  conlraire, 

20  SupplMentaires,  si  deux  cdt^s  respectifs  sont  dirig4s  daiis  m 
sens  et  les  deux  autres  en  sens  conlraire. 

1°  Soient  les  angles  i  et  3  dontles  cöt('sO.\  etO'A'.OB  et  O'ß'sont 
respectivement  paralleles  et  diriges  deux  k  deux  dans  le  möme  sens  : 
ces  angles  sont  tousdeux  ^gaux 
k  l'angle  2  (100),  donc  ils  sont 
^gaux  entre  eux. 

Les  angles  4  et  3,  dont  les 
cötes  sont  diriges  deux  k  deux 
en  sens  contraire,  sont  aussi 
egaiix  comme  etant  tous  deux 
^gaux  k  l'angle  1. 

2»  Les  angles  5  et  3  qui  ont 
leurs  cöt^s  respectivement  pa-  pj^    gg 

rallöles,  mais  deux  dans  un  sens 

et  les  deux  autres  en  sens  contraire,  sont  suppl^mentaires ;  car  lan- 
gle  1,  suppl^mentaire  de  l'angle  S,  est  4gal  k  l'angle  3.  Les  angles  3 
et  6  sont  ögalement  supplömentaires. 


THEOREME 

104.  —  Deux  angles  ä  cöth  respectivement  perpevdiculaires  sont 
eijaur  ou  supplementatres : 

i«  ßijaux,  s'ils  sotit  l'un  et  l'autre  ntgvs  ou  obtu», 

2"  Supplmeiitaires,  si  Fun  est  aigu  et  l'autre  oblus. 

i"  Soient  i  et  4  deux  angles  aigus,  dont  les  cötes  sont  perpendi- 
culaires  chacun  ä  chacun.  Je  dis  que  ces  deiis  angles  sont  ^gaux. 

En  efCet,  si  je  möne,  au 
point  B,  les  droites  BH,  BK  res- 
pectivement peppendiculaires 
8ur  les  cötes  BA,  BC,  ces  droites 
seront  paralleles  aux  cöt^s  de 
I'angle  4  et  comme  elles  sont  diri- 
g^es  dans  le  ni^me  sens,  I'angle 
3  sera  egal  k  i'angle  4.  Mais  les 
angles  1  et  3  sont  ^gaux  comme 
etant  Tun  et  l'autre  complfmen- 
taires  du  nißme  angle  2  :  donc  ^^^   (^ 

fes  angles  i  et  4  sont  %aux. 

2°  L'angle  5  est  supplementaire  de  J'angle  4,  donc  il  est  aussi 
Euppl^menüire  de  I'angle  1. 


CHÄPITRE   VI 

Des  polygones.  -  Sonune  des  angles  d'un  tiiangle 
et  d'un  polygone. 


DliS  POLYGONES. 


Dißnitions. 

105.  —  On  appellepo^oiie  une 
figure  plane  termin^e  de  toutes  parts 
par  des  droites. 

Les  droites  AB,  BC,  CD...,  sont 
ies  cöttfs  du  polygone ;  leur  ensemble 
en  constitue  le  contour  ou  pH'imetre. 

Les  points  A,  B,  C...,  oü  se  ren- 
coDtrent  les  cöt^s,  sont  les  sommeta 
du  polygone. 


f 
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106.  —  On  nomme  diagonale  une  droite,  teile  que  AC,  qui  Joint 
deux  sommets  non  cons^cutifs. 

107.  —  Un  polygone  estcßnoea«,  quand  Tun  quelconque  de  ses 
cftt^B,  prolong^  ind^liniment,  le  luiBse  tout  enlier  du  möme  c6te.  Dans 
le  cas  contraire  le  polygone  eet  dit  concate.  Ainsi,  la  ligure  66  repre- 
sente  un  polygone  con- 
vexe,  car  un  cöte  quel- 
conque   AB    prolong^ 
laissebien,  en  elTet,  tout 
le  polygone  du  mäme 
cöt^.  Au  contraire,  la 
figure  67  est  un  poly- 
gone  concave ,  car  si 
Ton  prolonge  lecötf  Alt, 
une  Partie  de  la  figure 

«  trouve  d'un  c6t' ,1.  '""'.I»-  ™- «'• 

AB  et  Tautre  partie  de  l'autre  cöt^. 

Le  triangle  est  le  plus  simple  des  polygones  convexes. 

-    .  On  appelle  quadrilath^e,  pentngone,  kexagoiie,  Heptagone,  octogon«, 

f-'.  ddcagotte,  duotÜcagone,  etc.,  des  polygones  de  4,  5,  6,   7,  8,  10, 

['.  12,  etc.,  cöt<5s. 


I  IL  — SOMME  DES  ANGLES  D'UN  TRIANGLE  ET  D'UN  POLYGONB 


108.  —  Latomine  des  trois  angles  d'uii  triangle  vaut  deux  ang!et 
droits. 

Soit  le  triangle  ABC.  Tro^ 
longeons  BC  et  menons  la 
parallele  CE  k  AB.  Les  angles 
!  et  1'  sont  ^gaux  comine  cor- 
respondants,  les  angles  2  et  2' 
le  sont  aussi  comme  alternes- 
internes.  Les  trois  angles  du 
triangle  sont  donc  ^gaux  aux 
trois  angles  1',  ^  et  3;  or,  la 

somme  de  ces  trois  angles  vaut  *'"^-  °°' 

deux  droits,  donc  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  vaut  aussi 
deux  droits. 

109.  Corollaire  I.  —  Un  triangle  ne  peut  avoir  qu'un  seut 
angle  droit,  et  ä  plus  forte  raison  qu'un  seul  angle  obtus. 
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1 10.  Corollali'e  II.  —  ün  angle  d'un  trtangk  est  le  mppii- 
ment  de  la  somme  des  dmx  autres. 

111.  Corollalrelll.  —  Les  deux  aitgles  aigus  d'un  Iriangle 
rectmigte  sotit  camplementaires. 

112.  Ck>i>oIlati-e  IV.  —  Lorsque  deux  triangles  ontdeax 
anglet  igaux  chacun  ä  chacun,  le  troisieme  angle  de  t'un  est  Sgal  au 
troisieme  angle  de  l'autre. 

113.  Corollalre  V.  —  L'angle  ACD,  ext4rieur  au  Iriangle, 
formdpar  le  cdt4  AC  et  le  prolongemeni  de  BC,  est  igal  ä  la  somme  des 

'  angles  intSrieurs  A  et  B,  ^mi  ne  tui  sont  pas  adjacents  (fig.  68). 

TH^ORfiHE 

1 14.  —  La  somme  des  angles  Interieurs  d'un  polygone  com-exe 
vaut  autaiit  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  ade  cdtes  moins  deux. 

Soit  le  poIygone  convexe  ABCDEF. 

Si  nous  joignons  par  des  diagonales  le  sommet  A  aux  sommets 
non  adjacents,  i!  est  Evident  que  nous  decomposerons  le  polygone  en 
autantde  triangles  qu'il  a  de  cOtos 
moins  deux,  car  dans  chaqiie 
triangle,  ACD,  il  eütre  seulement 
un  cflt4  du  poIygone  CD,  excepte 
poup  les  deux  triangles  ext^rieurs 
ABC,  AFE,  qui  en  contiennent 
chacun  deux.  Or,  la  somme  des  an- 
gles des  triangles  est  ^videmment 
^gale  ä  la  somme  des  angles  du 
poIygone,  celte  derniöre  somme  ™, 

est  donc  egale  4  autant  de  fois 

deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  triangles  ou  k  autant  de  fois  deux 
droits  qu'il  y  a  de  cöt^a  moins  deux. 

115.  ciopollttlre  I.  —  La  somme  des  angles  Interieurs  d'ui 
pölygone  eonvexe  de  n  cHes  eU  (2n-4)  droits. 

En  effet,  un  poIygone  eonvexe  de  n 
cötäs  se  d&ompose  en  n-2  triangles,  et, 
par  suite,  la  somme  de  tous  ses  angles 
droits  est  ^gale  i  2  fn-2)=(2ft-4)droitB. 

Si  I'on  Joint  un  point  Interieur  0  i  tous 
les  sommets  du  poIygone,  on  arrive  encore 
trds  facilement  ä  la  möme  formale;  car  le 
poIygone  se  trouve  ainsi  decomposö  en  au- 
tant de  triangles  qu'il  ade  cötes;  or,chaque  j,q_  .^^ 
triangle  vaut  deuxdroits;  par  suite,  si  leur 
nombre  est  »  ils  vaudront  2  »^';  mais  pour  avoir  la  somme  des 
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ongles  du  polygone,  i!  faut  retrancher  In  somme  des  angles  en  O  *ym 

ou  i  droits.  La  soniinc  des  angles  du  polyguiic  scra  donc  encore  :  |k^ 

i  n''  —  ■4'"  ou  f2»-4)  droits.  t^ 

116.  Copollaire  11. — La  somme  des  angles  iiiterieursd'iin  "Wj] 
quadrilatere  taut  quatre  droits.  *^\^ 

THEOREME  flgf' 

117.  —  La  somme  des  attgtes  erterieurs  formis  eii  prolongea»l  W*" 
daiis  le  m^me  sens  les  cöte's  d'an  polygone  coiire.re  taut  quatre  droits,  >*n/i 

Soit.lc  polygone  ABGDE.  "TH 

Prenonsunsommetquelconqiie  k-'Ä 

A.  La  somme  des  angles  interieiir  iV? 

et  exterieur,  1   et  3,  vaut   dem  ^Oil 

droits.  Si  donc nous  d^signons par  1}J*\ 

n  le  nombre  des  cötes  du  polygone,  Y^  .' 

la  somme  de  tous  ses  angles  intr-  I   '  1 1 
rieurs  et  de  loug  ses  angles  exte-  I 

rieurs  vaudra  2  n  droits ;  mais 
comme  celle  des  angles  Interieurs 
est  2  n  droits  moins  quatre  droits, 
Celle  des  angles  ext^rieurs  vaudra  quäl 
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Definition 

1 18.  -  -  Le  qmdrtlafere  est  un  poly 

Ondistinguepar- 
ticuliärement    ciiiq 

quadrilalöres  ; 

1"  Le  paraltelii- 
gramme,  qui  a  ses 
cöt^s  paralleles 
deuxädeux<^9'.72);  ^"'-  ■^• 

2°  Le  rectaagle,  qui  a  ses  quatre  an 


QUAtlRILATtBE 

3»  Le  carre,  qui  a  ses  cötes  ögaus  et  ses  anglcs  droits  (fig.  H) ; 


FIG.  7i.       FIG.  75.  F'G.-  76. 

4»  Le  losange,  qui  a  ses  quatre  cöt^s  egaux  et  ses  angles  quel- 
conques  (ßg.  7ä) ; 

S"  Le  trapeze,  qui  a  deux  oötes  paralleles  (ßg.  76).  Les  cötes 
paralleles  AB,  CD  sont  les  bases  du  trapeze,  leur  distanee  EF  en  est  la 
kauteur. 

THEOREME 

119.  —  Dans  un  parallelogramtm  :  i"  Les  angles  opposes  sont 
egaux ;  2»  Les  cötes  opposes  sont  egaux. 

Soit  le  Parallelogramme  ABCD. 

i"  Les  angles  opposes  A  et  C  sont  egaux,  car  ils  ont  leurs  cötes 
paralleles  et  dlrig^s  en  sens-contraire.  II  en  est  de  möme  des 
angles  B  etD. 

2»  Les  cötes  AB  et  DG  sont  egaux.  En  effet,  menons  la  diago- 
nale AC.  Les  deux  triangles  ABC.  ACD  ont  un  cät6  ögal  adjacentA 
deux  angles  ^gaux  chacun  4 
chacun,  savoir  :  AC  commun,  les 
angles  1  et  t'  ^gaux  comme  aller- 
nes-internes  par  rapport  aux  pa- 
ralleles AB.  CDetäla  s^canteAC; 
les  angles  2  et  S'  ^gaux  aussi  pour 
la  ragme  raison  :  donc  ces  deux 
triangles  sont  6gaux;  par  suite, 

AB  =  DCetAD  =  BC.  ^^^^ 

120.  Corollalre  1.  —  Les  Segments,  AD,  BC  de  deux  paral' 
liles  compris  entre  deux  autres  paralleles  AB,  DCsont  ^gaux  (fig.  77). 

121.  Corollalre  II.  —  Deux  paralleles  AB,  CD  svU  par- 
tout ^galement  distantes. 

Car,  si  de  deux  points  quel- 
conques  E  et  F  de  la  droite  CD, 
on  ^leve  deux  perpendiculaires 
EG.  FH  k  la  droite  AB,  ces  per 
pendiculaires  mesureront  les 
distances  des  points  E  et  F  ä 
la  droite  AB    (74)    et   seront  *^«-  ''^■ 

egales  comme  paralleles  comprises  entre  paralleles. 
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122.  Corollalre  III.  —  ün  parail^logrtmme  ett  ««  r«c- 
ngle,  si  l'un  de  ses  mglee  est  droit. 


(rteiproque). 

123.  —  Uli  gmdrüatire  est  «n  pwralUlogramme  :  1"  Si  ses  aagtes 
appos4s  iont  ^gaux;  2°  Si  ses  cutis  opposis  sonl  e'gaux. 

Soit  le  quadrilatöre  ABCD. 

1»  Puisque,  par  hypolhöse,  les  aiigles  oppoecs  A  et  C  eont  4gaux, 
on  peut  repr^aenter  leur  somme  par  2  A.  De  mÄme,  on  peut  reprö- 
eenter  par  2  B  lasomme  des  angles 
B  et  D.  Mais  la  somme  des  anglys 
du  quadrilat^revautquatre  droits : 
on  a  donc  2  A  +  2  B  =  4  droits, 
d'oü  A  -f-  B  =  2  droits. 

Les  angles  A  et  B  ^tant  sup- 
pig mentai  res  par  rapport  aux 
droites  AD,  BC  et  k  la  Spante  AB, 
i!  en  rÖBulte  que  AD  est  parallWe  *"'*'■  '^■ 

i  BC.  On  prouverait  de  möme  le  parall^lUme  des  cöt^s  AB  et  DC.  Le 
quadrilatSre  ABCD  est  donc  un  parallel ogramme  (118,  1"). 

2"  Les  cöt^s  AB  et  DC  sont  ^gaux,  par  hypothöse,  de  mSme  quc 
les  cötes  AD  et  BC.  II  faut  prouver  que  la  Qgure  est  un  parallelo- 
gramme. 

Pour  cela,  menons  la  diago- 
nale AC.  Les  triangles  ABC,  AGD 
sont  egaux,  parce  qu'ils  ont  les 
troiscöt^s^gauxchacun  ächacun, 
savoir :  AC  commun,  AB  =  DC  et 
AD  =:  BC  par  hypothöse,  done  les 
angles  1  et  l'  sont  %aux,  mais  ces  o^. 

angles  sont  alternes-internes  par 

rapport  aux  droites  AB,  DC  et  k  la  E(5cante  AC,  donc  AB  est  paral- 
l«e  ä  DC.  Par  suite  de  l'^galit^  des  angles  2  et  2',  on  d^duit  de  möme 
le  parallelisme  des  droites  AD,  BC  :  la  figure  est  donc  un  Parallelo- 
gramme. 

1S4.  Corollafre  I.  —  Uii  losange  est  un  paralUlogramme, 

car  ses  cöt^s  sont  ^gaux. 

135.  Corollaii^  II.  —  Le  rectaiigle  et  le  carre  sont  des 
paralUlogrammes,  car  dans  ces  quadrilatöres  les  angles  oppos^s  sont 
^gaux  comme  droits. 

126.  Coiv>llalre  III.  —  Deux  paralUlogrammes  sont  ggaux 
Utrsqu'ils  ont  un  angle  igal  compris  entre  deux  cötis  äganx  chacuH  ä 
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ehacun,  car  ils  ont  d^s  lors  leurs  anales  et  leurs  cöt^s  ie&nx  chacun  jt 
chacun,  et  sont,  par  suite,  superpose 

127.  Corollalre  TV,  — 
adjacentt  igaux  chacun  ä  chacun  lonl 

TKEOR 

128.  —  Lorsque  dam  un  quad\ 
pwrailelea,  la  figure  est  w«  partdUlogr 

Soit  le  quadrilatöre  ABCD,  dai 
ägaux  et  paralleles. 

Je  dis  que  la  Qgure  est  un  parall^ 

En  efTet,  menons  la  diagonale 
AC.  LesdeuxtrianglesABCetAGD 
ont  un  angle  ^gal  compris  entre 
cfttes  ^gaux  chacun  h.  chacun,  sa- 
voir  :  les  angles  1   et  1'  egaux 
eomme  alternes-internes  par  rap- 
port  aux  paralleles  AB,  DG  et  h  la 
s^cante  AC,  le  c6te  AB  4gale  le 
c6t4  DC,  par   hypothöse,  et  AC 
est  commun,  donc  ces  deux  triangte! 
au  c6t4  AB  est  ^gal  ä  l'angle  2  oppo 
sont  alternes-lnterneB  parrapport  a 
AG  :  le  cflt^  AD  est  donc  parallMe  a 
ses  cöt^B  oppos^E  paralleles  est  un  \ 

THäOR 

1S9-  —  Les  diagonales  d'unpar 
tement  en  deuxparttes  Egales. 

Soit  le  Parallelogramms  ABCD 
dont  les  diagonales  AC,  BD  se 
coupent  au  point  0.  II  faut  dömon- 
trer  que  OA  =  OC  et  OB  =  OD. 

En  elTet,  les  deux  triangles 
AGB,  DOC  ont  le  cöt^  AB  =  DC. 
les  angles  l  et  i'  egaux  comme 
alternes-internes,  les  angles  2  et  2' 
4gaux  aussi  pour  la  möme  raison : 
donc  ces  deux  triangles  sont  ii 
OB  =  OD. 

THäORfiHE 

130.  —  Lorsque  les  diagonales 
parties  igales,  la  figure  est  u»  parali 

Soit  le  quadrilatöre  ABCD,  dans 
dis  que  ce  quadrilatöre  est  un  parali 
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En  effet,  lea  deui  Iriangles  AOB,  DOC  ont  un  angle  egal  compri» 

entre  deux  c6t4s  egaux  chacun  k  chacua,  savoir :  lesangles  en  0  cgaux 

comme  oppost5s  par  le  sommet  et 

les  cötes  OA,  OB  du  premier  egaux 

par  hypothöse,  aus  cöt^s  0(    OD 

d  LI  second :  doncces  deuxtriangles 

sollt  egaux  ;  par  suite    \B  =  DL 

et  i'angle  1  est  egal  &  1  angle  1 
;  Mais,  ces  angles  etant  allernes 

internes  par  rapport  aux  droites 
,  AB,  DC  et  k  la  s^cante  AG    il  en  ^'^ 

r^sulte  que  AB  et  DC  sont  paralleles.  Le  quadiilatöre  \BCD  ayant 

deux  cöt^s,  AB,  CD,  ^gaux  et  pa- 
ralleles, est  un  Parallelogramme, 

131.  Corollalre.  —  Le 

point  0  est  le  centre  de  ßgure  du 

Parallelogramme    ABCD.   c'est-ä- 

dire  que  le  pointO  divise  en  deux 

parties   f^gales   toute    droite   MN 

qui,  paasant  par  cc  point,  ae  ter- 

minedepart  et  d'autre  aux  cöt^s  ^^'*' 

du  Parallelogramme;  car  lea  triangles  OAM,  OCNontles  cötes  OAet 

OC  egaux,  les  angles  en  0  ägaux  comme  oppos^s  par  le  sommet  et 

les  angles  1  et  2  dgaux  comme  alternea-iotcrnes.  Ces  deux  triangles 

sont  donc  egau*  comme  ayant  un  cöte  egal  adjacent  ä  deux  anglea 

egaux  chacun  ä  chacun  :  d'oü  GM  =  ON. 

th£or&ME 

133.  —  Les  diagonales  d'un  rec- 
tangle  sont  Egales. 

Seit  le  rectangle  ABCD.  Les  diago- 
nales AC,  BD  sont  egales. 

En  effet,  les  deux  triangles  ADC,  « 

BCD   ayant   chacun    un   angle  droit 

compris  entre  cötes  egaux  chacun  Ächacun  (DC  commun,  AD  =  BC> 
sont  egaux  et  les  hypotenuses  AC,  BD  sont  egales. 

THEOREME   (reeiprogue). 

133-  —  Un  Parallelogramme  est 

un  rectangle,  st  ses  diagonales  sont 
egales. 

Soit  le  Parallelogramme  ABCD, 
dans  lequel  les  diagonales  AC ,  DB 
flont  egales.  Je  dis  qu'il  est  rectangle.  ^^'^' 

En  efTet,  les  deux  triangles  ADC,  BCD  ont  les  trois  cötes  egaux 
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chacun  ä  chacun  et.  par  suUe,  sont  ^gaux.  D'oii  r^sulte  regalit<5  des 
an-'les  \DC  BGD.  Or,  ä  cause  des  paralleles  AD,  BC,  ces  angles  sont 
suppl^mentaires :  donc  ils  sont  droits  I'ud  et  l'autre,  et  la  ligure  est 
un  rectangle.  _    ^^„  , 

134.  Corollnii-e.  —  Lemilieu  I  "  '^"' 
de  V Hypotenuse  d'un  triangle  rectangle  ■  -.■^  /;'_' 
est  ä  egale  distaiice  des  Irois  sommels  ■  r[y' 
du  triangle.  %::■■■>'•■. 

Cela  est  Evident,  car,  le   triangle  ,  .■>' i '.-■■■. 

rectangle  ^tant  la  moitie  du  rectangle  *^'"-  "  '  ^^ "   ?",  ■■.- ' 

ABDG,  le  point  0  est  le  milieu  de  AD  et  de  BG.  .     ^      .  -^.c  y-^-  ,  ■>. 

THEIORfiME 

135.  —  Les  diagonales  d'un  losange  sont  reciangutaires. 

Soil  le  losange  ABCD.  Je  dis  que  les  diagonales  AG,  BD  sont  rec- 
tangulaires.  ,     .  ,. 

..     En  effet,  les  points  ß  et  D  sont  öquidistants  des  poiiits  A  et  L  : 
donc  la  droite  BDqui  les  Joint  est  perpendiculairc 
Bur  le  mitieu  de  AC. 

THEOREME  {r^iprogiui) 

136.  _  Uv  Parallelogramme  est  un  losange, 
si  ses  diagonales  sont  reclaitgulaires. 

Soit  (flg,  88)  le  Parallelogramme  ABCD. 
Puisqne,  par  hypothese,  BD  est  perpendicu- 
lairc sur  le  milieu  de  AC,  il  arrive  qiie 
AB  =  BG  =  AD  =  DG  :  donc  les  quatre  cötds  j..^.   yg 

sont  ^gaux  et  la  figure  est  «n  losange. 

137.  Corollalre.  —  Les  diagonales  d'un  carre  sont  egales  et 
rectangulaires,  car  un  carr^  est  ä  la  fois  m\  rectangle  et  un  losange. 

APPLIGATION  I.  -  THßOREME 

138.  —  /-«  droile  qui  Joint  les  mi- 
tieux  de  deux  cöUs  d'un  triangle  est 
parallele  au  Iroisieme  et  en  vaut  la 
moilie. 

Soit  ED  une  droite  qui  Joint  les 
milieux  des  cötes  AC,  BC  du  triangle 
AGB:  on  aura  ED  parallele  ä  AB  et 
egale  ä  la  moitiö.  ""'  ^^* 

l'our  le  dömontrer,  je  mene  par  le  point  B,  BK  parallele  ä  AC  et  je 
prolonge  ED  jusqu'en  K.  Les  deux  triangles  DCE,  BDK  sont  egaux 
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comme  ayan  t  un  cötö  6gal  (CD =BD)a4jaceßt  fcdeux  angles  ögaux,  les 
Kngles  en  D  comme  opposäs  par  le  sommet  et  les  deux  autres  angles 
coinine  attemes-internee;  il  en  r^sulte  l'egalitö:  BK  =  CE  =  AE, 

Le  quadrilal^re  ABKE  ayaDt  deux  cAtes  oppos^s,  AE,  BK,  ^gaux  et 
parallMes,  est  un  Parallelogramme;  parsuite,  les  cöt^s  oppos^s  AB, 
EKsonlegauxet  paralleles.  Or,ED=  DK ä  cause  de  l'egalitä  destri- 
anglesCI>E,BDK.DoDcAfi=^DE.AiDsi,DEe8tparallMe&ABet4gale 
ä  sa  moitiä. 

APPLICATION  11.  —  THEOREME 

139.  —  Lex  hautear»  d'vn  triangle  sont  concourantes. 
■  Soient  le  triangle  ABC  et  ses  troia  hauteurs  AG,  BH,  CI. 

Par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  donn^,  je  m^ue  des  paralleles 
aux  cAt^s  oppos^s,  j'obtiens  ainsi  un  second  triangle  DEF.  Or, 
puisque  les  paralleles  comprises  entre  paralleles  sont  Egales,  J'ai 
AF  =  CB  =  AE,  donc  le  point  A  est  le  milieu  de  EF. 

Un  raisonnement  analogue  prouve  que  les  sommets  B  et  C  da 
triangle  ABC  se  trouvent  aussi  sur  les 
milieux  des  c6täs  DF,  DE  du  triangle 
DBF.  D'ailleurs,  si  AG,  BH,  CI  sont 
perpendicutaires  aux  cAt4s  BC,  AC,  AB, 
ils  sont  aussi  perpendiculaires  ä  leurs 
paralleles  EF,  DF,  DE.  Donc  les  hau- 
teurs  du  premier  triangle  ABC  peuvent 
£tre  consid^rees  comme  des  perpendi- 
culaires eiev^es  sur  l^s  milieux  des 
ctAia  du  second,  et  sont  par  cela  mäme 
concourantes  (78).  fig.  00. 

Remarque.  —  II  r^suJte  de  ce  qui  pr^cede  que  si  par  leg 
sommets  d'un  triangle  ABC  on  mäne  des  paralleles  aux  cötes,  le 
triangle  DEF  ainsi  formö  est  quadruple  du  premier;  car  les  triangles 
ABC,  ABF  sont  ^gaux  comme  ayant  les  trois  cöt^s  ^gaiix  chacun  k 
chacun.  Pour  la  möme  raison,  les  triangles  AEC,  ßCD  sont  aussi 
^gaux  au  triangle  ABC  :  donc  DEF  est  quadruple  de  ABC. 

APPLICATION  III.  —  THßOBEME 

140.  —  Les  medianes  d'un  triangle 
sont  concourantes,  et  le  point  de  eoncours 
est  au  tiers  de  chacune  d'elles  ä  partir  du 

CdtP. 

Soitle  triangle  ABC.  Conslderons  les 
deux  medianes  BF,  GE  qui  se  coupent 
en  un  point  0.  Prenons  les  milieux  H  et 
G  des  portions  de  medianes  BO,  CO,  et 
.  traeons  EF,  HG,  Ges  droites  sont  l'une  .  ^^'^' 

et  l'autre  paralleles  k  BC  et  valent  la  moitiÄ  de  BC  (138).  Donc  EF, 


AppLioATiom  *7 

HG  sont  Egales  et  paralleles,  et  la  ligure  EFGH  est  aa  parall^lo- 
gramme ;  par  suite,  OH  =  OP  =  HB,  puisque  le  point  H  est  le  milieu 
de  BO :  doDC  OF  est  le  tiers  de  BP.  On  d^montrerait  de  mäme  que  BF 
et  AD  se  coupent  en  un  point  0'  situe  au  tiera  de  BF  :  donc  ce  poiat 
0'  n'eet  autre  que  le  point  0.  Les  trois  medianes  concourent  donc  bien 
au  mäme  poiDt  situi  au  tiers  de  chacune  d'ellea  k  partir  du  cbü. 

APPLICATION  IV.  —  THiäOREHE 

141.  —  Si  Ton  Joint  par  une  droite  les  milieux  des  cöte's  mn 
paralleles  d'un  trapize 

i»  Celle  droile  est  parallele  aux  bases  el  passe  par  les  müieux  des 
diagonales; 

2«  Celle  m^ne  droite  vaut  la  demi-somme  des  bases,  et  sa  portiou 
cot^trise  enlre  les  diagowües  en  mut  la  demi-diffäretice. 

Seit  le  lrap6ze  ABCD,  dont 
les  diagonales  sont  AC,  BD. 

1°  Par  le  point  E,  milieu  de 
AD,  menoDs  EF  parallele  aux 
bases :  eile  passera  par  le  milieu 
G  de  AC,  puis  par  le  milieu  H 
de  BD  et  enfln  par  le  milieu  F  de 
BC;  car  nous  appliquons  dans 

les  triangles  ACD,  ABD  et  BCl)  i~-a.  91  bis. 

ce  qui  a  ^t6  dit  au  n»  138.  11  en 

r^ulte  que  la  parallele  EF  aux  bases  du  trap^ze  n'est  autre  que  la 
droite  qui  Joint  les  milieux  des  cAt^s  non  paralläles. 

i'  H'aprie  la  niäme  demonstration,  on  a  : 


EG  =  HF: 


DC   .  ^„       ^„      AB 
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CHAPITRE  VIII 

Figures  symötriques  par  rapport  ä  un  point 

ou  ä  une  droite. 
Deux  figures  planes  sym6triques  sont  ägales. 


Definitioits. 

142.  —  Deux  points  A,  A' 
sont  symetrigues  par  rapport  k  un 
point  0,  appele  centre,  lorsque  ce 
pointestlemiüeude  ladroite  AA'.  ptg.  ■"'^■ 

143.  —  Deux  points  A,  A'  sont 
symötriques  par  rapport  ä  une  droite 
XY,  appelee  axe,  lorsque  cette  droite 
est  pcrpendicuiaire  sur  le  milieu  de 

AA'. 

144.  —  Deux  figures  F,  F  sont 
symetriques  par  rapport  k  un  point 
ou  k  un  axe  lorsque  les  points  de  ces 
deux  figures  sont  deux  ä  deux  syme- 
triques par  rapport  ä  ce  point  ou  ä  eet  fjg.  P3. 
axe  {fig.  96  et  98). . 

THEOREME 

145.  —  1"  La  figure  symetrtque  d'une  droite  AB,  par  rapport 
ä  un  point  0,  est  une  autre  droite  AB'  egale,  parallele  et  de  sciis  con- 

,  traire  {ßg.  94). 

2"  La  figure  syme'trique  d'un  angle  ABC,  par  rapport  ä  un  point  0 
dti  plan  de  cet  angle,  est  un  autre  angle  egal  A'B'C  ayant  les  cöt^i 
respectivemeat  paralleles  et  de  sens  contraires  aux  cOles  de  l'angle  ABC 
(fig.  95). 

,  3"  La  ßgare  symtrtqm  d'un  polygone 
ABCUE,  par  rapport  ä  un  point  0  du  plan  de 
ce  polygone ,  est  un  autre  polygone  ^gul 
A'B'C'D'E'  ifig.  96). 

1"  On  a,  par  d^flnition,  OA  =  OA' 
et  OB  —  OB;  de  plus,  les  anglesen  0,  1  eH', 
sont  egaux  :  donc  les  triangles  OAB  et  OA'B' 
Bont  egaux.  II  en  resulte  l'^galite  des  cötrs 
AB,  AB'  et  Celle  des   angles  A,A';  mais ,  (.. 

comme  ces  angles  sont  alternes-internes  par 

rapport  aux  droites  AB,  A'B'  et  ä  la  secante  AOA',  les  droites  AB, 
AB'  sont  paralleles  et  de  sens  contraires 


FIGURKS  eVMÄTBIQUES  ^ 

2«  D'aprös  ce  qiii  vient  d'ötre  d^montr^  (1»)  les  cötes  BA  et  B'A' 
sont  paralleles  et  de  sens  contraires ;  de  möme 
pour  les  cöt^s  BC  et  B'C  :  les  angles  ABC  et 
A'B'C  ayant  leurs  cötes  paralleles  deux  k 
deui  et  de  sens  contraires,  sont  ^gaux. 

3"  Les  polygones  ABGDE  et  A'B'C'D'E 
ont  leurs  angles  et  leurs  cötes  ^gaux  deux  ä 
deux  (10  et  2");  de  plus,  la  disposition  des 
eUments  4ga]ix  est  ta  m^me  dans  les  deux 
polygonea;  car  si  un  observateur,  ayant  lea 
pieds  en  A,  regardait  le  sommet  B,  il  verrait 
successivement  sur  sa  droite  les  cöt^s 
AE,  ED,  etc.;  si  l'observateur  se  plagait 
ensuite  en  A'  et  regardait  B',  11  verrait  de 
möme  successivement  sur  sa  droite  les  cötös  g- 

A'E'.E'D',  etc.  Si  donc  od  transporte  le  poly- 
gone  A'B'C'D'E'  sur  le  polygone  ABCDE 
de  maniöre  que  A'B'  coTncide  avec  son 
4gal  AB,  les  deux  polygones  coVncide- 
ront  ^galement :  donc  ils  sont  ^gaux. 

146.  Centre  de  aym^tr-Ie 
d*une  flgure.  —  Si  ^  tout  point  M 
d'une  figure  correspond  ud  point  M', 
sym^trique  de  M,  par  rapport  ä  un 
möme  point  0  du  plan  de  la  flgure,  on 
dit  que  le  point  0  est  centre  de  symitrie, 
ou  simplement  centre  de  la  flgure. 

Nous  avons  vu(131)qu'il  existe  un 
centre  de  figure  dans  tout  Parallelo- 
gramme. 

th^orSihe 

l^T.  —  l"  La  figure  symötrigue  d'une 
droite  AB  (ßg.  96)  par  rapport  d  un  axe  XY,  est  une  aulre  droite  egale 
A'B'  faimnt  avec  XY  un  angle  igal  ä  cetui  ijue  Aß  fait  avec  la  rnfme 
droite  XY. 

2»  La  ßgure  symetrique  d'une  ßgure  plane  ¥  par  rapport  d  un  an 
XY,  da  plan  de  celte  ßgure,  est  une  autre  figure  F'  ifgale  ä  la  figur 
F  (ßg.  98). 

i°  Si  l'on  prend  les  poinfs  sym^triques  A',  B'  de  A  et  B  ji^: 
rapport  ä  Taxe  XY,  on  a  : 

Aß  =  A'a  et  Bö  =  B'ft,  ''-', 

d'oü  il  8uit  que  si  Ton  fait  tourner  la  partie  sup^rieure  du  plan, 
autour  de  Taxe  XY,  pour  la  rabatlre  sur  la  partie  inf^ieure,  le  poinl 

<iiotif.iv.\ti.     -'■'■■  1       ■ 
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A 


A  viendra  en  A'  eL  le  point  B  eo  B',  d^s  lors  les  droites  AB  et  A'B' 
colncideront  et  seront  egales. 

D'autre  part,  la  droile  AB  et  sa  sy- 
metrique  AB'  prolongeeavontrencoD- 
trer  Taxe  XY  en  deux  points  0  et  0' 
qui  se  confondent  en  un  seul,  car  les 
trianglesrectanglesOAa  et  O'A'aso'nt 
egaux  comme  ayant  un  cöle  de  i'angle 
droit  ägal  Aa  ^  A'a   adjacent   k  un 
angle  aigu  aAO  ^  a\'0'.  Les  Iriangles 
rectangles  etant  egaux,  aO,  co'mcide 
avec  aO'  et,  de   plus,  les  angles  1    et   1'  sont  egauK.  2"  Soient 
les  deux  figures   sym^triques  F  et     ¥'.     D'apr^s   ce   qui    vient 
d'iitre  d^montre  (1"),  ces  figures  ont  leurs  cöt^s  ögauschacun  ächacun ; 
de  plus,  elles  ont  leurs  angles  respectivement   egaux,  car  l'une  et 
l'iiutre  de  ces  figures  sont  decomposables  en  un  möme   nombre  de 
triangles  egaux  chacun  k  chacun,  puis- 
que  les  cöte  de  Tun  sont  les  symctri- 
qiies  des  cötes  de  l'antre ;  mais  la  dtspo- 
sitioH  des  ilemettts  egaiiv  est  iHffereiite 
dans  les  dcus  ßgures ;  car  l'obscrvateur 
qui  aurait  les  pieds  en  A,  regardant  le 
sominet  B,  verrait  successivemcnt  sur 
sa  dioite  les  cötes  AE,  ED,  etc.;  si,  au 
contraire,  i!  avait  les  pieds  en  A',  regar- 
dant le  somraet  B',  il  verrait  successive- 
nient,  sur  sa  gauche,   les  c6t4s   A'E', 
ED',  etc.  Gette  fois  la  coincidence  des 
deux  polygones  ne  peut  plus  avoir  lieu 
par  la  simple  transposition  de  Tun  sur  ^j^   gg_ 

l'autrp,  ii  faut  le  retouniement  de  Tun 

des  deux,  ce  que  l'on  obtient,  d'ailleurs,  en  faisant  tourner  i'un 
autour  de  Taxe  XY  jusqu'iV  ce  qu'il  vienne  se  confondre  avec  l'aulre. 
Donc,  dans  tous  les  cas,  deitx  ßgures  planes  symelrigues  tont  egales- 

148.  Axe  de  aymStrle  d*une    flgure  .  —  Si  ä  loul 


VIO.  00  FFG.    100.  FIfi.   101.  FKi.   102. 

point  Md'unefigure  plane  correspond  sur  cette  figure  un  point  M' 
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sym^rique  du  point  M  par  rapport  k  une  möme  droite  XY  du  plan 
de  la  figure,  on  dit  que  cette  droite  est  un  axe  de  sym^trie,  ou  sim- 
plenient  are,  de  la  figure. 

II  est  facile  de  voir  que  la  hauteur  AD  d'un  triangle  isocöle  est  un 
axe  du  triangie  (ßg.  99).  On  voit  aussi  sans  difßcult^  que  le  triangle 
4quilateral  a  trois  axes  (fig.  100),  que  le  rectangle  eii  a  deux  (ßg.  iOl ) 
et  que  le  carrÖ  en  a  quatre  (ßg.  102). 


CHAPITRE  IX 

Translation  d'une  figure  plane  de  forme  inva- 
riable. —  Composition  de  plusieurs  translations. 


I  I.  —  TRANSLATION  DUNE  FIGURE  PLANE  DE  FORME 
INVARUBLE 

ße/initions. 

149.  —  Si  deux  paralleles  AA',  BB'  sont  coupees  par  une  secante 
EF,  on  dit  que  les  portions  de  droite  EA',  FB'  (ßg.  103)  sont  de  m^me 
tens  lorsqu'elles  sont  loutes  deux  du 
m€me  cötö  de  la  sc'cante  EF;  et  de 
sens  contraire,  si  elles  sont  de  pari  et 
d'autre  de  la  Spante ;  telles  sont  les 
portions  de  droite  EA'  et  FB  ou  Fß' 
et  FB. 

160-  —  On  dit  que  le  deplacement 
d'une  figure,  tracee  sur  un  plan,  a  lieu 
par  ttanslation  qunn<\  ce  deplacement  ..„ 

s'effectue   de   maniere  quo   tous    les 

points  de  cette  figure  decrivent  des  droites  Egales,  paralleles  et  de 
meme  sens.  Nous  allons  demontrer,  dans  le  th^orfine  suivant,  qu'on 
peut  op^rer  une  teile  translation. 

THEOR^HE 

151.  —  Lorsqite  4eux  poiggoiies  egauT,situessur  un  rnfme  plan  et 
dont  les  4l4ments  egnux  sont  düposes  dans  le  mfme  ordre,  oM  deu.r 
cötös  igaux,  paralleles  et  de  m^me  sens,  tous  leurs  edles  sont  deux  ä  ' 
deux  paralleles  et  les  droites  quijoignent  les  sommets  des  angles  e'gau-r 
sont  egaleg,  paralleles  et  de  m^me sens. 

Soient  d'abord  les  triaogles  ABC,  A'B'C  places  dans  les  conditions  ' 
i^poDdant  h  l'önonce  du  th^oreme.  l\  est,  par  cons^quent,  admia  que 


FIG.   lOi. 


LIVRB  I.   —  LA  LIGKE  DROITS 

i  sont  ^gaux  et  situ^s  dans  un  m^mc  plan,  que  leurs 
ont  dispos^s  dans  lemöme  ordre  et  qu'ils  ont  deux 
t  AB',  paralleles  et  de  möme  sens. 
)ntrer  que    les 

Bont  paralleles 
cötiis  AG  ft  A'C; 

distancL's  AA', 
;ale6,  parallMes 

:  et  A'ß'  t'Unt, 

ögaux,    paral- 

sens,  lesdroitea 

aussi  Egales  et 

d'autre  part,  les  angles  COM  et  Cltß  sont  egaux 

t  parties  ögales  chacune  4  chacune;  mais  ces  angles 

nts  par  rapporl  k  la  secante  MBB'  et  aux  droites  BG 

droites  egales  sont  parallMes  et  de  m^me  sens  : 
e  CC  est  figal  ä   AA',  lui  est  parallele  et  de  möme 

AA'CC  6tant  ud     parall 6 logramme,  AG  est  egal 

et  demöme  sens.    Parsuite,  le  triangle  ABCpeut 
)ar  translation,  la    position  A'B'C;  il  sufßt  pour 
T    ses   sommets     dune   m^me    longueur,   dans 
dans  troisdireclions   paralleles  entre  elles. 
tration  peut  aisement  s'appliquer  au  cas  dp  deux 

ABGDE  et  A'B'C'D'E',   plac^s  dans  les  conditions 
nee  du  th^oröme,  et  dans  lesquels  les  cötes  egaux, 
aralieies  et 
ir  les  trian- 

ADE  sont 
igaux  aux 
,  A'C  D' , 
»sulte,  d'a- 

partie  du 
les  droites 

ont  ögales  ,„ 

leBCetAC  ™-  ™- 

k  BG  et  A'C  et  de  möme  sens.  Donc  aussi,  k 
es  AGD,  A'G'D',  les  droites  CG'  et  DD'  sont  egales  et 
iuile  CD  et  CD',  AD  et  A'D'  sont  paralleles  et  de 

:  la  möme  facilite  que  les  autres  cötes  des  deux 
aralieies  et  de  mäme  sens. 

amener  Tun  de  ces  polygones  ä  occuper  la  position 
ila^ant  ses  sommets  d'une  m4me  longueur,  dans  le 
IS  des  directions  paralleles  entre  elles. 
de  ce  theoröme  est  Evidente. 
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15S.  CoiM>llalre.  —  Chague  c6t4  dun  polygone  atiimä d'un 
moiivement  de  translaUon  reste  parallele  ä  une  direction  fixe. 

I  n.  —  COMPOSITCONS  DE  PLUSIEURS  TRANSLATIONS 
Deßmtion. 

153.  ~  Si  Ton  donne  siir  un  plau  P  des  portions  de  droite  OA, 
OB,  OC...  et  un  point  M  sur  une 

ligure  F  de  ce  plan,  nous  dJroDS 
que  la  figure  F  est  dfplac4e  sur 
le  plan  P,  successivement  par  les 
translations  (OA),  (OB),  (OC)...si 
le  point  H  de  !a  flgure  F  d&rit 
d'abord  sm-  le  plan  P  une  portio'n 
de  droite  parallele  Ä  OA,  egale  en 
longueur  et  de  ni^me  sene,  puis  une 
autre  portiou  de  droite  parallele 
ä  OB,  ^gale  en  longueur  et  de 
m^me  eens,  puis  de  mc^me  pour 
OC  et  ainsi  de  suite.  fig.  106. 

154.  —  Ort  peut  remplacer  deux  tmmlalions  consScuUres  par  une 
tmle  tratisladon. 

11  faut  demontrer  que  les  translations  (OA)  et  (OB),  par  eseniple, 
produisent  sur  le  plan  P  le  möme  d^placenient  final  que  la  translation 
(OK),  diagonale  du  paralielogramme  constmit  sur  OA  et  sur  OB. 

En  effet,  si  l'on  effectue 
la  translation  (OA),  un  point 
quelconque  M  de  la  ligure 
d^crit  sur  le  plan  Pune  por- 
tion  de  droite  MM'  parallele 
i  OA,  ^gale  en  longueur  et 
de  ni^me  sens  (153).  Si  l'on 

effectue  egalement  la  trans-  piG_  i(yj_ 

lation  (OB),  le  point  M,  de- 

venu  le  point  M'  apr^s  la  premi^re  translation,  decrit  uoe  droite 
MM"  parallele  ä  OB,  egale  en  longueur  et  de  mßme  sens.  Aprös  la 
geconde  translation  le  point  M  occupe  donc  la  position  M",  la  mönie 
que  si  chaque  point  de  la  ßgure  F  avait  decrit  une  portion  de  droite 
parallele  ä  MM"  6gale  en  longueur  et  de  raöme  sens,  Mais  MM"  est 
parallele  k  la  diagonale  OE  egale  en  longueur  et  de  möme  sens.  Le 
point  M  ^tant  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  le  th^oröme  est 
d^montrö. 


LIVRE  I.   —  LA  LIGN-E  DROITE 

La  translation  (OE)  est  appel^e  la  rhultante  des  translatione  (OA), 
(OB)  qui  soDt  des  Iraaslatioas  composmte». 

lS5.Coi*ollolre.—  Vordre  de  deux  transiationt  composanles 
n'influe  pas  sur  la  trattslation  r^suUante. 

Car,  il  est  Evident  qu'on  ne  chaoge  pas  OE  en  deplafant  le  point 
M  le  long  de  OBE  au  lieu  de  le  deplacer  le  long  de  OAE. 

theor£:he 

156.  —  0»  peut  remplacer  ptiaiettrs  translatioiis  composanles  par 
UM  sevie  traiistation  resjiUante. 

lls'agit  dedemontrerque  les  translation»  composanles  (OA),  (OB), 
(OC),  (OD),  par  exemple,  peuvent 
*lre  remplac^es  par  une  seule  trans- 
lation r^sultante  OD'. 

L'  En  eilet,  menons  la  droite  AB' 

a^  parallSle  k  OB,  egale  en  longueur  et 

|;  de  möme  sens.  Or  (154),  la  trans- 

I'-  lation  OB'  produit  le   d^placement 

f^i-     '         des  translations  successives  (OA), 

S  (OB);  de  möme  la  translation    OC' 

;'.  produit  le  d^placement  des  trans- 

i  lations    successives    (OB'),    (OC) ;  fig.  108. 

V  enfln,  la  translation  r^sultante  (OD) 

|/  produit  le  d^placemeot  des  translations  successives  (0C7>  (OD). 

157.  nemarque.  —  D'apr^s  le  n°  1S5,  il  est  Evident  que  la 
r^sultante  d'un  hombre  quelcooque  de  translations  successives  est 
ind^pendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  translations. 


CHAPITRE  X 
Usage  de  la  rhgle  et  de  Täquerre, 


158.  CKeKle.  —  La  rigle  est  une  petite  planchette  rectangulaire 
qui  sert  k  tracer  des  lignes  droites  sur  le  papier.  Pour  faire  usage  de 
la  r^gle  on  la  place  de  maniSre  que  Tun  de  sesbords  colncide  avec  les 
deux  points  M  et  N,  qu'il  s'agit  d'unir  par  une  droite  ;  ensuite  on  fait 
glisser  contre  ce  bord,  de  M  en  N,  une  pointe  k  tracer,  soit  crayon, 
plume  ou  tire-ligne.  Avant  de  faire  usage  d'une  r^gle,  il  est  bon  de  la 
v^rifier. 
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OnvMfie  une  regle  en  tracaiit  d'abord,  comme  nous  venons  de 
l'indiquer,  une  ligne  MN  avec  la  pointe  fine  d'iin  crayoD,  ensuite  on 
place  ia  rögle  aur 
^  dessus  de  la  ligne 
MN  de  maniöre 
quelemöniebord 
passe  encore  par 
!es  points  M,  N,  f,g.  xu9. 

et  l'on  trace  une 

nouvelle  ligne  qui  se  confond  avec  la  premiöre  lorsque  la  rftgle  est 
bien  droite.  Si  la  rögle  est  d^fectueuse,  le  defaut  se  reproduit  en 
sens  contraire,  et  devient  trös  apparent,  comme  le  montre  la  flgure. 

159.  fo|uerre,  —  h'^querre  est  un  Instrument  de  bois  ou  de 
m^al,  ayant  la  forme  d'un  triangle  rectangle  (fig.  110),  et  qui  scrt 
ä  traeer  des  perpendicu- 

laires  et  k  mencr  des  pa- 
ralleles. Pourquelequerre 
soit  plus  aia^e  ä  manier, 
on  y  pratique  une  Ouver- 
türe circulaire  appel^e  ceU 
de  l'^querre. 

Avant  de  se  servir 
d'une  eqiierre,  il  faut  la 
v^rifier,  c'est-ä-dire  s'as- 

surer  si  son   plus  grand  fio.  110.  fio.  111. 

angle,    est    droit.     Voici 

comment  on  peut  v6rifier  une  ^querre  :  on  fait  coTneider  nn  des 
cötäs  de  langte  droit  CD  (ßg.  111)  avec  une  droite  AB  et  1  on  trace 
une  ligne  le  long  de  l'autre  cöte  ED.  Puls,  retournant  l'öquerre  dans 
la  Position  DEC,  de  maniöre  que  DC  coTncide  encore  avec  AB,  on 
trace  une  nouvelle  droite  qui  se  confond  avec  la  premi^re  si  I  ^querre 
est  juate.  Dans  le  cas  oü  l'^querre  ser.iit  fausse,  les  droites  trac^es 
prendraient  les  positions 
ci-contre  :  la  ftgure  112 
indique  que  l'angle  CDE 
est  aigu  et  la  ßgure  113 
que  l'angle  CDE  est  obtus. 

160.  —  Lorsqu'on 
veut  mener,  par  un  point 
0,  une  perpendiculaire  ä 

une  droite  AB,  it  peut  ee  . ,  ,„  _     ,._ 

prisenter  deui  c.«  :  le  ™-  ""■  ™-  "'' 

point  0  peut  ätre  sur  AB  ou  ext^rieur  k  AB. 

10  Le  point  donnä  0  est  sur  AB.  Dans  ce  cas,  on  place  le  sommet 
de  l'angle  droit  de  l'^querre  en  0  en  faisant  colncider  Tun  de?  c6tea 


de  cet  angle  avec  li 

Vculaire  demand^f 

2"  Leiioint  0  et 


droit  de  I 'i'quorrp  s 
ce  que  l'autre  cöte 
est  övideminenl  la 

161.  —  La  CO 


luoyen  de  ['equcrri 
demande  peu  de  te 
n'a  pas  toutc  la  pr 
il  est  preferable 
r^gle  et  le  compa^ 
expliquö  A  la  fin  di 
L'equerre  est  sur 
lorsqii'on  veiit  iiit 
t^les. 

lea.  -  si  1 

eiemple,  mener  p 
unc  parallele  k  AI 
sur  Ali  l'iin  des  bor 
e^contre  sonautre 
MN;  piiis  on  fait  g 
ceqiie  le  bord  qui( 
OC  qui  est  de  tont 


1.  CoQstruire  kcc 

2-  Constmire  te  gi 

8.  Lg3  b 

culaireB. 
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4.  Les  bissectrices  de  deux  angles  oppos^s  par  le  sommet  sont  en  ligne  droite. 

6.  Combien  peut-on  mener  de  diagonales  dans  un  polygone  conveze  de 
nc6t6s? 

6.  La  somme  des  diagonales  d'un  quadrilatöre  convexe  est  plus  petite  que 
la  somme  et  plus  grande  que  la  demi-somme  de  ses  cöt^s. 

7.  La  somme  des  droites  qui  joignent  un  point  intörieur  d'un  triangle  aux 
trois  sommets,  est  plus  petite  que  la  somme  et  plus  grande  que  la  demi-somme 
des  trois  cötös  du  triangle. 

8.  Deux  polygones  sont  ägaux  quand  ils  ont  n  —  1  cötös  cons^cutifs  ög^ux 
comprenant  n  —  2  angles  egaux  et  semblablement  dispos^s. 

9.  Deux  polygones  sont  ^gaux  quand  ils  ont  n  —  2  c6t6s  consöcutifs 
^gaux  adjacents  an  —  1  angles  ^gaux  et  semblablement  dispos^s. 

10.  Deux  polygones  sont  egaux  quand  ils  ont  tous  les  c6täs  et  n  —  3  angles 
cons^cutifs  ^gaux  chacun  ä  chacun  et  semblablement  disposds. 

11.  Combien  de  conditions  faut-ilpour  F^galitä  de  deux  polygones? 

12.  Ghaque  mediane  est  plus  petite  que  la  demi-somme  des  c6t6s  adjacents. 

13.  La  somme  des  medianes  d'un  triangle  est  plus  petite  que  la  somme  et 
plus  grande  que  la  demi-somme  des  c6t^s. 

14.  Sur  les  cötös  d'un  angle,  on  prend  des  longueUrs  OA  =  OB,  puis  ^^ 
OA'  =  OB' ;  on  m6ne  AB',  BA'.  Prouver  que  OM  est  bissectriee  de  Tangle ,  / 
considdre.  A 

15.  Par  un  point  donnä  P  kors  d'un  angle  AOB,  mener  une  droite  qui  d^ter- 
mine  par  son  intersection  avec  les  c6täs  de  cet  angle  deux  longueurs  Egales 
QA,  OB.  S^\mitum**  Ä^*«A>,  A^KeeO/i.  dx  (i    . 

16.  Dire,  sans  prendre  directement  de  mesure,  si  un  point  G  situö  hors 
d'une  droite  AB  est  plus  prös  de  A  que  de  B. 

17.  Deux  villages  A  et  B  situ6s  k  une  certaine  distance  d'une  riviöre  veulent 
construire  un  pont  ä  frais  communs  :  on  demande  le  lieu  oü  devra  Mre  fait  le 
pont  pour  se  trouver  ögalement  ^loignö  de  chaque  village. 

18.  Les  perpendiculaires  61eväes  sur  les  milieux  des  c6täs  d'un  triangle 
concourent  en  un  m6me  point.    jß mt  cKiSe/)  e'hcu<^e  cU  tvouA^t^  ti^  'ixßic-  <**-  H^eb^-  ^e't**o^^^' 

19.  Si  des  extrömitös  de  la  base  d'un  triangle  isoc61e,  on  abaisse  des  perpen-     j^*  w  ' 
diculaires  sur  les  cötös  oppos^s,  ces  perpendiculaires  sont  Egales. 

20.  Par  un  point  donnö  P,  mener  une  droite  ögalement  distante  de  deux  points 
donn^s  A  et  B. 

21.  Etant  donnös  deux  points  A  et  B  situös  d'un  mßme  cöt6  d'une  droite, 
trouver  le  plus  court  chemin  pour  aller  du  point  A  au  point  B  en  touchant  cette 
droite. 

22.  On  prend  deux  points  A  et  B  dans  l'intörieur  d'un  angle  xoy,  trouver  le 
chemin  minimum  du  point  A  au  point  B  en  touchant  les  c6t^s  ox  et  oy. 

23.  Les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  triangle  concourent  au  mßme  point 

24.  La  parallele  ä  un  cötö  d'un  triangle  menöe  par  le  point  de  concours  des 
bissectrices,  est  ögale  &  la  somme  des  Segments  adjacents  k  ce  cöt6,  qu'elle  döter- 
mine  sur  les  deux  autres. 

25.  Döterminer  la  bissectriee  de  l'angle  form6  par  deux  droites,  AB,  CD,  qu'on 
ne  peut  prolonger  jusqu'ä  leur  rencontre. 

26.  Les  bissectrices  de  deux  angles  qui  ont  les  c6t6s  paralleles  sont  paral- 
leles ou  perpendiculaires  Tune  ä  l'autre. 

27.  Les  bissectrices  de  deux  angles  qui  ont  les  cöt^s  perpendiculaires  sont 
•u  perpendiculaires  ou  paralleles. 


LIVItE  I.   —  LA  LIONE  DROITK 
1  Iriungle  ABC,  l'aagle  0  dos  biBsectrices  des  &Dg]es  B  el  C  igala 


mt  doDnäs  ud  tviangle  ABC  et  un  point  0  daos  l'inUriettr,  dämoatrer 
e  0  eat  toujours  plus  grand  quc  l'EUigle  A  du  triangle. 
ingle  DAE  de  k  mediane  et  de  la  hduteur  d'uQ  triaugle  rectaugle  esl 
lifföreuce  des  deui  angles  aigus.  {l'exftvice  30  doil  itre  fait  aprH 
H3.) /l-^lcMj;    V.    yU;.t«.«,(L./«   Ä   ;t*;5i/,  ^,  Vf. 
.Ds  ua  triaJigle  ABC  on  m^De  juequ'au  c6U  BG  une  droits  AD  faisant 
tä  AB  UQ  äugle  £gal  6  l'aogle  G  et  une  droite  AE  faisant  avec  le  cAtä 
jle  Sgal  &  l'angle  B.  DämoDtrer  que  le  triangle  DAE  est  iiocäe. 
ouver  la  somme  des  aogtes  droits  d'un  polygone  de  IS  cAt^s. 
Lei  Bat  le  polygone  regulier  dont  la  somme  des  angles  est  12*f  T 
Lei  est  le  polygone  regulier  dout  l'augle  vaut  4/3  d'aagle  droit? 
ux  trapäzes  sout  ägaui  loraqu'ils  ont  tea  quatre  c6täs  ^gaui  et  dispoaäs 
le  maniäre. 

9  troia  hauteurs  AG,  BH,  Gl  d'un  triangle  concourent  au  mime  poioL 
l'on  mäne  par  lea  sommeta  d'un  quadrilaläre  des  paralleles  k  se« 
j.  on  forme  un  paraiiälogramme  äquivalent  6.u  double  du  quadrilat^re 


si  l'on  prend  sur  les  cAt^s  d'un  carrA  ABCD  en  marcbant 
lans  le  m^me  sens,  des  longueurs  ^galea  AE,  BF,  CG,  DH,  les  points 
I  sont  les  sommets  d'un  second  carrä. 
lelles  sont  lea  espAcea  de  polygonea  r^guliers  convenables  pour  le 


ÖS ;  äo  »■ 

s  btasectricea  des  angles  d'un  quadrilatäre  forment  un  second  quadri- 

>t  les  angles  opposis  sont  suppl^mentairea. 

par  un  point  quelconque  D  de  la  base  d'un  triangle  iaocäle.  on  m£ne 

läles  DE.  DF  aux  deiix  autrea  cät^a,  on  forme  un  parall^logramme 

irimätre  est  conslanL 

Lr  le  sommet  A  d'un  Parallelogramme  ABCD.  on  mine  une  droite 

Le  AX.   Diimontrer  que  la  distance  du  sommet  C  ä  la  droite  AX  esl 

1  somme  ou  ä  la  difference  des  distances  des  sommets  B  et  D  ä  U 

>ite  suivont  que  AX  est  eitärieure  au  paratUlogramme  ou  le  traverse. 

.  somme  des  distances  d'un  point  quelcoDque  de  la  base  d'un  triangle 

I  deui  autres  c6t£s  est  coDstante. 

1  somme  des  perpendiculaires  abaissees  d'un  point  int*rieur  quel- 

un  triangle  äquIlaUral  sur  les  trois  cAtes  eat  ägate  6  la  hauteur  du 

ouver  le  lieu  des  points  situäs  ä  une  distance  donn^  d'une  droite  AB, 

ouver  le  lieu  des  points  4galement  distants  de  dem  droit«s  paral- 

EF. 

ouver  le  lietf  des  sommels  des  tHangles  ay ant  mSme  base  et  m£aie 

Lna  tout  triangle,  la  droite  qui  Joint  les  milieuz  de  deuz  c6t4s  est 
le  au  troisiäme;  2°  ^ale  h,  la  moiliä. 
E  et  F  sont  les  milieux  des  c6t^  opposäs  AB  et  CD  d'un  parallfilo- 
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gramme  ABCD,  les  droites  BF  et  ED  divisent  la  diagonale  AG  en  troiB  partiei 
Egales. 

51.  Si  Ton  Joint  les  milieux  E,  F,  6,  H  des  c6t^s  consöcutifs  d'un  quadrila- 
töre  ABCD,  la  fig.  EFGH  est  un  parallölogramme. 

52.  Si  Ton  Joint  les  milieux  H,  F  de  deux  c6täs  oppos4s  d'nn  quadrilatöre 
aux  milieux  I,  J  des  diagonales,  on  obtient  encore  un  paralölogramme  HIFJ. 

53.  Les  droites  HF,  6E  qui  joignent  les  milieux  des  eöUs  oppos^s  d'un 
quadrilatöre,  et  la  droite  IJ,  qui  Joint  les  milieux  des  diagonales,  concourent  en 
un  möme  point  0. 

54.  Si  Ton  möne  les  bissectrices  des  angles  d'un  Parallelogramme:  1*  on 
obtient  un  rectangle;  2»  les  sommets,  K,  L,  M,  N,  de  ce  rectangle  sont  situös 
8ur  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  c6tös  oppos^s  du  parallälogramme. 

55.  Soit  un  triangle  ABC.et  ses  trois  medianes  AM,  BN,  GP.  On  prolonge  AM 
d'une  quantite  MD  ägale  ä  AM ;  puis  on  prend  BE  =  CF  =  BG.  Les  triangles  ADE 
et  ADF  ont  pour  c6tes  le  double  des  medianes  du  triangle  ABG. 

56.  Les  trois  medianes  d'un  triangle  concourent  en  un  m6me  point  situd 
aux  2/3  de  chacune  d'^Ues  k  partir  du  sommet. 

57.  Au  plus  grand  cöt^  correspond  la  plus  petite  mediane. 

58.  Par  un  point  A  pris  dans  rintörieur  d'un  angle  DOG,  mener  une  droite 
teile  que  le  point  donne  soit  le  milieu  de  la  portion  de  cette  droite  intercept^e 
entre  les  cöt^s  de  Tangle. 

59.  On  Joint  le  sommet  A  d'un  triangle  au  milieu  N  de  la  mediane  adja- 

cente  BE;  cette  ligne  prolongäe  rencontre  le  c6te  opposö  en  un  point  M  te 

-j^-       BC 
que  BM  =  -5- . 

o 

60.  Toute  droite  qui  passe  par  le  centre  0  d'un  parallälogramme  et  se  ter> 
mine  ä  ses  c6täs  est  divis^e  par  ce  centre  en  deux  parties  Egales. 

61.  Tout  quadrilat^re  qui  a  pour  centre  le  point  de  concours  de  ses  diago- 
nales est  un  Parallelogramme. 

62.  Quel  quadrilatere  obtient-on  en  joignant  les  milieux  des  cötös  d'un 
losange  ? 

63.  On  demande  le  lieu  göom^trique  des  milieux  des  droites  qui  vont  d'un 
pomt  donne  k  une  droite  donnäe. 

64.  Dans  un  triangle,  le  point  de  concours  des  perpendiculaires  eiev^es  sur 
les  milieux  des  c6tes,  le  point  de  concours  des  trois  medianes  et  celui  des  trois 
hauteurs  sont  en  ligne  droite,  et  la  distance  du  i«r  point  au  2«  est  moite  de  la 
distance  du  2«  au  3«. 

65.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de  chacun 
d'cux  ä  deux  droites  donnees  soit  egale  k  une  longueur  donnee  /. 

66.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  difference  des  distances  k  deux  droitdtf 
concourantes  est  egale  k  une  longueur  donnee* 


l/piyi^ 
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LIVRE 
LE  CERCLI 

CHAPITRE    PRES 

Intersection  d'une  droite  et  d 
gente  au  cercle,  les  deux 
tangente.  —  Ares  et  Cordes. 

I  I.  —  INTERSECTION  D'UNE  DROH 
Definitions 

163.  Clrconförence.  —  La  et 

courbe  ferm^edonttousles  points  sonti^ga 
int^rieur  appele  centre. 

D'apri^s  cette  d^finition  la  circonf^rer 
points  du  plan  situes  ä  la  niäme  distam 
d'un  point  de  ce  plan.  Ce  poinl  est  appe 
arntre.  La  ligne  courbe  ABCD  ifig.  117)  e 
une  circonf^rence  dont  le  point  0  est 
centre. 

164.  Cercle.  —  Le  cercle  est  la  po 
tion  de  plan  limitfe  par  la  circonförence, 

Lorsque  toute  confusion  est  impossibi 
on  dit  souvent  cercle,  au   iieu  de  cireoi 

ference. 

165.  Rayon.  —  On  nomme  rayo 
centre  ä  la  circonf^renee.  OA  est  un  rayon, 

166.  Dlametre.  —  On  appelle 
passe  par  le  centre  de  la  circonf^rence  et  se 
k  cette  courbe.  Ainsi,  BD  est  un  diam^tre. 
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D'apr^s  la  deflnition  de  la  circonKrence,  tous  les  rayons  sont 
^gaux ;  il  en  est  de  mSme  des  diamötres,  qui  sont  doubles  des  rayons. 

THEORfiUE 

167.  —  Une  droUe  ne  peul  rencontrer  une  circonfereiiee  en  plus  de 
deuxpoints. 

En  efTet,  si  une  droite  MN  pouvait 
rencontrer  une  circonference  0  en  trois 
points,  ces  trois  points  seraient  ögale- 
ment  distants  du  centre;  on  aurait  alora 
trois  droites  ßgales  men^es  d'un  mäme 
point  ä  une  mßme  droite,  ce  qui  est  ini- 
possible  (75). 

FIG.    118. 

168.  Deflnition.  —  Onappelle 

sieaate   toute  droite  MN  qui   rencontre  la  circoiiKrence   en   deux 
points. 

THEORlfeHE 

■  169.  —  Tout  diamilre  divise  le  cercle  et  la  circonference  en  deux 
parties  Sgales. 

Soitle  cercle  AMBN. 

Pour  dömontrer  ce  thöor^me,  faisons 
tourner,  autour  du  diamötre  AB,  la  partie 
aupirienre  AMB  du  cercle  pour  la  rabattre 
sur  la  partie  införieure  ANB.  Tous  les  points 
de  l'arc  AMB  devront  coi'ncider  avec  ceux 
de  l'arc  ,\NB;  car,  s'il  en  i^tait  autrement, 
et  que  AMB  püt  prendre  la  position  AMB,  ^ 

ou  toute  autre,  il  y  aurait  des  points  de  la  p,(j   hq^ 

circonference  qui  seraient  inegalement  dis- 
tants du  centre,  ce  qui  serait  contre  la  deflnition  du  cercle. 

Donc,  tout  diamötre  divise  le  cercle  et  la  circonference  en  deus 
parties  egales;  le  diamStre  est,  par  suite,  un  axe  de  sym^trie. 

TH^OBfiHB 

170.  —  Les  point»  d'une  circonference  qui  sont  ä  des  distances 
maximum  et  minimum  d'un  point  donn4  duplan  sont  sur  le  diametre 
passant  par  ce  point. 

Le  point  donn^  A  peut  ötre  exl^rieur  ou  intMeur  k  la  circonfe- 
rence 0. 

1°  Soient  B  et  C  les  points  od  le  diametre  qui  passe  par  le  point  A 


rencontre  la  circonförence,  et  soit  M  et  G  les  deux  points  ou  ane 
aulre  secante  quelconque  AM  rencontre 
la  courbe. 
On  aura  : 

AB  <  AG  et  AC  >  AM. 

Eneffet,  sil'on   möne  ies  rayons  OM 
et  OG.'on  a,  dans   le  Iriangle  AOG  : 

AB  +  BD  <  AG  +  GO,  ou  AB  <  AG 
puisque  80  =  OG. 

^  Fig.  120. 

Le  triaDgle  AOM  donne 

AO  +  OM>AM; 
cn  rempla^ant  le  rayon  OM  par  son  egal  OC,  od  oblient 

AO  +  0C>  AM 
ou  enfin 

AC>AM. 

2°  Lepoiot  A  est  ä  linlörieur  de  la  circonference. 
Une  conslruction  analogue  donne  dans  le  Iriangle  OAG 
OA  +  AG  >  OG  ou  OA  +  AG  >  OA  +  AB. 
Si  t'on  retranche  OA  de  part  et  d'autre, 

AG  >  AB. 
Le  Iriangle  OAM  donne 

OA  +  OM  ou  ÜA  +  CO  AM, 
ou  enfin 

AOAM. 

Fig.  121. 

171.  ßcmarque.   —  Si  le  point  A  se 

trouve  ä  l'extremite  B  du  diamätre,  sa  distance  au  point  B  est 
nulle  et  sa  dislance  ä  un  point  quelconque  M  de  la  circonference 
est  moindre  que  le  diam&lre  BC.  Si  le  point  A  est  au  ccntre,  il  se 
trouve  ä  egale  dislance  de  tous  les  points  de  la  circonference. 

172.  D^ilnition.  — La  distance  d'un  point  äune  circonference 
se  compte  sur  le  diamötre  qui  passe  par  ce  point,  eile  est  egale  ä 
la  difference  entre  la  distance  du  point  au  cenlre  et  le  rayon. 

§  11.  —  TANGENTE  AU  CERCLE;  LES  DEUX  DfiFINITIONS 
DE  LA  TANGENTE 

173.  Definition.  —  On   nomme   tangenio  une  droite  qui 
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proloDg^e  k  volonte,  ne  peut  rencootrer  la  circonförence  qu'en  un 
point  appele  point  de  contact. 

THEOREME 

174.  —  La  perpendieulaire  ä  l'extHmitö  d'un  rayon  est  tangenle 
« la  circonßrenct!. 

Soit  AT  pei-pendiculaire  ä  l'extrömiU  A  da  rayon  OA. 
-II  faut  dömontrer  que  AT  est  tangente  au 
point  A. 

En  effet,  toute  droite  OM,  menee  du  centre 
H  la  droite  AT,  est  oblique  ä  cettc  ligue  et, 
par  suite,  plus  longue  que  le  rayon  OA  :  donc 
tous  les  points  de  AT,  h.  lexceplion  du  point  A, 
8ont  est^rieurs  ä  la  circonference.  La  droite 
AT  n'ayant  que  le  point  A  de  commun  avec 
I?  circonference  est  donc  une  tangente  en  ce 
point. 
*^  FIG.  123. 

175.  näciproqueinent,    ta  tan- 

gmte  ä  une  circonference  est  perpendieulaire  au  rayon  nietul  an  point 
de  contact. 

Soit  AT  tangente  au  point  A.  II  faut  prouver  que  AT  est  perpen- 
dieulaire 4  l'extr^mitö  A  du  rayon  OA. 

En  effet,  tout  point  M  autre  que  A,  pris  sur  AT,  etant  situö  hors  de 
la  circonference,  est  plus  elolgne  du  centre  que  le  point  A;  par  suite  ■ 
OA  est  la  plus  courte  distance  du  point  0  ä  la  droite  AT  :  donc  OA 
est  perpendieulaire  sur  AT  au  point  A. 

176.  Corollalre  I.  —  En  un  point  A  d'une  circonference  on 
peut  mener  une  tangente  AT  et  une  seuie,  car  un  seul  rayon  OA  peut 
passer  par  le  point  Ä. 

177.  Corollwlpe  II.  —  La  perpendieulaire  abaissie  du 
centre  sur  la  tangente  AT  poise  par  le  point  de  contact  A,  car  cctte 
perpendieulaire  se  confond  avec  le  rayon  OA. 

178.  Copollalre  III.  —  La  perpendieulaire  AO  men^e  d 
une  tangente  au  point  de  contact  passe  par  le  centre  0,  car  le  rayon 
OA,  perpendieulaire  ä  la  tangente  AT  au  point  A,  est  la  seule  per- 
pendieulaire qui  puisse  passer  par  ce  point. 

179.  Autre  däfinltlon  de  la  tangente.  —  La  tangenti 
est  la  Position  limite  vers  laquelle  tend  une  s^canle  AB,  qui  tourne 
autour  du  point  A,  jusqu'ä  ce  que  le  second  point  B,  oü  eile  rencontre  la 
circonference,  vienne  te  eonfondre  avec  le  point  A ;  car  si  l'on  suppose 
qu'une  B^cante  AB  tourne  autour  du  point  A  et  prenne  successivement 
lespositionsAB',  AB',..,ilarrivequele  point  B  se.  rapproche  indeflni-; 
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ment  dupoinlA  el  flnitparse  confondre  avec  lui.  Alors  laB^caDte.Ut 
n'ayant  plus  que  le  seul  iioint  A  de  comiiiun  avec  Itt  circoof^rence,  est 
clevemie  la  langente  AT   {fig.  123). 


FIG.  123.  Fia.  \>A. 

180.  I>4fliiitlon.  —  On appelle  »ormö/e  ä  une  circonference, 
en  un  poiot,  la  perpendiculuire  menee  par  ce  poinl  ä  la  tangente  au 
point  considi5rö  {fig.  124). 

Ainsi,  la  perpendiculaice  AN,  menee  par  le  point  A  ä  la  tangenteAT, 
est  normale   ä  la  circonf^^nce  0.   Le  poiiit  A  est  lo  jued  de  la 
normale.  II  est  evident  que  :  En  chaque  poiiU  d'une  cireoiifdreiice  o» 
peut  rneaer  une  normale,  mais 
une  seule,  et  que  cette  nor- 
male passe  par  le  cenlre. 

Par  im  point  P,  non  situe 
sur  la  ci  rconförence,  on  peut 
mener  k  cette  courbe  deux 
normales,  P.A,  PB  ;  elles  sont 
l'une  et  lautre  situees  sur  le 
diamötre  qui  passe  par  le 
point  P,  et  elles  ont  pour 
/lied,  l'une  Testremite  A  du 

diam^tre  et    l'autre   l'extrc-  j.,(j    i->^ 

miliB  ißg.  125). 

181.  Remarqne.  —  II  r^sulte  de  ce  qui  precede  que  la 
distance  d'un  point  quelconque  ä  la  circonference  est  la  plus  petite 
des  deux  normales  men&s  de  ce  point  k  la  circonKrence. 

1 III.  -  ARCS  ET  CORDES, 
Difinitiom. 

182.  A.i*c.  —  On  appelle  arc  toute  portion  de  circonference 
Par  exemple,  AMB  est  un  arc  {ßg.  126). 

183.  Corde.  —  La  corde  est  une  droite  qui  Joint  les  deUS 
extrömit^s  d'un  arc.  Ainsi  AB  est  une  corde. 


ARCS  ET  CORDES  "" 

On  voit  que  toute  eorde  sous-tend  deux  arcs ;  par  exemple,  la 
corde  AB  sous-tend  l'arc  AMB  et  Tare  AEB.  Sauf  indication  contraire. 
on  considöre  toujourB  le  plus  petit  des  deux  arcs. 

184.  Segment.  —  On  appelle  seg- 
tuent  !a  portion  de  cercle  comprise  entre  un 
are  et  sa  corde.  Ex. :  la  surface  AMB. 

185.  Secteui*.  —  On  nomme  secteur 
la  portion  de  cercle  comprise  entre  deus 
rayons  et  l'arc  qu'ils  limitent.  Ex.  :  la  sur-: 
face  EOF. 

186.  Klgure    lo»erlte.    —    On  ^^   ^^ 
Homme  figure  inscrite  une  figure  dont  tous 

leg  somniets  sont  sur  la  circonf^rence.  Le  cercle  est  dit  en  möme 
temps  cireomcrit  ä  la  figure. 

187-  Figure  eli-cooscplte.  — On  appelle  figure  circon- 
scrite  une  figure  donl  tous  les  cöt^a  sont  tangents  k  la  circonfcrence. 
Le  cercle  est  dit  en  möme  temps  inscrlt  dans  la  figure. 

th£ob&mb 

188.  —  La  plus  grande  corde  du  cercle  esl 
le  dimnetre. 

En  effet ,  une  corde  quelconque  AB  est 
moindre  que  la  somme  des  rayons  0.\  +  OB 
ou  moindre  qu'un  diamötre,  puisque  la  sommc 
de  deux  rayons  vaut  un  diamötre.  ^,^^    j,,- 

189.  —  Dans  un  mMe  cercle  ou  daiis  des  cercles  igau:i;  des  arcs 
^gaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes  Egales  et  rMprofinement  les 
Cordes  ^ales  sous-tendent  des  arcs  igaiu-. 

Soient,  dans  deux  cercles 
egaux  0  et  0',  des  arcs  ^gaux 
.\MBet  A'M'B'.  Je  dis  que  les 
cordes  AB  et  A'B'  qui  sous- 
tendent  ces  arcs,  sont  ^ales.' 

Kn  elTet,  porlons  le  cercle 
0'  sur  le  cercle  0,  de  fa^on 
que  les  centres  colncident 
ainsi  que  les  points  A  et  .V; 

les  cercles  etant  ^gaux  coin-  fio.  128. 

€ideront  aussi,  et  il  en  sera  de 
mfime  des  arcs  ögaux  AMB,  A'M'B';  par  suite,  le  point  B'  tombera 
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M  eordes  AB  et  AB'  «uroot  dooc  mämes  extr^miUs,  dooc  elles 
esaBt  flt  MFont  ^galei. 

0.  R^cIprcMfiieiiieiit,  aoient  dans  les  cereies  ^aux 
les  Cordes  Egales  AB  et  A'B'.  Je  dis  que  les  arcs  AHB,  A'M'B', 
idus  par  ees  cordes,  aont  ^aux. 

sffflt.  meaons  tes  rayom  OA,  OB,  O'A',  O'B'.  Les  triangles 
L'OV  »yant  leurs  trois  cöt^s  ^gaux  chacun  k  chacun  Boat 
Si  donc  nouB  portons  le  corcle  (y  eur  le  cercle  O  d«  facon  que 
a^es  A'O'B',  AOB  coincideot,  ki  cercles  eolBcida-ont  ana«i,  et, 
te,  les  arcs  consid^^s  AMB,  AHB',  ayaat  n^mes  extr^miUSs, 
ereat  ^galement  et  seront  ^gaux. 

TB^OKiEMK 

1 .  —  Dans  un  mfime  cercle,  ot*  dant  des  cereies  ^aux,  ä  un 
•and  arc  correspond  wie  plus  grande  corde  et  r^ciproquement. 
!nt  les  deuz  cereies  ^gaux  O,  0'  et  l'arc  AMB  du  premier  plus 
que   l'arc  CND  du  se- 

e  dis  que  la  corde  AB 
js  graade  que  la  coide 

r  le  demontrer,  pre- 

ir  Tarc  AMB  une  partie 

pile  k  l'arc  CND,  puis 

i  les  rayons  OA,   OE, 

B  deux  trianglcB  AOE, 

nt  deux   cötes    4gaiix  ^^^    ji>g 

ä  chacun,  maiscorame  -     -  ■  ^ 

t  E  est  situG  entre  les  poinls  A  et  B,  Tangle  AOB  est  plus 

jue  l'angle  AOE,  et,  par  suite,  la  corde  AB  est  plus  gründe 

corde  AE,  ou  plus  grande  que  CD,  car  nous  avons  fait  AE 

CD. 

2.  Räclproqueiuent,  soient  les  deux  cereies  egaux  0, 0' 
rde  AB  du  premier  plus  grande  que  la  corde  CD  du  second. 

is  que  l'arc  AMB  sera  plus  grand  que  l'arc  CND, 

efTet,  si  l'arc  AMB  etait  ^al  k  CND,  la  corde  AB  serait  ati«si 

la  corde  CD,  ce  qui  serait  contre  l'hypoth^se.   Si  l'arc  AHB 

US  petit  que  l'arc  CND,  la  corde  AB  serait  plus  pctite  que  la 

D,  ce  qui  «erait  encore  coDtre  l'hypothöse.  L'arc  AMB,  ne  pou- 

re  ni  ^gal,  m  plus  petit  que  l'arc  CND,  sera  nßcesaairement 

and. 

J.  Remarqne.  —  Dansilc  cas  oü  les  arcs  consideres  sont 
I'autre  plus  grands  qu'une  demi-circonference,  c'est  la  plus 
orde  qui  correspond  nu  plus  grand  arc  :  c'est  lä  une  couscr 
ittAine  du  th^or^me  qui  vlent  d'äü'e  d^montr^.  >, 
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19A.  —  i^  äimnetre  peq^eadteulgire  ä  un*  cardt  p«ri&ge  eette 
eträftt  it«M  ämarcs  ^eOt  s&na-teiU  m  ieux  partin  Sg^eg- 

Swl  d^BlecenleOle  dian^reBE-j^upendieulaireit  iacoreieAB,, 
Ch»  xan :  AC  —CM,  ara  AJE.  =  att  SE,  et 
arcAB— BD. 

Eb  HK  I»  lifiques  OA,  OB  ^et  deux 
rayoBSMni^g^eCr^onc  eUeft»'eeartei^^- 
kmentihiiMddeh  porpeodiGulaireIffi(73) 
et  AG  =  CB.  D'autrepapt,  paisqu«AC:=Cfi, 
Ics  obli^H«»  AK  et  BE  s'ecartent  egalenient 
du  pied  de  la  perpendiculaire  EC,  donc  elles 
sont  egates,  et  par  cons^uent  (190)  are 
AE^arcBE. 

O»  ibmamtn  *e  miate  FägaUtö  des  arcs  fpg.  I». 

ADHH): 

l^S.  RMiMM-que.  — Le  diamötre  ED  satisfait  ä  citiq  con- 
ditioB9,earil«rt^pGndicidaire  h  la  cordeABetpasseparWqsatre 
pumts  dtaimcts  E,  £  0  D,  qui  sont  par  consSqnent  en  ligne  droite. 
Ov,  dem  conditiona  huRisent  pour  determiner  la  postCion  d'une  Hgne 
dioite  doDc  toute  droite  satisfaisant  4  deux  de  ces  condithtns 
remplira  (es  frois  autrcs  Ainsi-,  par  exemple  : 

La  äioite  gm  jotnt  lex  milieux  de  deux  ares  som-ten^Ha  par  unt>  ■ 
eorie  ei,t  un  dmmetre  perpendteulaire  au  miiieu  de  eette  cordv. 

Car  la  perpsB^I^Iaire  elevee  sur  le  miiieu  d'une  cordc  passe  psi 
le  centre  da  em^*et  pai  lea  milieuz  des  arcs  sous-tendus. 


? 


t9^^ —  Batts%s  mfme  cerde-  o«  dcms  des  cerdes  igmisc  les  cordes 
eqale$  tont  ^U^m  elotgnies  du  centre^  et  de  deux  cordes  Mgsles,  la 
flu»  grimde'eit  la  ws  rapprochie  du  centre. 

i"  Soient  le*;  cordes  egales  AB,  CD  trac^es  dans  le  cercle  0.  Je 
dis  qu«  lea   perpendiculaires  OM,  ON  qiii 
mesurent  la  distagce  du  centre  aux  cordes 
A'b,  CD  sont  aossi  Egales. 

En  effet,  si  Ton  möne  les  rayons  OB,  OJ), 
on  forme  deux  .tmagles  rectaingles  qui  oot 
les  hypoteniises  Egales  :  OB  ^=  OD  comme 
rajpns  d'an  m^mec^rcle,  et  les  cötes  BM,  DW 
6gata  caaxaa  aieüiefi  des  cordes  ^g^Iei)  AB, 
CP^-;,  doocees-deux  triauglessont  egaux,  et 
OM*^-OW,  döncles  cordes  AB,  CD  sont  ega- 
lement  floignSes  du  centre  0.  '  ^''      ■    "      ""^  ^*' 

2"  StMtdans  leeerdeOlacondeA&pJiiSigrande  qiieJ^g(K(ie;CD. 


'yales  d'uue  m^ine  c 
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Je  dis  que  la  perpendiculaire  OM  sera  plus  courte  que  la  perpen- 
diculaire  ON. 

£n  efTet,  l'arc  AB  ^tant  plus  grand  que 
l'arc  CD,  prenons  sur  AB  un  arc  AE  egal  ä 
l'arc  CD,  et  menons  la  corde  AE  qui  sera 
e^le  k  la  corde  CD.  Lea  cordes  CD  et  AE 
etant  Egales,  on  a  ON  =  ON' ;  mais  la  per- 

pendiculaire   OM   est    plus  courte  quo  l'o-  I 

blique   Ol,   donc,  ä  bien  plus  forte  rai^^im, 

a-t*on  OM  <  O.N',   ou  que  son  egale  ON  :  I 

dooc  la  corde  AB  est  plus  rapprochee  du 
centre  0  que  la  corde  CD.  C,  q,  f.  d.  *''"^-  ^32. 

197.  Corollalre  1.  —  Les  cordes  e 
firence  sont  tangenles   ä    uite  circonfire 
concetitrique  ä  la  premiere  qu'elles  envelop- 
pent,  et  celte  circonference  concentrique  est  te 
Heu  des  milieux  de  ces  cordes  egales. 

198.  Coi-ollali*e  II.   —  La  conti- 

minimum  passantpar  un  point  int^riew  äune 
circonference  est  perpendiculaire  au  diametre 
de  ce  point  {fig.  134). 

Soil  AB  la  corde  perpendiculaire  au  dia-  fio.  133. 

JuMre  EF  du  point  donn^  M. 

Menons  une  corde  arbitraire  CD  passant  par  le  ini>ine  point  M  et 
tra^ns  la  perpendiculaire  ON.  Cette  perpen- 
diculaire etant  plus  courte  que  OM,  il  en 
resulte,  d'aprös  la  seconde  partie  du  theoröme, 
que  la  corde  CD  est  plus  longue  que  In 
corde  AB. 

199.  Remai-que.  —  Les  recipro- 
quos  des  deux  parties  du  thöorfime  sont  vraies 
et  faciles  k  demontier. 

(Yoir  ime  demomtration  axtalogue N" I9i.)  ^.^^   jo, 

THEOREME 

200.  —  Deux  droites  paralleles  inter- 
ceptent  mr  une  circonference  des  arcs 
Sgaiu:. 

I!  y  a  frois  cas  ä  considörer. 
i»  Les  deux  paralleles  AB,  CD,  dans  le 
eercle  0,  sont  secantes. 

On  aura  :  arc  AC  =  arc  BD.  fig.  133. 

En  eilet,  si  Ion  mfene  le  rayon  OM  perpendiculaire  ä  la  sf  cantc  CD, 


■il  le  sera  aussi  k  sa  parallele  AB  (98)  et  divisera  en  deux  parties  agiles 
[       «hacun  des  arcs  CMD  et  AMB  (194) :  on  aura,  par  consequcut, 

I  CM  =  MD, 

I  .   AM  =  MB. 

l  En  retranchant  ces  egalites  membre  &  membre,  on  obticnt  : 

'■  CM  —  AM  =  MD  —  MB 

\  ou  arc  AC  =  arc  BD. 

2*  L'une  des  paralleles,  AB,  est  tangente  ä  la  circonKpence; 
l        l'autre,  CD,  est  secante. 

On  aura  :  are  GM  =  arc  DM. 
En    elYet,  joignpns  !e  centre   0  au 
point  de  contact  M.  Le  rayon  OM  est 
I        perpendiculaire  k  la  tangente  AB  et  ä  sa 
parallele  CD.   Or,  OM,  ^tant  perpendi- 
culaire k  la  corde  CD,  divise  l'arc  CMD 
en   deux  parties  Egales-  et  nous  avons, 
par  suite 
.  arc  CM  =  arc  DM.  fig-  136. 

3"  Les  parallöles  AB,  CD  sont  Tune  et  l'autre  tangentes  k  la 
cicconKrence. 

On  aura  :  arc  MEN  =  arc  MFN. 
Joignons  encore  le  centre  0  au  point 
ie  contact  M;  OM  est  perpendiculaire 
4  AB  et,  par  suite,  ä  sa  parall^e  CD. 
Mais  la  perpendiculaire  nien^e  du.centre 
k  la  tangente  passe  par  le  point  de 
contact.  Donc  !e  rayon  OM  prolonge 
passe  au  point  de  contact  N  de  la  tan- 
.  gente  CD.  Par  consöquent  MON  est  un  "*^-  ^^• 

^       diamötre  qui  partage  la  circonf^rence  en  deux  parties  egales,  d-oü 
arc  MEN  =  arc  MFN. 
SOI.  CorollRlre.  —  Leg  pointsde 
contact  de  deux  tangentes  paralleles  sont  les 
extr^mües  d'un  mHne  diamelre. 

APPLICATION  I.  ~  PROBLEME 

2*^2.  —  DScrire  une  circonferenee  tan- 
uenie  en  un  point  P  d'me  droits  donn^e  et 
passaat  par  m  autre  point  M  igalment 
dtnnSffig.  138).  fiq.  13S. 

Le  centre  devra  se  trouver  sur  un  point  de  la  perpendiculaire  PO 
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•Bit  de  bt  perpeidicttlaire  ^t^  mir  Ic  MÜiea  de  la  eeid« 
K  centre  eril  a«  pohit  0,  ti«u  de  reneairti«  de»  deux  peqKB- 


APPLICATIWI  U.  —  PROBLEME 
-  Inscrire  ««  cercte  data  u«  triaagie  donne. 


ince  de 
«£  da 
K,ot, 
de  1« 
äeCaa- 

»  «Ätes 

hMK  le 

bissec-. 
voit  de 
il  doit 
gur  les 


Biat  de 

'  de  ees  bissectrices. 

ItBiarqwe.  —  Les  bisEecta-ices  ACf  et  BOf,  BO'  et  CCT, 
lies  «i^cB  exteriews  ooaoiRireiit  mix  fwinte  O',  O",  O"' qni 
itna  des  cercles  ex-inacnts.  II  existe  iaac  «puitre  cirooa- 

«  k  trais  draibes  concouraBtes  domiees. 


re  139  montre  en  m^me  temps  <jae  les  hauteors  d'aa 
0"0"'  sont  les  bissectrices  da  triangte  ABC  Torjne  en 
=Hx  ä  denx  les  pieds  de  ces  hauteors. 

CHAPITRE  II 
ms  relatives  de  deux   circon16rences. 


-  War  troä  points  non  m  ligne  drtiie,  ort  peul  fai 
diKmifiremce,  tacns  une  seste. 

k,  B,  Ctrois  points  non  CD  ligne  droite.  Jedi»qoe,pare 
!,on  ne  peni  faire  passer  qu'une  seule  circonference.  I 
■s  tes  droites  AB,  BC  et  sur  les  fnS«ux  de  ces  droit 
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^levons  les  perpendkutaires  DE,  FG  qui  se  rencontreront  (f02)  en  un 

certain   point  0.  Ge  point  ^tant  k  la  fois  sur  les  perpendiealaire» 

DE,  FG.  les  dislances  OA,  OB,  OC  sont  Egales  (73).  Si  dooo  in  point  0 

on  dferit  une  circonffrence,  en  prenant  OA 

pour  rayon,  cette  ciroonKrence  paBsera  par 

ies  trois  pointe  A,  B,  C.  Blle  sera  d'aitleura 

la  seule  satisfaisant  ä  cettR  condition;  car 

toute  eircoof^rence  passant   par  tea  trois 

potoCs  A,  B,  C  devra  uvoir,  en  m^me  teoips, 

ßon  centre  sur  DE  et  sur  FG  :  donc  il  sera  en 

0,  point  de  concours  de  ces  droites,  Donc 

par  les  trois  points  donnes  on   peut  faire 

paseer  une  circonKrence  etn'en  faire  passer 

qa'une.  fig   140. 

StOB.  CoroUaOr«.  —  Deux  eirconßrences  ne  peuvent  avoir 
plus  de  deux  points  communs. 

theorAmk 

207.  —  Lorsque  deux  circonf4rmce»  oal  un  point  de  commutt 
hers  de  la  ligne  de»  emtret,  eltes  oat  un  se- 
cond  point  de  commun  s^inetrique  du  pre- 
mief  par  rt^tport  ä  cette  ligne. 

En  effet,  soit  A  un  point  commun  aux 
circonferences  0,  0"  situ^  hors  de  la  ligne 
des  centrea  00'.  Prenons  le  symetrique  A'du 
point  A  par  rapport  ä  00'.  La  ftgure  donne 
alora  OA  =  CA'  et  O'A  =  O'A' :  donc  les 
deux  circonferences  qui  passent  au  point  A  fio.  141. 

passeront  aussi  au  point  A'. 

808 .  Ck>roUaIre  1,  —  Lorsque  deux  circonferences  te  coupent, 
la  ligne  des  centres  est  perpendieulatre  au  Tnilteu  de  la  corde  commune, 
car  les  circonferences  0  et  C  passant  t'une  et  l'autre  en  A  et  A',  la^ 
droite  AA'  est  bien  une  corde  commune. 

SOd.  GorollAlre  H.  —  Lorsque  deux  cireottf^renees  sota 
tangaitei,  letar  point  de  contact  est  sur  la  droite  qui  Joint  tetcr»  emtres ; 
car  si  ce  point  n'^tait  pas  sur  la  ligne  des  centres,  il  seraät  hors  de 
cette  ligne;  m^  alors  tea  deüx  circonferences  auraient  un  second 
point  de  eommnn,  ee  qui  serait  contre  fbypothise. 

310.  ■k^BniUen.  —  On  afipelle  aa^e  de  deux  eearbes  en  un 
point  eommnn,  I'angle  forme  par  les  tangeotes  i  e«s  OQurbee  en  ce 
point. 

Lorsque  l'angle  de  deux  circonferences  est  droit,  on  dit  qu'elles 
flont  orthogonalet. 


211.  —  Deux  circonferences  peuveot  occuper  cinq  positions 
relatives  ; 

i"  Eiles  peavenl  dlre  exlerieures  ; 

2"  Avoir  u»  poiiil  ile  eommun  et  ftre  tangentes  exterieurement ; 

3"  Avoir  deux  poiiUs  de  commum  ou  »ecantea; 

A"  Avoir  tt»  point  de  commun  et  ftre  tangente»  mte'rieurement  ; 

5»  fitre  intMeures 

Les  relations  de  grandeur  entre  lea  rayons  des  circonferences  et  la 
distance  des  centres  caractcrisant  ccs  cinq  positions  sont  exprimees 
dans  le  th^röme  suivant : 

THäOR^HE 

218-  —  1"  Si  denx  circonferences  smt  extSrieures,  la  distance 
des  centres  est  plus  gründe  qiie  la  somme  des  rayons; 

2°  Si  elles  sont  tangentes  extSrieurement,  la  distance  des  centres  est 
egale  ä  la  somme  des  rayons; 

Z"  Si  elles  sont  s^cantes,  la  distance  des  centres  est  comprise  mtre 
la  somme  et  la  diff^ence  des  rayons; 

i"  Si  eltes  sont  tangentes  inte'rieurement,  la  distance  des  centres  est 
egale  a  la  difference  des  rayons; 

5»  Si  l'utte  est  intmeure  d  l'autre,  la  distance  des  centres  est  moindre 
gue  la  diffirences  des  rayons. 

!•  Soient  les  circonferences  ext^rieures  0  et  0'  {fig.  (42),  dont  les 
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rayons  sont  OA,  O'B  et  la  distance  des  centres  00'.  Oii  a 
00'  =  OA  +  AB  4-  OB. 
Donc,  on  a  bien : 

00'  >  OA  +  OB.  i 

2"  Soient  ies  circonferences  0  et  0' 
tangentes  exl4ri  eure  nie  nt  {ßg.   143). 
Le  point  de  contact  A  etantsiir  00', 
entre  0  et  0',  on  a  evidemment 

00'  =  OA  +  AO'.  FiQ.  lU. 

3"  Soient  les  circonferences  secantos  0  et  0'  {ßg.  144). 


\ 
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Elles  ont  un  point  commun  A  hors  de  la  ügne  00',  on  peut  donc 
construiVe  le  triangle  OAO,  lequel  donne  (57) 

OA  +  t)'A  >  00'  >  OA  —  O'A. 
4"  Soit  la  circonference  0'  tangente  iiiterieurement  k  In  circonf^ 
rence  0  (ßg.  145). 

Le  point  de  contact  A  est 
situe  sur  le  prolongement  de 
la  ligne  00',  et  Ton  a  : 
00'  =  OA  —  OA ; 
5»  Soit  la  circonference  0' 
Interieure  k  la  circonKrence  0 
Ifig.  146]. 

La  differenee  des  rayons  pj^   ^45  pjg  j^g 

est : 

OA  — 0A'  =  00 '  + A'A; 
La  diBtance  des  centres  ^tant  00',  on  a  evidemment : 
00'  <  OA  —  OA . 

213.  Remarque  1.  —  Les  cinq  parties  du  th^or^me  que 
oous  venons  de  demontrer  traduisant  toutes  les  hypothöses  possibles 
que  l'on  peut  faire  sur  les  positions  relatives  de  deux  circönKreoces, 
il  en  r^sulte  que  les  cinq  röciproques  sont  vraies,  et  se  demontrent, 
d'ailleurs,  de  la  möme  maniöre.  Exemple  : 

Lorsgue  la  dtstance  des  centres  est  plns  granäe  que  la  somme  des 
rayons,  les  ctrconfe'reitces  sorit  e.ri^rieures. 

En  effet,  elles  ne  peuvent  pas  6tre  tangentes  exterieurement,  car 
la  distance  des  centres  serait  6gale  ä  la  somme  des  rayons,  ce  qui 
serait  contre  l'hypoth^se ;  elles  ne  peuvent  pas  non  plus  se  couper, 
car  la  distance  des  centres  serait  comprise  entre  la  somme  et  la  diße- 
rence  des  rayons,  ce  qui  est  encore  contre  l'hypothöse,  etc. 

Les  deux  circonförences  ne  pouvant  ^tre  ni  tangentes  extörieure- 
mcnt,  ni  secantes,  etc.,  seront  forcement  exterieures. 

2 14.  Remarqae  II.  —  On  voit,  d'aprös  ce  qui  precMe,  que : 
1"  Deux  circonf&ences  ont  un  point  de  commun  torsqtte  la  dis- 
tance des  centres  est  egale  d  la  somme  ou  d  la  differenee  des  rayons: 

2"  Deux  circonferences  ont  deur  points  de  communs  lorsque  la 
distance  des  centres  est  comprise  entre  la  somme  et  la  diffSrence  des 
rayons; 

3"  Deux  drconf&ences  sont  extirieures  ou  interieures,  selon  que 
la  distance  des  centres  est  plus  grande  que  la  somme  des  rayons  ou 
plus  petite  que  leur  differenee. 

215.  Remai>que  III.  —  Kn  appelant  d  la  distance  des  cen- 


IP^' 
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tres  «t  r,  r^  (es  rayons  des  circenf^encM,  eo  peut  vesnmer  )e 
thäor^me  dans  le  tableas  saivsnt : 

1°  Si  Ton  a  :  (/  >  r  -{-  r'.  Im  crreoofdreaces  sonl  ext^rieures , 

2°  Si  l'an  a.:  d  =  y  -\-  r',  les  deux  circonrer«Qces  sont  tao- 
gentes  exterieurement ; 

3°  Si  Ton  a  :  r  -f  r'  >  rf  >  r  —  r',  tes  circoaßreiices  sont 
s^eaates; 

4*  %  l'oB  a :  rf  =  r  —  /,  les  circonförences  smit  taagentes  jntä- 


r- 


1^/  5*  Si  Tob  a :  ^  <  >*  —  r',  les  circonr^rencM  sont  fnUrieares. 

^;!  D««8  le  ca»  oü  Ton  aora  <<  =  a,les  deax  cinMaCäreoees  MronL 

1i',  coBceatriqses. 

PE/..  .....  ■    ■■— TTTv 

ty  CHAPITRE   III 

:.  ^  Mesure  des  angles 

!'  ,•  Deßniüons. 

'■:*.■  216.  Ang;le  an  centre.  —  On  appelle  angle  au  eentre  un 

aogle   doat  le  sommet  est  au  centre  de  la 
.'  circonference :  tel  est  i'angle  AOB  (ßg.  147). 

■  ,  217.  An^e  Inserlt.  —  L'angle  itticrit 

est  IIB  angle  qm  a  son  sommet  sar  la  cir- 
■ ,  ■  Conference  ;  tel  est  l'angle  AGB. 

t;  218.   HeBurer    no     ang^e.    —    En 

'.     ■  general,    mesurer    une   grandeor,    c'est  la 

eomparer  k  une  autre  grandew  coimue  de  p^^   ^^^ 

mßnie  espice  qu'on  appelle  nnilä.  Metwrtr 
tm  angie,  c'eat  d«BC  le  comparer  ä  un  autre  angle  connu  pris 
pom  onile. 

219.  —  Dfm$  le  mime 
cej-cle  ou  tUau  dei  cercle» 
egaux,  les  aitglei  au  ceatre 
egaux  interceptent  des  arcs 
egaux  et  reciproquement. 

SoientOetO'deuxangles  p^  ^^^ 

au  centre  egaux  trac6s  dans 
deus  cercles  egaux.  II  faut  demontrer  que  :  arc  AB  =  arc  A'B'. 

tfenons  les  cordes  AB,  A'»".  Les  deux  triaifgles  AOB,  A'O'B' 
oDt  nn  angle  ögaf  compris  entre  deux  cölös  ägaax,  donc  ils  sont 
■     egaux.  Par Suite,  les  cordes  AB,  AB' sont  egales.  Doä  (190) : 
JaieikB  =  arcA'B'. 
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220.  RedproqBeawnt.  —  Si  les  arcs  A,B,  A'ft'  «amt  ^gaax, 
oa  »lua :  aa^  0  ;=  «£gle  0'. 

Es  «fttrÜRMH  lescordea  AB,  A'B';  «eft  condes  sous-teodaRi 

des  aro  ^;asx  seat  ig^les  :  ieme  les  denx  toiangle»  AOB,  A'O'B' 

sMrt  cgaax  oomme  aysat  les  trois  cAt^s  ^nx  chacaa  ii  cbacnn, 

daoc :  , 

an^eO^Migle  0'. 

221.  —  Dans  le  mime  cercle  ou  dans  des  cercles  ^aux, 
dtvx  anglet  au  centre  sont  dans  le  meme  i-apport  gut  ttt  «rrcs  qu'ih 
iaieroepleni. 

Soient  AOB,  A'O'B'  deux  angles  au  centre  qui  iBterceptent 
les  arcs  AB,  A'B'  dans  le»  cercles  egaux  0  et  0'. 

AOB        AB 
11  s  agU  de  demonlrer  que  :  ,  =  pj,  ■ 

t°  Les  arcs  AB  et  A'B' bnt  une  commune  mesure  A».  Si  cetle 
commune  mestire  est  contenue  4  foia  dans  l'arc  AB  et  7  fois  daas 
fuc  Ü'Bf,  les  »CS  AB,  ti'V 
sont  eotre  enx  comme  Im 
Bombres   4    et  7,   et   nous 
avoDs 

AB  _  4 
'     AB'  ~  7  ' 
J»i^ons   les  poiats  de 
division  des  arcs  aux  centres 
0  et  0'.   Les  angles  AOB, 

A'O'B'  sont  partag^s  Tun  et  ff-  "*■ 

t*utxe  em  petils  angbeB  tou» 

£gaax  entre   eux,  comme  interceptaat  des  arcs  egaax-  Hau   4 

d«  ces  »gles  wat  coatems  dans  AOB  et  7  daas  A'O'B'.  S>*ac, 

AOB  _  4 

A'O'B'"  7  ' 

Les  ^mtitfn  -j^  i      ,  ,  .  6tant  l'une  et  l'autre  ^gatea  ä  — 

soBi Egales  ealre  dies  :  donc 

AOB  _  AB 
A'O'B'"  A'B'' 
i'  Les  arcs  AB,  A'B'  sont  incom  mensurables.  On  pourrait  se 
coBtenter  de  dire  :  la  d^otOMtmÜMi  preoedente,  etant  iad^en- 
d^to  ie  ia.  loagaour  de  l'aTC  kt,  seraÜeBcore  Traie-dias  le  cas  od 
cette  commune  mesure  serait  moicdre  que  toute  quaatitä  appfö- 
tiable,  et,  par  consequent,  dans  le  cas  od  les  arcs  seraient  incom- 
1.  Bhiis  on  pent  anssi  dona«r  Tine  autre  tfSmonslration. 


1-angIe  AüB  en  coniient  m  a«ec  un  resle  BOr  plus  peiii  que 
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221.  —  Supposoiia  larc  A'B' liivlsi  en  un  nombre  quelconque 

figales  4  A'i,  el  que  Tuoe  de  ce» 
partieg  soit  conlenue  m  fois  dans 
AB  avec  un  reste  i-B  plus  pelil 
que  A'j.  L'arc  AB  conlanant  plus 
de  m  foisel  moiris  de(m  +  IlfoiB 
A'»,  il  arrive  alors  quel'on  a: 

m_      _AB^        M  +  i 

n    ^  A'B'   "^        n 

En    menant   des    rayons    aux 
poinrs   de  division  des  arcs    on 

1  w'^IÄ  ""  "*'"'^  ^»*""^-  Fig.  loO. 

L  angle   A'O'B'   conliont  tt  angles 
fgauj;  ik  A'O's  et  1' 
A'O's.  On  a  donc : 

»    '^    A'O'B- 

La  rapport  des  arcs  et  ceiui  des  angtes  si 

dorn  la  diffSrence  est  i-.  Mais  eet.e  quaniiiö  a  pour  limi.e  U.-o.  puisque  n  peu[ 

avoir  teile  grandeur  qu'on  voudra.  Donc,  la  difförence  des  deui  rapporls  a  ponr 

iTrl  des  a™cs         '  "'""  '"''  '"'  '^''  '"  "P"""  "'*'  '^«'''  ««'  '«»'  ^"  "P 

TH£0B£:ifE 

223.  —  ^«  a«j;e  au  centre  a  mime  mesure  aue  Carc  qu'it  inter- 

Cfple  st  l  0»  prend  pour  uniU  d'arc  celui  qui  est  iiüercepU  tar 
l  uniie  aangle.  '      '^ 

Soit  AOB  l'angie  ä  mesurer  {fig.  15i), 

Prenons.  comme  unite  d'angle,  un  angle  au  centre  quelconaue 
DOC,    intepceptant,    daprös     Thypotliese. 
Vuniti  d'arc   DC.    Le  theoröme   precedent 
donne 

AOB    _    are  AB 
DOC    ~  arc  DC  ■ 

Ot,  le  Premier  de  ces  deux  rapport 
egaux  exprime  la  mesure  de  i'angle  AOB 
(218)  et  le  aecond  la  mesure  de  l'arc  AB  ■ 
doncces  deux  mesures  sonl  Egales.  ^ta    isi 

225.  Bcmarque  n.  _  La  demooslration  da  Ihsoreme  est 
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ind^pendaDte  de  l'unitä  d'angle  et  de  l'unite  d'arc.  Comme,  cd 
g^Q^ral,  on  preod  l'angle  droit  pour  uDJtä  d'aogle,  l'unite  d'arc 
est  le  quadrani  ou  quart  de  la  circoofereace. 

Hais  en  prenanL  le  quadrant  pour  unite  de  mesure,  il  arrive 
que  la  valeur  d'un  angle  est  presque  toujours  exprimäe  par  une 
fraction.  Adn  de  faciliter  la  comparaison  des  arcs  et  d'exprimer 
plus  simplement,  en  nombres,  ces  arcs  et,  par  suite,  les  angles 
quj  leur  correspondent,  on  a  divise  la  circonf^rence  en  360  parties 
egales  appelees  degris;  le  degre  en  &Ominutes,  la  minute  en 
60  secondes. 

Actaellemeiit,  on  divise  plus  fr^quemment  la  circonference 
en  400  parties  eggles  appeiees  grades. 

Le  grade  se  subdivise  en  döeigrades,  centigrades  (ou  minutes 
ceDt^simales),  milligrades,  dix-milUgrades  (ou  secondes  cen- 
t^simales). 

Le  quadrant  vaut  donc  90  degr4s  ou  100  gradei  ainsi  qu« 
l'angle  qui  iui  correspond. 

226.  —  La  valeur  d'un  angle  ou  d'un  arc  s'önonce  en  disant 
combien  il  contient  de  degr^s,  minules,  secondes,  ou  combien  de 
grades,  decigrades,  centigrades.  Si,  par  exemple,  Tarc  interceple 
par  les  cAtes  d'un  angle  au  cenLre  vauL  25  degr^s  15  minutes 
35  secondes,  ce  nombre,  qui  s'^crit  25°  15'  35",  est  äquivalent  ä 
28  grades  6  centigrades  64  dix-milligrades  qui  s'6crit;  28''.0664, 
ou  encope  28*=,  06'  64"  et  se  lirail  dans  ce  cas  28  grades 
6  minutes  cent^simales  64  secondes  ceutesimales.  Ce  nombre  de 
degr^s  ou  de  grades  indique  la  mesure  de  l'arc  aussi  bien  que  la 
mesure  de  l'angle. 

TBtOKtKE 

227.  —  Un  angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitU  de  l'arc 
compris  enlre  ses  edles. 

Nous  consid6rerons  Irolscas. 

l"  Le  centre  0  du  cercle  est  sur  Tun 

des  cötes  AC  de  l'angle  inscrit  A. 

,.,...  ßC 

L  angle  inscrit  A  a  pour  mesure —-• 

Pour  le  demontrer,  menons  le  rayon  OB. 

Le  triangle  AOB  est  isocele,  et  les  angles  ', 

A  et  B  soDt  egauK.  Mais  Tangle  BOG  extö-  Fig.  152. 

rienrau  triangle  ABO  est  egal  ä  la  somme 

des  angles  A  et  B.  Donc,  l'angle  A  est  la  moitie  de  l'angle  BOG. 
Cr,  l'angle  au  centre  BOG  a  pour  mesure  larc  BC compris  entre 
ses  GÖtäs.  Donc  l'angle  A  a  pour  mesure  la  moiti^  de  cet  arc, 
BG 
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»tre  0  d«  eordecet  daoBrwtenew  de  l'anglB  ioacntUC. 
«rit  BAC  a  )HW  neeore— .  Poor  le  prauvM^  anewle 
D.  ITBfrfa  te  eas  pr^cMent,  Taugte 
iiesure  ~,  et  Tan^  2a  paar  ae- 

lonc  langte  BAC,  somme  des  aogles 


eirtre  0  du  eercte  est  cit^rieHr  i, 
Til  BAC. 


D.  ITaprös  le  premier  cas,  TaDgJe 

BD      HC  ,  CD 
a  your  nvesure  ~^  ou-^-\ ; 


le  '2  a  pour   mesure  -—  :  donc 


:  BAC  a  pooT  laestire  —  . 

Corollalre  ft.   —    Tm»   les  piQ.  154 

,Ä"  inscrüs...  dam  un  mMe  seg- 

•rcle   BAC   mn(   ^gmtr,  car   i]s  ont  tous  pour  zaesure 
de    rare    BMC  ^ 


Cor-<rflalre 

ti  le»  <m^s  A, 
»  dawi  un  äemi- 
ifig.  löG)  sont 
tous  ont  poHf 
loitipdeladomi- 
.0  BUC. 


-  Vn  angle  formi  par  um  tangente  et  wie  corde  a  pour 
witie  de  l'arc  compris  entreset  cdte's. 


MEfeOBE  DES  JlNGLBS 

Soit  BAC  l'aDgJe  consider^. 

Cet  angle  a  pour  mesure  la  moitiä  de  l'arc  AC  compris  cDtre  « 

cftteB,  ou -^ .  En  effet,  menons  au  point  de 

contact  A  le  diamfetre  AD.' 

L'ang-leBAD  est  droit,  et  il  a  poof  lueeure 

a  moiÜ^  de  l&  demi-circMif^iice  ACD  ou 

AC  ,  CD  .    ,  .    „       ,    . 

— -| — T-  ;  mais  la  mesure  de  i  aogle  ins- 
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Oo  voit  4«  ibAbk  qne  la  mesnre  de  l'angle  CAE  est  igale  &  la 
nwitie  de  l'arc  CD  plus  la  moiti^  de  i'aic  DBIA,  ou  la  mmti^  de  l'arc 
CDHA. 

THEOR^rm 

S31.  —  üu  wtgte  BAC  forme  par  une  corde  BA  et  le  piotonge- 
ment  AC  d'um  emtre  corde  DA  a  pour  me- 
sure la  demi-»omme  des  arcs  BMA ,  A  ND  son»- 
tendus  par  les  deax  cordes. 

Menons  la  droite  BD.  Dans  le  triangle 
BAD,  l'aagle  exterieur  B.\C  est  la  somme  des 
aoglesBetDqui  ne  lui  sontpoint  adjacents; 
mais  l'angle  B  a  poui  mesure  la  nuüti^  de 
l'arc  AND,  et  l'angle  D  la  moitie  de  faire 
BMA. 

L'an^e  BAC  aura  donc,  lui  aussi,  pour  .-g 

mesure  la  denai-somme  de  ces  deux  arcs. 

THEOBfeHB 

232.  —  On  an^  dont  le  touimet  est  ä 
rint&ieur  d'un  eerele  a  pour  memre  la  dem- 
somme  des  arcs  compris  entre  ses  c6th  tt 
imrs  proUmgements. 

Soit  l'angle  interieur  BAC. 

^  .  En 

effet,  menons  la  corde  CE.  ^"^   ^^■ 

L'angle  BAC,  ^tant  estörjeur  au  triangle  AEC,  est  egal  k  la  somnic 

desaagleaEet.C;  mais  Tangle  E  u  pour  mesure— ',  et  l'angte  C  a 


THEOREME 

233.  —  Uü  angle  formS  par  de>i.r  sicaiües  qui  se  eoupent  hors  da 
eercle  a  paar  mesure  la  demi-diffe'rence  des  arcs  comprii  entie  .*C3 
cöte'g.  . 

Soit   l'angle  A  forme  par    les    sccaiiles  ' 

AB,  AC. 

n  .        ,                               BC      DE    _ 
Get  angle  a  pour  mesure  -^ — .  En 

effet,  menons  la  eorde  CD,  L'angle  BDC  Hunt 
extörieur  au  triangle  ACD  est  egal  ü  la  somine 
des  angles  A  et  C;  par  guito,  l'angle  A  est 
^gal  ä  la  dilT^rence  des  angles  BDC  et  C; 

mais  BDC  a  pour  mesure  —  et  C  a  potir  me- 
sure  —  :  donc  l'angle  A,  dilTerence  de  ces  .^a 

BC      DE 
dcux  angles,  a  pour  mesure  —  — — . 

234.  Remarque.  —  II  est  evident  que  cette  demonstratioa 
est  ind^pendante  de  la  grandeur  des  arcs  BC,  DE.  Elle  s'applique,  par 
consequent,  au  cas  oü  Tun  des  cötes  de  l'angle  ou  tous  les  deux  sont 
tangents  k  la  circonf^rence. 

DoQC : 

10  Un  angle  A  form4  par 
une  s^cante  et  une  tangente 
Ä  un  eercle  (fii}.  161)  a  pour 
mesure  la  demi-difference  des 
arcs  BC  et  DC  compris  entre 
ses  cöt^B ; 

2"  Un  angle  A  forme  par 
deux  tangcntes  k  un  eercle 
QSj.  162)  a pour  mesure  lade- 

mi-difförenee  des  arcs  BMC,  „„   ic,  ,cn 

„.,„  .  .,,  '  PIO.  161.  FIG.  163. 

BNC  compris  entre  ses  cötes. 

L'angle  A,  forme  par  les  deux  tangentes  issues  de  ce  point,  eal 
l'angle  sotis  lequel  on  voit  le  eercle  0  du  point  A. 

TH^OR^HE 

235.  —  Les  anriet  oppot^s  d'un  quadrilatere  amvexe  inscrit  dans 
un  eercle  sont  supplimenlmres. 


y 
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Stii«nt  lesanglesA  et  C  du «inadriLat^re  inacrit  ABCD.  Lcpremier 

BGD   ,  ,  _,  BAD     , 

.a  pour  mesure  -q— «t  'e  second—^- .   Leur 

somme  a,  p*r  cons^uent,  pour  mesure  la 
moiW  de  la  circonförenc«  enti^re  ou  deux 
angleedroits:  donctes  angteeoppos^sA  etC 
sont  Buppl^mentaires. 

S36.  ClAcIprcMiueinent.tout^iHi- 

drilatire  convexe  dont  deux  ati^tes  oppose's 
sont  mppl^emtairet  est  itucriptible. 

Supposonsquedanslequadrilat^^ABCD  ^^'  '^ 

lea  angles  A  et  C  soient  BuppWmentaires.  Devivon«  la  eircoDKrence 
pasaant  par  ka  troia  pointt  A,  B,  D.  L'aUgle  A  a  pour  mesure  la 
moitiß  de  l'arc  BMD;  l'angle  BCD  lui  ätant  suppl^menlaire  p«r  hypo- 
th*Be  a  pour  meaure  la  looitic  de  l'arc  BAD;  or,  poar  que  l'angle 
BCD  ait  cette  mesure,  il  faut  que  son  sommet  C  aoit  sur  ta  circonK- 
rence  passant  d^j&  par  les  trois  points  A,  B,  D. 

D'apröa  ce  th^röme,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  quadrilatöre  convexe 
ait  deux  angles  oppos^s  euppl^mentaires  pour  qu'i!  soit  inacriptible. 


aiAPITRE  IV 

HouTement  de  rotatlon  autonr  d'tm  point  et 
däplacement  d'une  Hgure  plane  de  forme  inva- 
riable. 


S37.  D^naHioa.  —  On  dit  qn'une  ügure  F  d'un  plan  P  est 
anim^e  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  pjtnt  ßr«  0  de  ee 
plan  (ßg.  164),  lorsque  tous  les  points  de  cette  figure  parcourent,  en 
möBie  temps,  et  dans  le  mäme  sena,  des  orcs  de  cercle  dont  le  pointO 

est  le  centre. 

THBOKEUB 

238.  —  Le*  divers  points  A,  B,  C...  d'une  figure  plane,  de  forme 
invariable,  animäs  d'un  mouvement  de  rolalian  autour  dtteentre  0,  se 
d^lacmt  en  d^crivant,  dans  le  mHne  sens,  des  arcs  aurquels  corres- 
pondent  des  angles  igaux  au  centre. 

Soit  d'abord  (fig.  164)  lea  deux  points  A  et  B,  ces  pointt  ajant,  par 
exemple,  dferit  des  arcs  AMA'  et  BNB',  il  faut  d^montrer  que  les  ■ 
angles  AOA',  BOB'  qui  correspondent  k  ces  arcB,  Bont  ^gaux. 

DSDNäTBIB,  5 


MOUVEUENT  DE 

En  effet,  par  hypothöse,  les  angles  AOA'  et  BOB'  sont  egaux.  Or, 
si  de  l'angle  total  AOB',  nous  retranchons  successivement  les  deux 
angies  4gaax  BOB'  et  AOA',  les  deui  restes  ou  les  angles  AOB  et  A'OB" 
sont  aussi  ^gaux.  Mais  de  l'egalite  de  ces  derniers  angles,  il  ri5sulte 
qiie  les  triangles  GAB  et  GAB'  sont  egaux  conime  ayant  un  angle 
6gal  compris  entre  cötes  respectivement  egaux  :  donc  AB  est  ^gal  & 
Aß'.  Oii  demontrerait  de  möme  l'egalitö  des  cötes  AC  et  A'C,  BG  et 
B  G',  puisque  l'angle  CGC'  est  egal  ä  AOA'  et  ä  BOB'. 

Dien  que  nous  nous  soyons  arröt^  ä-la  consideratron  de  trois  points^ 
il  est  evident  que  ces  demonstrations  sont  generales, 

theor£:ue 

340.  —  Tout  deplacemmt  dune  ßgure  plane  de  forme  invariable 
dans  soH  plan,  se  ramene  ä  une  translation  ou  ä  une  rotation. ' 

Soient  deux  positions  AB,  A'B'  d'un  cöte  d'un  polygone  mobile 
dans  son  plan  (ßg.  166,  ßg.  167  et  ßg.  168). 

n  faul  d^montrer  que  la  deuxiöme  position  A'B'  a  cte  obtenue  par 


FIG.    166.  FIG.   167.  FIG.    168. 

translation  ou  par  rotation. 

Or,  deux  cas  se  presentent  :  .-\B  et  A'B'  sont  paralleles  ou  se 
coupent  en  un  point. 

1"  Si  ces  droites  sont  paralleles  la  position  A'B'  a  ete  obtenue  par 
translation  (139). 

2»  Si  IcB  droites  AB  et  AB'  sont  concourantes,  le  cöt^  AB  a  pu  ötre 
amene  en  A'B'  par  une, rotation,  et  c'est  ce  qui  va  ötre  espliquö. 

II  semble  a  priori  que  la  position  A'B'  (ßg.  166)  soit  le  r^sulfat 
d'abord  d'üne  translation  de  AB  en  A  'B',  puis  d'une  rotation  en  A'B', 
ou  {ßg.  167)  d'abord  d'une  rotation  de  AB  en  A'B,  puls  d'une  transla- 
tion en  A'B';  ^ais  il  n'en  est  pas  ainsi,  une  seule  rotation  peut 
amener  ce  r^siiltat. 


l^^^M'^- 


,»%•»*■•■•'(  / 


>  ••  '^  1 


?,>^ 


Li  VRE  U.  —  L£  CBRCLK 


En  eilet,  U  est  facile  de  voir  que,  s'iL  y  a  rotatioa,  fe  centre  de 
JK^üition  doit  se  trouver  h  la  fois  sur  la  perpendiculaiire  MO  ^lev^e  an 
nulieu  de  la  corde  AA'  et  sur  la  perpeodiculaipe  NO  ^ley^e  au  milieu 
de  La  corde  BB  :  ce  eentre  est  doDc  ie  point  0. 

Cr,,  pour  (^'on  puisse  amener  le  c6t^  AB  &  la  positioD  A.V  par 
m^  rotatioa  autour  du  point  0,  ü  faul  et  ü  mffit  que  les  denx  angles 
AOB  et  A'OB'  sotent  ^gaux,  et  c^est  pr^is^ment  ce  qui  a  lieu ;  car  les 
triangles  AGB  et  A*Off  aont  ig&ax  comme  ayant  les  trois  c6t^  ^ganx 
^tacun  k  chacun.  Si  donc  le  c6t^  AB  toorne  dans  son  plais  ayant  Ie 
point  0  pour  centre  de  rotation,  le  point  A  viendra  en  A'  et  le  point 
B  en  B'« 

Donc,  tout  deplacemmt  d*une  figure  plane  de  forme  invariable  dans 
ean  plan  se  ramene  d  um  translation  ouä  une  rotation,  II  y  a  transla- 
iiim^  lorsque  deux  positions  d'un  m^me  c6t^  sont  des  droites  paral- 
leles et  de  mi^me  sens ;  il  y  a  rotation  dans  les  autres  cm. 
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CHAPITRE  V 

Usage  de  la  r^le  et  du  compas.  —  Bapporteur. 
—  PraldtaGtes  616mentaires  et  lieux  g6om6- 
triques. 


pr.  _  USAGE  DE  LA  REGLE  ET  DU  COiMPAS;  RAPPORTELH 


r  . 


241.  —  Nous  avons  parle  de  la  r^gle  et  de  ses  divers  usages 
ä  la  fin  du  premier  livre,  il  n^en  sera  donc  plus  question  dans  ce 
chapitre. 

242.  Compas.  —  Le  compas,  que  tout  le  monde  connait,  est 
forme  de  deux  branches  metalliques  mobiles,  reunies  par  un  axe  a 
Fune  de  leurs  extremites  et  terminees  k  Tautre  par  des  pointes  ordi- 
nairememt  d'acier. 

Une  vis  placee  en  töte  du  compas  sert  k  regkr  Ie  frottement 
autour  de  Taxe.  Ce  frottement  doit  ötre  assez  doux  pour  permettre 
d^ecarter  ou  de  resserrer  les  branches  du  compas  gans  secousses  ni 
effort ;  cependant,  il  faut  qu'il  soit  süffisant  pour  maintenir  invariables 
les  branches  de  Tinstrument  lorsqu'on  le  manie. 

Le  compas  sert  ä  prendre  des  distances;  mais  on  l'emploie  sur- 
tout  pour  tracer  les  circonferences  et  l'es  arcs  de  cercle.  L*une  des 
pointes  reste  immobile  et  marque  le  centre,  fautre,,  en  tournant 
autour  de  la  premi^re,  d&rit  la  circonf^rence.  L*ouvcrtürc  du  compas, 
ou  la  distance  des  deux  pointes,  est  le  rayon  du  cercle» 
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fies  ineauMiers,  Aea  cbarpentierB  et  autres  ouvriers  traTaillant  Je 
bois  fditt  vatige  du  compas  i  pmntes  secftef.  Les  deseinaieuTE  Be 
servent  du  corapas  k  poiate  de  recbtmge.  C'est  un  compas  oA  Yoa  peQt' 
remplacer  I'une  des  pointes  par  un  tipe4rgne  ou  un  f>ort*-orayon. 

S43.  Rapporieur.  —  Le  rapporteur  est  un  demi-cercle 
graduä,  ordinal rement  de  corne  transparente,  ou  de  cuivre  ei  aian 
^vide.  Cet  Instrument  «ert  ä  meeurer  un  arc  ou  un  angle,  ou  bieo  4 
construire  un  arc  ou  un  angle  de  grandeur  donn^e.  Le  bord  circulairt. 


FIG.   109. 

ou  lin^e  de  l'inBtrument  est  divise  en  180  degres  (quelquefois  en 
demi-degr^s).  Les  divisions  sont  indiqu^es  de  iO  cn  10  degr^s  et  la 
gE'aduation  est  double,  afin  que  Ton  puisse  mesurer.ee  arcs  de  di-oite 
A  gaucbe  ou  de  gaucbe  k  droite.  La  Hgne  AB,  qui  est  un  diamätre,  ee 
nomme  ligne  de  foi.l\  eziste  en  son  milieu  une  l^gäre  echancrurc  0, 
qui  est  le  centre  du  rapporteur. 

Pour  mesurer  un  angle  BOC  avec  le  rapporteur,  on  place  le  centre 
de  l'instrument  au  somniet  de  l'angle,  en  0,  et  l'on  dirige  la  ligne' de 
foi  sur  Tun  des  cöt^s  OB.  Le  limbe  coupe  akirs  le  sccond  cöt^  OC  en 
un  point  L.  La  division  du  limbe  qui 
rorrespond  ä   ce  point  fait  connattre 
la  valeur  de  l'angle  BOC.  Dadsla  flgure 
469,  l'angle  BOC  vaut  35». 

Pour  construire  avec  Je  rapporteur, 
en  un  point  A  (^p.  170)  d'une  droite 
donn^e  MN,  un  angle  6gal  ä  un  angle 
donn^  B,  ob  comuience  par  mcEurer 
l'angle  B,  puis  on  place  ie  centre  du 
rapporteur  au  point  A,  et  la  ligne  de 
foi  dauB  la  direction  MK ;  cnsuite  on 
marque  sur  lepapieruo  point  I  qui  cor-  .^^   j^q 

respond  ä  la  valeur  de  l'angle  donnö. 

Enfln  on  möne  AI,  et  l'on  a  l'angle  demande,  car  l'angle  lAK  a  1» 
möme  mesure  que  l'angle  donn^  B. 


LIVRE  II,   —  LE  CERCLE 

iir  est  «n  mstrument  trfes  utile  en  gtometrie;  mais 
|ii'il  soit  exact,  liest  donc  necessaire  de  s'aesurer  de 
I  rapporteur  avant  d'en  faire  ugage. 
3D  mesure  un  angle  comme  il  vient  d'ätre  indique 
on  fait  tourner  le  rapporteur  de  maniere  que  son 
jours  au  somiuct  de  l'angle.  II  est  evident  que  si 
nt  egales,  il  s'entrouvera  toujourg  le  möme  nonibre 
le  l'angic  dans  toutes  les  poeitions  occupees  par  te 


PllOKLEMES  ELEMENTAIUES  ET  LIEUX 
UliOMETRlQUES 

PROBI^MK 

n-er  une  perpenäiculaiir  au  milieu  d'une  droite  .AB. 
et  B,  avec  une  ouverture  de  compas  arbitraire,  mais 
la  moiti^  de  AB  ' ,  on  d^cHt  deux  arcs  de  cerclequi  se 
n  D,  etla  droite  CD  est 
ire  demand6e;  carles 
tant  eqiiidistants   des 
ppartiennent  k  la  per- 


i'eesurle  milieu  de  AB: 
E,  qui  est  en  möme 
perpendiciihiire  et  sur 
leu   de  cette  derniörc 


i»i*que.  —  On  voit 

iiction  est  aussi  la  solii- 

e  Probleme  :  Part(u/er 

2  pariies  Egales. 

une  construction  identique  sur  les  segments  AE,  Eit, 

lartag^e  en  i  parties  egales.  En  procedant  toujours 

part.agerait  en  8,  16...  paities  egales,  c'est-ä-dire  en 

Qrties  egales  marquö  par  une  puissance  de  2. 

PROBLEME 

/■  WH  point  donne  mmer  une  perpendicalaire  ä  une 


PHOBLEMES  £L6MENTAlREß  ^ 

Prenons  les  points  A  et  B  i  ^gale  distance  da  point  0 ;  puis  des 
Points  A  et  B,  avec  une  ouverture  de 
compas  plus  grande  que  AO,  d^cnvons 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  D;  enün 
menons  DO  qui  est  la  perpendiculairc 
demandee;  car  les  points  D  et  0  etant 
^quidistants  des  points  A  et  B,  il  en 
resuUe  que  DO  est  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB  :  donc  cette  droite  DO 
est  bien  la  perpendiculaire  cherchee. 

2'  Le  point  donne  0  est  exteneur  ä  j,<3.  172. 

^   Du'DointO  avec  un  rayon  ronc^nrtöie,  decrivons  un  arc  qui  coupe 
la  droite  donnfe  en  deux  points  A  et  B.  Puls  de  ces  nr>ömes  points, 
avec  un  rayonplus  grand  que  la  moitie 
de  AB,  decrivüns  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent  en  D;   enfin  menons   OD,  qui 
sera  la  perpendiculaire  demandee. 

Car  les  points  0  et  D  etant  equidis- 
tants  des  points  A  et  B,  OD  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  AB  -. 
donc  cette  droite  perpendiculaire  ä  AB 
et  passant  par  le  point  0  est  bien  la 
perpendiculaire  demandee. 

247.  »eoiarque-  —  On  pour- 
rait  egalement  employer  l'fquerre  on 

le  rapporteur  pour  mener  la  perpen-  ^^f.    173, 

diculaire ;  la  construction  serait  facile 

et  rapide,  mais  il  est  ä  craindre  qu'elle  n'ait  pas  toujours  la  precision 
desirable  :  rimperfeetion  trop  frcquente  des  Instruments  etia  dilfi- 
culte  de  l'ex6culion  rigoureuse  des  constructions  graphiques  sont 
deux  causes  d'erreur  dont  il  faut  se  delier. 

PROBt-^HE 

248.  —  ßlever  wie  perpendiculaire  ä 
VextremitS  d'une  droite  AB  qu'oii  iie  petU 
prolonger. 

D'un  point  quelconque  0  pris  au-dessus 
de  AB,  decrivons,  avec  OB  pour  rayon,  une 
circonförence  qui  coupe  AB  en  un  point  C, 
menons  le  diamötre  CD  et  enfin  tirons  BD,  p,^   ^74, 

qui  sera  la  perpendiculaire  demandee ;  car 

l'angle  inscrit  CBD  ayant  pour  mesure  la  demi-circonf^rene  CMD  est 
droit. 

On  peut  aussi  employer  l  eauerre. 


UT BE  n.  —  LE  CEBOLS 

PBOBL.ftHE 

Par  ua  point  ionne  C,    mener  vme  peraUite  d  wu 

xmaf:  C,  abaJBSons  sur 
idiculaire  CD,  et  du 
;  menons  k  CD  )a  per- 
^E  qui  sera  la  paral- 
!,  car  deui  perpendi- 
jE'Ii  une  in6me  droite 
Mes. 


tOBlAUE 


FIG.  175. 


Eh  WM  poinl  A  d'une  droite  donnie  MN  comtruire  v/n 
■n  angle  dornte  B, 

I  comme  centre  et  avec  une  ouverture  de  compas  quel- 
fons  l'arc  de  cercle 
point  A  comme 
a  m^me  ouverture 
l'arc  ind^Qni  KL. 
s  sur  KL  Mne  partie 
enons  AI,  et  nous 
demandö:IAK=B, 
iDgles  sont  opposes 
CD  de  mäme  rayon 
:onstmction . 


ySLitUE 


.  176. 


^m-  un  point  A,  ext&Uur  ä  «iw  droite  MN,  faire  passer 

droite 

iapre- 

'.e  igal 

m^  ß. 

tquel- 

N  fai- 

!  CDN 

le    B  ;  fi«-  177. 

t  A  trafons  la  parallcMe  \V^  ä  DC.   L'angle  AEK  est 

ide,  caril  est  egal  ä  l'angle  CDN  etparsuite  k  l'angle  B. 

problJ:he 

'Kviser  un  Are  ou  «n  fmgle  en  deux  pm-ties  igales. 
e  ABC  {fig.  178)  k  diviser  en  deux  parttes  egales. 
corde  AC  et  aur  le  milieu  de  cett«  corde  4levons  la  per- 
EF.  Cette  perpendiculaire  passant  par  le  centre  E  (194) 
l'arc  ABC  en  deux  parties  egales. 


PItOBL£UES  ^flUENT&IREB 


2«  Soit  k  diviser  I'angl«  ABC  (ßg.  179)  en  deui  partie«  Egales. 

Du  poiDt  B  avec  nn  rayon  quelconque,  decrivoM  l'arc  ADC,  puia 
menons  ta  corde  AC,  enfin,  du  point  B,  abaissons  sur  cette  corde  la 
perpeadiculaire  SD  qui  divieera  l'arc  et  par  suite  l'angle  en  deui 
parties  Egales, 


FIG.  178. 
Laremarquedun''245  ä'ap- 
plique  pvidemment  au  cas  de 
la  division  d'un  are  ou  d'iin 
angle  en  un  nombre  de  parties 
Egales  marqu^  par  une  puig- 
sancc  de  2. 

253.  —  Deux  angles  BetC 
(fntt  triangie  Stant  donnis  , 
trtmver  le  troiiieme  (ßg.  180). 

£□  un  point  quelconque  A 
d'une  droite  indf!flnie  MN,  on 
fait  deui  angles  MAL,  NAK  resperti- 
vement  ögaux  aux  angles  donn^s  B 
etC ;  l'angle  LAK  est  l'angle  demande; 
car  les  trois  angles  reunis  autour  du 
point  A  valent  deux  droits. 

Pour  resoudre  ce  probli^me,  on 
pourrait  encore  faire  usage  du  rap- 
porteur  conune  au  n"  243. 

PROBL£:me 

254.  —ConsUnäreun  triangie  con- 
rtaissant  un  c4te'el  deux  angles  (ßg.  181). 

Le  troisiöme  angle  A  ötant  fa«ile  ä 
d^terminer,   nons  pouvons  supposer 


FlO.   ISI- 


que  les  angles  donnfeB  et  Csontadjaeents  au  cötedonne«. 
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Sur  une  droit«  indefinie,  prenons  une  longueur  BC  ^a,  et  Taisons 
au  point  B  un  angle  ABC  egal  ä  I'angle  B,  et  au  point  C  un  asgie 
ACBegal  ä  I'angle  C. 

Lea  droites  BA,  CA  d^terminenl  en  se  rencontrant  le  triangle 
ABC  qui  r^nd  ä  la  question  (58). 

Pour  que  le  probifime  soit  possible,  Ü  est  evident  qü'on  doit 
avoir  B  +  C  <  2  droits. 


probl£;me 

256.  —  Conntnure  u« 
triangle  comaissanf  deux  c6ti'3 
et  i'angle  qu'ils  compreiinent. 

En  un  point  B  d'une  droit'' 
indöfinie  lic,  faisons  un  angle 
ABC  ^gal  4  I'angle  B,  puis  pre- 
nons BC  ^  a ,  BA  =  c  et 
tirons  AC. 

La  triangle  ABC  ainsi  d^ter- 
minp  r^pond  i5videmment  ä  la 
question. 


PROBLEME 

856.  —  Construire  un  triangle  coiiiiaissant  deux  edles  et  I'angle 
eppose  ä  l'un  d'eux. 

On   donne  les  cöt^s  a  et  t  ei  ~ 

I'angle  A.  Supposons I'angle  donne 
aigu.  ; 

En  un  point  A  d'une  droite 
quelconqtie  MN  faisons  un  angle 
pgjit  4  l'ttngle  .\,  et  prenons  AC=:  6. 
Cela  fait,  decrivons,  du  point  C 
comme   centre   et   avec    a    pour  pic_  j83. 

rajon,  un  arc  de  cercle  qui  cou- 

pera   g^n^ralcment  MN  en  deux  poinls,  B  et  B',  sJtucs  du  mönie 
cöt^  de  l'ouverture  de  I'angle  CAB. 

Si  nous  tracons  CB  et  GB',  nous  obtiendrons  ainsi  deux  triangles 
ACB,  AGB' qui  repondent  l'un  et  l'autre  k  la  question.  Dans  le  cas 
suppos^  il  y  a  donc  deux  Solutions. 

Dlacuaslou.  —  II  est  clair  que  le  probl^me  n'est  possible  que 
Ei  l'arc  de  cercle  d^crit  du  point  G  rencontre  MN,  et  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  il  faut  que  Ton  ait  a  ou  ^gal  ou  sup^rieur  ä  la  hauteur  CD. 
Admettons  donc  que  cctte  condition  soit  remplie. 

LesdifTerents  cas  qui  peuventse  preseuterd^pendent^vidcmment 
de  I'angle  donn^  A  et  des  bngueurs  relatives  des  cöt^s  a  et  (>. 
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Supposons  successiyement  A  aifftt,  droit  ou  obtui. 

10  A  <  90».  Si  a   est  ^gal  ä  la   hautöur   CD  =  CB,   l'a 


Flu.  1M4.  fio.  185. 

cercle  est  tangent  ä  MN  et   le  triangle   rectangle  ACö  (fig.   i84) 

rt'pond  seul  ä  la  question.  Si  a  est  plus  grand   qup  CD  et  plus 

petit  que  b,   l'arc  de   cercle  coupe   MN   en   deux   points   B  et  B 

Bitues   sur  )a   portion    AN   de 

cetle  droite,  c'cst-i-dire  du  c6t^ 

de  l'oiiverturc  do  l'angle  donne 

A;  par  suite,  les  tt'iangles  .\CB, 

ACB'  (fig.  183)    ri^pondent  ä  la 

question.  Si  a  est  egal  k  b,   le 

point   B'   se    confond  avec    le 

pointA,alors  le  triangle  AGB'  se 

reduit  4  une  droite  AG  et  l'autre 

triangle  ACB  (fig.  185)  devient  ^^^    ^^  "  " 

isocöie.  Si  a  est  plus  grand  que 

b,  les  deux  points  B  et  B'  sont  Fun  sur  la  portion  AN  de  la  droite  MN 

et  l'autre   sur  la  portion   AM  (fig.  186).  Lc  premier  triangle  ACB 

repond  seul   ä  la  question.  Lc  triangle  ACB'  ne  saurait  convenir, 

puisque  dans  ce  triangle  le  cöte  a  est  opposö  k  l'angle  obtus  B'AC, 

landis  que,  par  hypothöse,  il  doit  6tre  opposfi  k  un  angle  aigu. 


FIG.  187.  Flu.  1B8. 

2"  A;=90'.  Si  «est  plus  grand  que  6,  l'arc  de  cercle  coupe  MN  er 
deux  points  B  et  B'  symetriques  par  rapport  k  A  (fig.  187).  Les  deux 
triangles  ABC,  AB'C  conviennent  donc  Tun  et  l'autre;  mais  comme 
ils  sont  ^gaux,  il  n'y  a  en  r^ftlit^  qu'une  Solution.  Si  a  est  ^gal  k  b. 
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l'arc  de  cercle  est  i&ngent  ä  HN  en  A  et  1e  triangle  ABC  D'<wt  plns 
qu'une  droite.  Si  a  est  plus  petit  que  b  le  probl^me  devient  impossihle. 

3°  A  >  90°.  L'angic  A  etant  le  plus  graad  angle  du  triangle,  le  cöf£ 
a  qui  lui  est  i^pose  doit  ätre  aussi  le  plus  grand,  Le  probl^me  D'est 
donc  posaible  que  si  a  est  plus  grand  que  b.  L'arc  de  cercle  conpe 
alors  MN  eri  deux  pointa  B  et  B'  (fig.  194)  doot  Tun  est  k  droite  de  A 
et  l'aiitre  k  gauche.  Mais  il  n'y  a  que  la  Solution  AGB  qui  convienoe, 
parce  que  c'est  dans'ce  triangle  seulement  que  le  cöte  a  est  appos^  k 
un  angle  obtus. 

La  discussion  qui  pr^cMe  se  trouve  resum^e  daos  le  tableau 


0  <  CD  0  Solution, 

a  =  CD  1  Solution  (triangle  rectangle). 

fa<6  2  Solutions. 

a  =  b  i  Solution  (triangle  isocele). 

B>6  1  Solution. 

I  a>h  1  Solution. 

^90"      a  =  /(  0  Solution. 

!  fl<ö  0  Solution. 

.  «>ö  1  Solution. 

>90'>     fl  =  ft  0  Solution,. 

(  a<ft  0  Solution. 


257.  —  Coiistruire  im  triangle  cotmaissant  les  trois  eötes  a,  b,  e. 

Prenons  sur  une  droite  ind^flnie  une  longueur  BC  ^  «,  et  du 
point  B  comme  centre,  avec  un  rayon  6ga[  k  c,  decrivons  un  arc  de 
cercle;  du  point  C  couime  ceatre,  avec  un  rayon  ^gal  ä  6,  decrivons 
un  antre  arc  de  cercle  qui  coupera 
le  Premier  au  point  A.Enfin,trasons 
les  droites  BA,  CA  et  nous  aurons 
Ävideiumcnt  le  triangle  demande. 

DiscuHBlon.  —  Pour  que  le 
Probleme  soit  possible,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  arcs  decrits  des  pints 
B  et  C  se  coupent.  La  distance  a 
de  leurs  centres  doit  donc  etre  com- 
prise  entrela  sommeet  la  diffrrence 
des  rayons  6  et  c. 

On  doit,  par  cons^quent,  avoir  ^^^   jgo 

döjä  :  «<Ä-|-c;inais  cOHimeftpeut  ■ 

rtre  plus  grand  ou  plus  petit  que  c,  il  fsut  qu'on  ait  encore  a  >  6  — c 
ow  a  >  c  —  &.  Les  conditions  nt^ceBflaires  et  süffisantes  pour  que  U 
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constniction  du  triangle  soit  possible  avec  les  trois  fötes  a.  b,  c 
.  EOBt  donc  : 

1«    a<b-\-c; 

a.  S  6>c       a>b  —  c,d'oiib<a+e. 
i  b<c       a>c— 6,d'oüc<a+6. 

De  Sorte  que  les  conditions  de  poesibilit^  sont  lea  trois  suivantes : 

«<*  +  c,        b<a+c,        c  <«-!-*. 

J3n  voit  que  le  pröbleme  est  toujours  petsibie.  si  run^ekoitque  des 
eiUi  est  moindre  q»e  ia  aamm  4ss  4eux  autres. 

PROBLEMS 

258  —  Stener  par  ita  poiat  dotir^  A 
vae  tangente  d  mm  cercle. 

1"  Le  point  A  est  stir  le  cercle. 

n  suffit  demenerle  rayon  OA  etd'^lever 
ao  point  A  une  perpendiculaire  CD.  Cette 
perpendiculaire  sera  la  tangente  deman-  ^,^   ^^ 

d*e(n4). 

9"  Le  point  A  est  hora  le  cercle. 

Joignons  le  centre  0  au  point  A  et  sur  OA  comme  diamötre  deci'i- 
vons  une  circonf^rence  qui  rencontre  la  prenüerc  aux  points  B  et  B' : 
leadroites  AB,  AB'  sont  deuxtangentes. 

En  effet,  sinous  menonslesrayons 
(B,  OB'  nous  aurons  deux  angles  OBA, 
OB'A,  inscrits  dans  une  demi-circon- 
fifreüce  :  donc  ces  angles  sont  droits, 
et  AB,  AB'  perpendiculaires  aux  extre- 
mites  des  rayons  OB,  OB'  sont  des 
laogentes  k  la  circonf^rence. 

fl69.  Remtkpqne.  — Lesdeux 
(riaigles  rectangles   GAB,  OÄB'  ont  '^'^-  ^^'■ 

niypoth^nuse   OA  de  commune,    et 

OB=OB^,  doBC  ces  deux  triangles  sont  egaux  (M);  par  suite,  tan- 
gente AB  =  tangente  AB^  et  angle  OAB  =  angle  GAB .  Pbt  coos^- 
quent,  k»  tan^entes  d  un  cerele  äsues  (Pim  mfme  point  »«nt  ^»fe», 
«f  fei  dreita  qai  Joint  ee  point  au  oentr«  äiriae  rangle  form^  par  les 
tmigenies  en  dettx  partigg  ^te$. 
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PROBLEME 

260.  —  Mmer  «  ««.  cerele  utie  tangenle  partülHe  ä  ane  droite 
donn^e  MN. 

On  mene  par  le  centre  du  cerde  une 
perpendiciilaire  k  Ja  droite  donn^e. 
Cette  perpendiculaire  rencontre  ia  cir- 
conferencc  en  deirx  points  A  et  B.  Par 
ces  points  on  tracc  dem  tangentes  qui 
repondent  &  Ia  question ;  car  ces  lan- 
genies et  Ia  droite  donnee-  MN  etant 
trois  perpendiculnires  ä  Ia  m^me  droite 
AB  sont  paralleles  entre  elles.  '      kjii.  193. 

PROBLEME 

261.  Mener  une  tangeiite  comtimne  ä  deux  cercles. 

Les  deux  cercles  peuvent  ötre  du  meme  cöt^  ou  de  part  et  d'autre 
de  Ia  tangcnte  commune,' Dans  le  premier  cas,  Ia  tangi'iile  commune 
estditeftTimmrcetinler/eM/'edanB  le  second  cas.Examinunssucres- 
sivement  chacun  de  ces  cas. 

t*  Tangente  commune  exterieure.  —  Supposons  le  proiil^me  resolu 
et  soit  AA'  Ia  tan- 
gentc  commune  aux 
cercles  0  et  0'.  Me- 
nons  les  rayons  OA, 
O'A'  aux  points  de 
eontact,  et  par  le 
centre  ff  du  petit 
cercle  trajons  OC 
parallele  ä  AA'.  Les 
rayons  OA,  O'A'  sont 
perpendiculairessur 
AA'  (174).  La  fi- 
gurc      CAAG"     est 

donc  un  rectangle  et  pjg    igg_ 

CA  :=  O'A' ;  par  suite 

OC  est  ^gale  ä  Ia  diff^renee,  OA  —  O'A',  des  rayons  donnes.  D'ail-  . 
leurs  OC  est  perpendiculaire-ä  OC  au  point  C,  d'oü  il  njsulte  qua 
si  on  d^crit  du  point  0  un  cercle  de  rayon  OC,  Ia  droite  O'C  sera  tan- 
gente  ä  ce  cercle.  Ainsi,  ta  tangente  demand^e  est  parallele  k  une 
tangcnte  men^e  du  centre  0'  k  un  cercle  dferit  du  centre  0,  avec  un 
rayon  Sgal  4  Ia  diff^rence  des  rayons  des  cercles  donnes.  Donc  : 
poor  construire  Ia  tangente  commune  exterieure  AA',  on  d^crira  un 
cercte  ayant  0  pour  centre  et  pour  rayon  Ia  diff^ence  äes  rayons  des 
cercles  donn^g;  du  point  O*.  on  m^nera  Ia  tangente  O'C  k  ce  cercle, 
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piiis  le  rayon  OA  passant  par  le  point  de  contact  C ;  en(in  au  point  A, 
on  tracera  la  parallele  AA'  k  ta  tangenle  O'C,  cette  parallele  sera  la 
tangente  demandee. 

Comme  on  peut  mener  par  le  point  0'  deux  tangentes  au  cercle 
qui  a  OC  pour  rayon,  le  probl^me  admet  une  seconde  Solution  :  les 
deux  cercles  0,  0'  auront  encore  BB'  pour  tangente  commune. 

2«  Tangente  commune  intMeure.  —  Soit  encore  la  question  resolue, 
etAA'  ia  tangente  com- 
mune intf rieure  de- 
mandee. Menons  les 
raypns  OA,  O'^A'  aux 
points  de  contact  et, 
pa^  le  centre  0',  tra- 
jons  une  parallele  O'C 
■Ä  la  tangente  AA'.  Pour 
la<  mäme  raison  que 
dans  le  premier  cas,  la 
figure  ACO'A'  est  un 
rectangle  et  AG  =  A'O'. 
La  tangente  demandee 

■AA'  est  donc  parallele  pjq^  jg5_ 

■k  une  droite  O'C  per- 

pendiculairc  ä  Tcxtremitö  d'ime  droite  OC  ögale  ä  la  somme, 
OA  +  ffA',  des  rayons  des  corclcs  donn^s.  Donc :  pour  eonstruire  la 
tangente  commune  Interieure  AA',  on  decrira  un  cercle  ayant  0  pour 
centre  et.pour  rayon  la  somme  des  rayons  des  cercles  donnes;  du 
point  0',  on  tracera  la  tangente  O'C  ä  ce  cercle,  puis  le  rayon  OC  du 
■point  de  contact;  enfin  au  point  A  oö  OC  coupe  le  cercle  OA,  on 
m^nera  une  parallele  AA'  a  la  tangente  O'C,  cette  parallele  sera  la 
tangente  demandi^e. 

Comme  par  le  point  Con  peut  mencr  deux  tangentes  au  cercle 
qui  a  OC  pour  rayon,  le  problöme  admet  encore  une  solutipn  :  les 
deux  cercles  auront  aussi  BB'  pour  tangente  commune. 

DIacussion.  —  On  voit  facilement  que  le  probieme  propose 


admet  quatre  Solutions  lorsque  les    deux  cercles   sont   ext^rieurs 
(fig.  193)  et  (ßg.  194) ;  mais  lorsque  les  deux  cercles  se  touchent  extfe- 
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rieurement,  les  tangentes  intirieures  ae  confondent  en  nne  seule 
perpendiculnire  aur  )a  ligne  des  ceotir»,  et  te  proU^e  B'adinet  plus 
que  trois  solutione  (ßg.  195).  II  n'en  admet  plus  que  denx  n  lee  cerclra 
sont  secants  (fig.  194  bis),  et  une  seote  s'ile  eoat  tang^nte  interieu- 
remeirt  {/i§.  19ü  ttr).  EnSn  il  devient  iapossible  lorsque  les  deux 
cercles  sont  ml^rieurs. 

En  nppelantd  la.  distaii«e  des  eentree  des  deux  eercles  etrjr'leurs 
rayons,  les  coßsidcratioDS  pr^c^dentes  peuvent  se  r^umer  dans  te 
tableau  ct-deseoua : 

<>  r+r' :  4  »IrtioM  !  !  .'•»«•"I"  ""»<■»"  «^ri«»m. 
'^      '  I  z  tangentes  eommunes  inteneures. 

'  i  1  tangent«  commune  inWneare. 

r-|-/-  >  rf>r — r' :  8 solutiom  —  2  tangentes communes exterienres. 
(/=r  —  r'Meolutioa  — 1  tangente  commune exterieure. 
<f  </*  — r*  :0  Solution. 

problAhb 

S6S.  —  £e  ftra  de»  points  d'un  plan  d'aü  wu  droite  est  vue  tmu 
un  angle  donn^  se  eompose  de  deux  arct  de  cercle  dgaux  et  sgmitrigati 
fttr  rapport  &  la  droite. 

Soit  MN  la  droite  qui  doit  ötre  vue 
aouB  Fangle  donn^  «, 

Si  nous  supposons  qu'un  certain 
point  A  appartienne  au  lieu  cherchi*, 
il  arrive  que  MAN  est  egal  k  l'angle  a. 

Dferivons  une  circonf^rence  pas- 
sant  par  les  trois  pointa  M,  A,  N,  Vn 
point  quciconque  E  de  l'arc  MAN  ap- 
partient  au  lieu,  car  l'angle  MEN,  par 
exemple,  inscrit  dang  ce  segment,  n 
niöme  mesure  que  l'angle  A,  ou  la 
moiti^  de  l'arc MLN.  Au  contraire,  tout 
point  I  int^rieur  ou  exterieur  &  l'arc 
MAN  n'appartient  pas  au   lieu,    car 

l'angle  MIN  est  plus  grandouplus  petit  

que  l'angle  A.  ,.,„,^ 

Les  pointa  de  l'arc  MAN  sont  donc 
les  seuls  d'oü  la  droite  MN  soit  vue  soua  un  angle  ^gal  k  l'angle  A, 
c'est-ä-dire  egal  i  l'angle  donn^  a. 

On  peut  faire  le  m4ne  raisonnemcnt  sur  l'aCc  MATV,  symetrique 
de  MAN,  donc  cet  arc  fait  aussi  partie  du  lieu. 

Le  Segment  MANeat  ce  qu'on  appelle  le  Segment  Ötpdbk  de  PangU 
d<mne  <t  d^erit  tvr  MN  ewnme  corde. 


r 
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,■  263-  «emarqu©  I.  —  II  est  facÜR  de  voir  que  la  ligne 
eoui'be  MLNL'  formen  par  les  deux  arcs  MLN,  ML'N  eet  le  lieu  des 
poiiits  du  plan  d'od  on  voit  la  ligne  MN  soiis  im  angle  egalau  Supple- 
ment de  a. 

264-  Remai*<|ue  11.  —  Lofsqiio  l'anglo.  u  est  droit  le  lieu 
devient  une  circonference  dferite  siir  MN  comme  diamöire. 

PROBLEME 

865.  —  Decrire sur  une  droitedouwe  \ßunseffmeutcapabled'un 
angte  donneC. 

Supposons  le  probltime  resolu  et  soit  AMB  le  segment  demande  et 
O  son  centre, 

Ce  centre  est  sur  la  perpen- 
diculaire  au  milieu  de  la  corde 
AB  et  aussi  sur  la  perpendicu- 
laire  k  la  tangentc  a«  point  B  : 
donc  il  est  au  point  de  concours 
O  de  ces  deux  perpendiculaires. 
Mais  les  angles  AMB  et  ABD 
sont  i^gaux,  car  Tun  et  l'autre 
ont  pour  mesure  la  nioitiä  de 
l'arc  ANB  (230).  l)one  poui- 
avoir  l'art  demande  AMB,  on 
construira  en  B-UD  angle -ABD 
egal  k  l'angle  dbnne  C,  puis  on 
^Ifevera  une  perpendiculaire  an 

milieu  de  la  droite  AB  et  une  riv..  1!)7- 

autre  en  B  ä  BD,  le  point  de 

concours  0  de  ces  perpendiculaires  sera  It  centre  du  segment.  Pour 
achever  la  eonstruction,  il  suffira  de.deciire  une  circonKrence  ayant 
O  pourcentiT,  et  OB  pour  rayon. 

11  est  evidt^nt  (26ä)  que  tous  les  angles  ingcrits  dans  le  segment 
AMB  sönt  les  sculs  qui  soient  egaux  h.  l'angle  C.  On  peut  donc  dire 
que  le  segment  AMB  est  le  lieu  des  points  d'oü  la  corde  AB  est  vue 
»oits  un  angle  egal  k  l'angle  C,  et  quo  le  segment  ANB  est  le  lieu  des 
.points  d'oä  la  corde  AB  est  vue  sous  un  angle  egnl  au  Supplement  de 
r.ingleC. 

266.  Remarque  pai*tlcult«i-e.  —  Les  questions  de 
geom<5trie  sont  en  nombre  illimite,  et  d'ailleurs  si  diverses  qu'il  est 
iinpossible  de  songer  ä  suivre  la  im^me  marche  pour  arriver  ä  les 
ii'fioudre;  mais  parmi  les  m^thodes  eii  usace,  il  en  est  deux  «lout 
jUHts  devons  dtrequelques  mots. 

La  premiöre.  In  methode  syatltetüitte-  est  employee  pour  les 
^cobl^mes  simples  et  foctles,  ceux  dont  la  Solution  ge  voit  aisement 
in«^2»4,  946,  etc). 
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I,  DOUB  avons  commenc^  pai 
pliqu^  son  exaetitude  en  i 

Bons  le  Dom  de  m^thode  an 
employer :  c'est  eile  qai  a 
tea;  c'est  k  eile  qu'on  doit 
n  de  tout  Probleme  de  g 
ci,  danB  ce  cas,  la  marcfae  k 
OQ  construit  alors,  k  la  i 
;ure  qu'on  regarde  comme 
par  Suite,  tous  les  ^l^menti 
8uite,  svec  soio,  sur  cette  : 
es  et  les  inconaues,  od  trou 
MiB  k  faire  pour  arriver  k  la 

■)■■ 

larcbe  que  l'on  suive,  ud  j 
ins  le  cas  od  l'on  s'est  rendi 
t  avoir,  et  qne  I'oq  a  ^tndii 
ssibilit4  qu'il  präsente;  en 
lent,  il  faut  en  faire  ce  qu'oi 
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Bilu^g  a  une  distance  donnäe  < 
i  plus  longue  distance  d'uD  poii 


ioignent  le  poiot  A  auK  divers 

«ne  circonKrence  0,  on  möne  u 
tst  6gal6  au  rayon,  puls  par  le 
,0A  est  le  tiers  de  l'angle  DOB. 
iKrences  passant  par  deux  poii 

suce  deos  poinls  Agalement  di» 

rintäriear  d'iui  eercle,  mener 
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76.  —  On  doime  utto  circonftrenee  0,  dexa,  poiats,  A  et  B,  en  dehors,  et  imt 
droite  io^tme  XX :  on  demande  de  d^rire  une  seconde  eirconförence  pasiaat 
jMir  iet  deuz  pöints  et  coupant  la  premiöre  de  maniöre  que  la  corde  qui  joiadra 
laa  denz  paliits  d'iQterseeüon  soft  pafaUöle  k  la  droite  donnöe. 

76.  —  Trourer  le  eentre  d*un  cerete  tracö. 

77.  -^  D^rire  avee  ttn  rayon  donnö  une  cireonförence  qui  passe  k  6gale* 
distanee  de  trois  points  donilds  Bon  en  ligne  droite. 

78.  ^-  ladiquer  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  ögales  k  une  ligne 
donnee. 


^  Dterire  avec  ua  rayon  donn^  une  circonference  qui  intercepte  sur 
deux  droüe» 4Mn£e8  des  longueurs  donnöes. 

80.  —  Döcrire  mt  eeide  qui  intercepte  une  mSme  corde  donnee  sur  trois- 
roites  donnöes. 

81.  —  La  plus  longne  corde  et  la  phis  ^tite  qui  passcnt  par  un  polnt  intö« 
rieur  ä  un  oercle  sont  deux  droites  perpendicwlMKUs,  dont  l'une  est  un  diamötre. 

82.  —  Lieu  göom^trique  des  centres  des  cercles  d*B&  rayon  donn6  et  tangent5 
k  une  droite  donn6e. 

83.  —  Tracer  deux  tangentes  paralleles  dont  l'une  passe  par  un  p%int  marquö 
sur  une  circonförence  donnee. 

84.  —  Tracer  uiXe  tangente  qui  soit  perpendiculaire  ä  une  droite  donnöe. 

85.  —  Tracer  Une  tangente  k  un  cercle  donnö  parallölement  k  une  droiter 
donnöe. 

86.-  —  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonförences  tangentes  k  deux 
droites  colicourantes  ? 

87.  —  Ijiscfire  un  cercle  dans  un  triangle  donnä  ABC. 

88.  -^  Mener  une  circonference  d'un  rayon  donnä  R  tangente  k  deux  droites 
donndes. 

89.  —  Ü^rire  une  circonförence  tangente  en  un  point  P  d'une  droite  donn6e 
et  passant  par  un  autre  point  M  dgalement  donne. 

90.  —  Mener  dans  un  cercle  une  secante  passant  par  un  point  P  et  teile 
que  la  corde  interceptee  soit  egale  k  une  longueur  donnee. 

91.  —  Mener  k  un  cercle  une  tangente  qui  fasse  un  angle  donne  avec  une 
droite  donnee. 

92.  —  Decrire  une  circonference  d'un  rayon  connu,  qui  passe  par  un  poiat 
donne  et  soit  tangente  k  une  droite  tracee. 

93.  —  Deux  points  A  et  B  sont  k  une  distance  d :  on  demande  de  faire  passer 
par  ces  deux  points  deux  paralleles  qui  soient  k  une  distance  m  Tune  ä» 
Fautre. 

94.  —  On  prolonge  le  rayon  AB  d*un  cercle  d'une  longueur  BG  egale  k  AB  ; 
on  mene  une  tangente  quelconque  MD,  sur  laquelle  on  eieve  les  perpendiculaire» 

BN,  CD  :  prouver  que  Tangle  BDG  =  --— . 

95.  —  Deux  cordes  paralleles  AG,  BD,  menees  des  extremites  du  meme 
diametre,  sont  egales. 

t 

96.  —  Lieu  des  centres  des  circonferences  tangentes  k  une  circonfer<mce 
donnee  en  un  point  donne. 

97.  —  Trouver  le  lieu  des  points  situes  k  une  distance  donnee  d'une  circon- 
ference donnee.  \ 

98.  —  Lieu  des  centres  des  circonferences  d'un  rayon  donne  r  et  tangentes 
k  une  circonference  donnee  R. 


L(\I.K  fl,  —  Li:  riT.Cl-H 

iiiiüi.4  ii'un  trianuli',  i-oiuiue  centfi 
oucIlc  Ics  lieui  autii'a. 
circonfiTcnce  d'un  rayon  donnü  et 
ico  donnics. 
■coofürcnco  de  rayon  codou  qui   en 

et  D  (itnnt  donnes.  en  Irouver  un  trc 

i  una  disUnce  N  de  B. 

leu^  circonfArences  ext^rieurCE  donn 

I  k  UDfl  droits  donnoe. 

inU  d'inleraectioD  de  deux  circooTäi 

□n  milieu  en  ce  poiDl. 

rde  AB:  eur  le  rayon  OB,  on  6iive  I 

1  däcrit  un  are  evcc  un  rayon  egal 

:AB. 

t  doanä,  combien  faut'il  de  nerirles 


conUct  de  deux  circonrüreuces  lan 
a  mine  deui  s^cnntcs.  puis  on  joir 
lirconförence,  tes  conJes  ainai  mcnäc 

qu'une  säcantB  (probUme  pi'äc^denl 

tnngentos  sont  paralleles. 

uelcoaque  pria  dans  l'intörieur  d'un 

IS  c&täs  de  cet  angle,  le  quadrilatäre 

iscriplibte. 

le  earri  Bont  les  seula  paralli^togranimes  inscripliblcs. 

at  lea  deuT  cüWs  non  parallöles  sont  Ogaux  (Irapeze 

IS  UD  cercle. 

:t  de  l'angle 

la  reclangulaires  OA.  OB.  on  fait  j;ll3ser  une  droit«  de 
demaode  le  lieu  des  milieux  des  hypolänuses  des 
'ormäs. 

gle  rectangle  ABC  et  une  perp^ndieulaire  quelconque 
In  prolonge  011  jusqu'ä  sa  rcnconlre  en  D  avec  AC  et 
nge  CO  juaqu'en  E.  Trouver  te  lieu  du  point  E.. 
in  cercle  BD  et  un  diamätre  AB.  on  ni^ne  un  rayon 
trace  CD  perpeudiculairement  sur  AB  et  l'on  prond 
du  point  M. 

Drdes  Egales  secoupcnt  ä  l'intiirieur  ou  i,  rostijiiour 
tgments  d£Ierniinäi>  sur  ces  dcui  cordes  par  le  point 
dement  igaui. 

,  se  coupent  en  deui  points  P  et  Q  et  quo  par  le  point 
<  qui  leg  reneontre  en  A  et  B,  l'an^e  AOB  est  constaiil 


\ 
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120.  —  Si  Ton  Joint  IfiB  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  ABC,  on  obtientruii 
second  triangle  dans'  lequel  les  angles  ont  pour  bissectrices  les  hauteurs  du 
Premier.       , 

121  —  Sur  un  rayon  OA  pro  longo  on  616ve  une  perpendiculaire  DE;  puis 
par  le  point  A  on  m^ne  la  söcanle  ABC,  et  les  tangentes  CD,  BE.  D6montrer 
que  AE  =  AD. 

122.  —  On  prend  un  point  P  quelconque  sur  le  diamötre  d'un  cercle,  on  le 
Joint  ä  Textr^mitö  A  du  rayon  AO  perpendiculaire  au  diamötre  OP,  puis  on  pro- 
longe  AP  jusqu'ä  sa  rencontre  avec  la  circonförence  en  B  et  Ton  möne  la 
tangente  BG.  Dömontrer  que  CB  =  GP. 

123.  —  Si  par  le  point  A,  milieu  d'un  arc  BAG  d'une  circonförence,  on  möne 
deux  Cordes  quelconques  AD  ei  AE  qui  coupent  en  F  et  en  G  la  corde  BG.  le 
quadrilatöre  DFGE,  ainsi  obtenu,  est  inscriptible. 

124.  —  Les  bissectrices  EF,  GH  des  angles  formös  par  les  e6t6s  oppos6s  d'un 
quadrilat^re  ABGD  inscriptible  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

125.  —  Si  deux  cordes  AB  et  GD  se  coupent  dans  un  cercle,  la  somme 
AG  4-  BD  des  arcs  qu*elles  interceptent  est  ^gale  k  la  sbmme  des  arcs  interceptös 
par  les  deux  diam^lres  paralleles  ä.  ces  cordes. 

126.  —  Soient  le  cercle  circonscrit  ä  un  triangle  ABG  et  H  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs;  si  Ton  prolonge  la  hauteur  G6  jusqu'en  F,  on  aura 
HG  =  GF. 

127.  —r  Les  cötäs  oppos^s  d'un  quadrilatöre  circonscrit  k  une  circonförence, 
ajoutes  deux  ädeux,  donnent'des  sommes  egales. 

128.  —  Indiquer  le  lieu  des  points  de  d6part  des  tangentes  4  une  circonfö- 
rence  donn^e  Egales  ä  une  droite  donnee. 

129.  —  Le  diamötre  de  la  circonförence  inscrite  dans  un  triangle  rectangle 
est  ögal  k  Fexcös  de  la  somme  des  c6täs  de  Tangle  droit  sur  l'hypot^nuse. 

130.  —  lo  Les^  Segments  döterminds  äur  les  c6tös  d^un  triaiTgle  par  les  points 
de  contact  du  cercle  inscrit  et  d'un  des  cercles  ex-inscrits  sont  ^gaux,  chacun 
au  demi-pörimötre  moins  un  c6te ;  ^  la  somme  de  ces  Segments  est  ögale  au 
demi-p6rim6tre. 

131.  —  Deu^  circonferences  0  et  Ö'  ötant  tangentes  intörieurement  au 
point  A,  et  BG  ötant  une  corde  de  la  grande  circonförence  tangente  en  D  &  la 
petite^  la  droite  AD  est  la  bissectrice  de  Tangle  BAG. 

132.  —  Une  circonförence  ätant  tangente  aux  deux  c6täs  d'un  angle  ABC, 
si  on  mdne  une  troisiöme  tangente  DF  k  Tarc  AG,  !<>  le  triangle  DBF  a  un  pöri- 
mötre  constant  quel  que  soit  le  point  6  pris  k  volonte  sur  Tarc ;  2«  Tangle  DDF 
est  aussi  constant. 

133.  —  Deux  cercles  ötant  donnös,  mener  une  söcante  ielle  que  les  cordes 
ntercept^es  par  les  deux  cercles  aient  des  longueurs  donnöes. 

134.  —  Lieu  des  sommets  des  triangles  ayant  la  m^me  base  et  l'angle  au 
sommet  dgal  k  un  angle  donnä. 

.  135.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  dans  ces  mSmes  triangles. 

136.  —  Lieu  des  points  de  concours  des  hauteurs  de  ces  mSmes  triangles. 

137.  —  De  tous  les  triangles  inscrits  dans  le  m6me  segment  de  cercle,  le 
triangle  isocöle  a  le  plus  grand  pörimötre. 

138.  -^  Les  positions  A,  B,  G  de  trois  clochers  ötant  marqu6es  sur  une  carte, 
indiquer  sur  cette  carte  la  position  M  d'une  maison  de  laquelle  ont  ötö  observds 
les  angles  AMB,  BMG  que  forment  entre  elles  les  droites  horizontales  men6es  de 
la  maison  aux  trois  clochers. 

139.  —  Les  circonferences  qui passeat  par  deuj^  äouimeUi  dun  triangle  ABC 
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«I  par  le  point  de  conooura  H  dff  fumtaars  tont  Egales  4  In  cireonfftrenea 
^'.  circonscrite  au  triangle. 

140.  —  Trouver  idans  le  plan  d^n  triipgle  un  point  d'oü  l'on  voie  las  troia 
tbt^  sous  des  angles  ögauz. 


Construire  un  triangle  isoctie  eonnal«sa^|; 
141.  —  La  base  et  l'angle  du  sommet. 
148.  —  L'angle  au  aommet  ei  la  ÜauteuK. 
148.  —  La  base  et  le  rayon  du  eercle  ins^iplt. 

144.  —  La  base  et  le  rayon  du  eercle  circonscrfit 

145.  —  Le  p^rimötre  et  la  bauteur.  ^ 
Construire  un  triangle  rectangle  connaiasant ;      '  f^  ^ 

146.  —  L'hypot6nuse  et  un  angle  aigu. 

147.  —  L'bypotönuse  et  un  c6tö  de  l'angle  dfoit. 

148.  —  L'bypotönuse  et  la  bauteur  correspondante. 

149.  —  Un  c6tö  de  Tangle  droit  A  et  la  bauteur  issue  de  A* 
160.  —  La<mMiane  et  la  bauteur  issues  de  Tangle  droit. 
151.  —  Un  c6tö  de  l'angle  droit  et  le  rayon  r  du  eercle  inserH. 
158.  —  Le  rayon  r  du  eercle  inscrit  et  un  angle  aigu. 
158.  —  Un  angle  aigu  et  la  somme  des  deux  c6t6s  de  l'angle  droit. 

154.  —  Un  angle  aigu  et  la  difförence  des  deux  c6t^  de  l'angle  droit . 

155.  —  Construire  sur  une  base  donnöe  AB  un  triangle  CAB  reetangle  en  A» 
tel  que  l'bypotönuse  CB  et  le  c6t^  CA  fassent  ensemble  une  aomme  double  du 
c6td  AB. 

Construire  un  triangle  connaissant : 

156.  —  Les  milieux  des  trois  c6tte. 

157.  —  Deux  c6t^s  et  l'angle  opposö  k  Tun  d*eux» 

158.  —  Le  pörimötre  et  les  angles.  : 

159.  —  Le  pärimötre,  un  angle  en  grandeur  et  un  point  du  troisidme  cöt^ 

160.  —  Un  c6tö,  un  angle  adjacent  et  la  somme  des  deux  autres  c6tte. 

161.  —  Un  c6tö,  l'angle  adjacent  et  la  difförence  des  deux  autres  eötös. 

162.  —  Un  c6tö,  l'angle  opposö  et  la  somme  des  deux  autres  c6t^s. 

163.  —  Un  e6tö,  l'angle  opposö  et  la  diff^renee  des  deux  autres  c^tös. 

164.  —  Les  angles  et  la  somme  de  deux  cöiäs. 

165.  —  Le  rayon  du  eercle  circonscrit,  un  c6tö  et  un  angle  adjacent. 

166.  —  Le  rayon  du  eercle  cireonscrit  et  les  angles. 

167.  —  Le  rayon  du  eercle  cireonscrit»  un  e6tö  et  une  bauteur  (2  eas). 

168.  —  Le  rayon  du  eercle  inscrit  et  les  angles. 

169.  —  Le  rayon  r  du  eercle  inscrit»  un  cötö  et  un  angle  (2  cas). 

170.  —  Le  rayon  r  du  eercle  inscrit,  un  angle  et  la  bauteur  correspondanta. 

171.  —  Le  raytn  r  du  eercle  inscrit»  le  rayon  r^  du  eercle  ex-inserit  et  ua 
angle  A  (2  cas). 

172.  —  Les  centres  des  trois  cercles  ex-inscrits« 

173.  —  Les  trois  angles  et  l'une  des  bauteurs. 

174.  -r  Un  angle»  la  bauteur  et  la  bisseetriee  issue  de  l'angle  donnA. 
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175.  ~  Les  pieds  des  irois  hauteurs. 

176.  —  Un  c6tö»  un  angle  et  une  hauteur  ($  cas). 

177.  —  Deux  c6U8  et  une  hauteur  (2  cas). 

178.  —  Un  angle  et  deux  hauteurs  (2  cas). 

179.  —  Un  c6tö  et  deux  hauteurs  (2  cas). 

180.  —  Deux  c6tös  et  une  mediane  (2  cas). 

181.  —  Les  trois  mMianes. 

182.  —  L'angle,  la  hauteur  et  la  mediane  issues  du  m6me  sommet 

183.  —  Les  angles  et  une  mediane. 

184.  —  Construire  un  carrö  connaissant  sa  diagonale. 

185.  —  Construire  un  carrö  connaissant  la  somme  ou  la  diff^rence  de  son 
€6tö  et  de  sa  diagonale. 

Construire  un  rectangle  connaissant : 

186.  —  Un  de  ses  c6t6s  et  Tangle  des  diagonales. 

187.  —  Son  pörtmdtre  et  sa  diagonale. 

188.  —  Son  p^rimötre  et  Tangle  des  diagonales. 

189.  —  La  diifdrenee  de  deux  c6tös  et  Tangle  des  diagonales; 
Construire  un  losange  connaissant : 

190.  —  See  diagonales. 

191.  —  Le  c6tö  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

192.  —  Un  angle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit 

193.  —  Un  angle  et  une  diagonale. 
Construire  un  paraUölogramme  connaissant : 

194.  —  Les  diagonales  et  un  c6t^. 

.'  195.  —  Les  diagonales  et  leurs  angles. 

196.  —  Un  cötö,  un  angle  et  une  diagonale. 

197.  —  Un  eöib,  une  hauteur  et  un  angle  (2  cas^* 

198.  —  Une  diagonale,  un  angle  et  le  pörimötre. 
Construire  un  trapöze  isocöle  connaissant : 

199.  —  Les  hases  et  un  angle. 

200.  —  Les  bases  et  la  hauteur. 

201.  —  Les  bases  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 

202.  —  Une  base,  la  hauteur  et  Tun  des  c6tös  ögaux. 

203.  —  Les  bases  et  la  diagonale. 

204.  —  Construire  un  trapdze  queleonque  connaissant  les  quatre  c6tes. 

205.  —  Construire  un  trappe  connaissant  les  bases  et  les  diagonales. 

206.  —  Construire  un  pentagone  connaissant  les  milieux  des  cinq  c6i6e. 


LIVRE    III 
:URS    PROPORTIONNEI 


CIIAIMTRE    PREMIER 


roportion.  —  Parallöle  ä  l'un  c 
d'un  triangle. 


I".  —  ItArPORT  ET  PROPOllTION 

Difinilions. 

ippellc  rapport  de  deux  grondnirs  tln  m 
iprime  comment  la  premi&re  est  compoi 

mple,  qwe  le  rapporl  de  deux  grandcur 
l  faire  conuattre  que  !a  premiere  est  ö 
ou,  cn  d'autres  terrnes,  qu'elle  est  ö  fois  p 

7 
;e  le  rapport  de  deux  grandeiirs  est-,  Ci 

Mmposee  de  sept  fois  le-dn  la  seronik 

les  de  la  seconde. 
e  deux  li^nes  quel- 
i  le  rapport  des  nom- 
3nt  leiirs  longueurs 
i  iDÖme  unit^,  l'ar 
t  b  representcnt  les 
{urent  les  longueurs 


lomme  proportion  l'expression  de  l'egali 


1;T  VllOl'ORTlOK 


rapports.  Si  donc  qiuiLn'  droiles  A,  ß,  C,  D  sont  tclles  que  le  rapport 
*  des  deux  premiöres  soit  ('gal  j\  celui  äea  deux  dernieres,  ces  quatrt 
üsnes  forment  !a  proporlioii : 


La  ligne  D  est  ditc  qiuttrieine  proporttoimelle  aiix  trois  preniieres 
A,  B,  C.  ^ 
.     Lorsque  dane  la  propoition  (l)oii  a  B  =  C,  eile  devii'iit : 

AB 

Dans  ce  cas  la  ligno  D  est  une  troisieme  proporU(fnHeile  aus  droiles 
A  et  B,  et  la  ligne  B  unc  moyeime  proportienmlle  entre  A  et  D. 
La  Proportion  (2)  donne 

Bä  =  AXD. 

Le  c^rre  d'unc  moycnne  proportionnelle  ä  deux  lignes  est  donc 
egal  au  produit  de  ces  lignes. 

D'apcfes  cc  qui  prec^dc,  deux 
droites  AB,  CD  sont  pai-tag^es 
en  partiesproportionnelles  par 
les  points  E  et  F,  si  les  döux 
Segments  de  la  premjerc.  for- . 
iment"uii'rapport  ^gal  i'  celui 
des  deux  segments  de  la  se- 
conde,  et,  dans  ce  ca8,on  a  : 


209.  _  Sur  une  droüe  Hviit^  AB,  il  existe  m«  point  et  un  seul, 
dont  le  rapport  des  distances  aux  points  A  et  B  soit  egal  ff  un  rapport 
donn6. 

Supposons  le  rapport  donne  6g&\  ä  - . 

1"  II  y  a  un  point  M 

En  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^1 

AB  peut  4tre  partagee  cn  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^" 

3+5ou8partie3  egales.  fig.  200. 

Or,  61  nou8  prenons,  en 

partant  du  point  A,  'i  de  ces  parties,  le  point  M,  ainsi  d^lermine, 
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loQJonrs  infi^rieur  k  Tunite ;  et  comme  MA  =  MB  —  AB,  on  peut 
^ire : 

MA_MB--AB_         AB 

MB  MB  MB 

MA 

On  voit  que  T^tude  du  rapport  rr=r  dont  les  deux  termes  sont 

MB 

VB 

variables  peut  ^tre  remplacee  par  celle  du  rapport-— ,  dont  le  dino* 

MB 

minateur  seul  est  variable. 

Or,  si  M  est  tr^s  loin  k  gauche  de  A,  le  denominateur  MB  est  tr^s 

AB 
grand,  et,  par  suite,  ^i^est  tr^s  petit.  £t  comme  la  distance  MB  peut 

MA 

depasser  toute  grandeur,  il  en  resulte  que  rr^  peut  Mre  aussi  voisin 

MB 

de  1  qu^on  le  desire.  Mais  k  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  de  A, 

AB 

le  denominateur  MB  diminue  ;  par  suite  la  fraction --— augmente ;  il 

MB 

arrive  alors  que  le  rapport  — -  diminue  et  devient  ^gal  k  8,  lorsque  le 

MB 

point  M  esten  A ' .  Ainsi,  ägatidie  du  point  A  le  rapport  comidSre  dicroit 
Swm  maniire  conttnue  dei  ä  i.  Donc,  il  a  passe  une  fois,  et  une  fois 
seulement,  par  toute  valeur  comprise  entre  1  et  0.  Donc  on  a  eu  une 

fois  seuJement— -  =  — ,  si  la  valeur  donnee  — est  comprise  entre 

MB      »  n 

iete. 

2^  Le  point  mobile  M  est  devenu  M'  entre  A  et  B. 

M'A 

Lorsque  le  point  mobile  va  de  A  en  B,  le  rapport  Tjp^  augmente, 

puisque  son  numerateur  crolt  en  m^me  temps  que  son  denominateur 
d^roft.  Quand  le  point  mobile  atteint  le  milieu  0  de  AB,  il  arrive 

que  les  deux  termes  du  rapport  sont  egaux,  et  alors  on  a  tt7^=1. 

M 15 

M'A 
LcHTsque  le  point  mobile  a  passe  le  point  0,  le  rapport  — ^  continuie  a 

M  B 

augmenter  k  mesure  que  M'  se  rapproche  de  B,  car  son  numerateur 
augmente  et  tend  vers  AB,  tandis  que  son  denominateur,  au  contraire. 


i.  Cela  est  facile  ä  comprendre,  car  dans  le  cas  oü  le  point  M  est  en  A,  on  a 
MA  =  0  et  MB  =  AB  de  sorte  que  I'^galite 

MA_         AB 

MB  ~"         MB 

se  cliange  6n  cette  autre  :  0  =  1  —  1  =  0. 


LONCUEURb  l'KOl'OHTlüXKEt 

t;  par  suite,  Ic  nipport  con 
randcs;  et,  lorstjiic  Ic  jxiii 

rt  devient  —  et  döpasse  n 

ime  ce  fait  cn  disunt  que  le  i 
(  eonsidere  croit  d'itne  mm 
,6  unc  fois  et  ime  foi&.  seul 
.  I'inlini.  üunc.  oii  a  eu  un 

!'(!-—  iiyant  ete  qwelconqii«.-. 

st  devcnu  M"  ä  ilroite  de  B. 
nobile  M*  .parcoiirt  Ic  segnii 

ant  toujours  plus  grand 
'  constammcnt  suptVieur 
M'A^M"B  +  AB. 

firB  +  Aß_      ,    AB 
'      WH      ~    "''M'B" 

mme  nous  venons  de  Ic  vo 

n  B;  mais  ii  niesure  que 
inateur  augmente  de  plus 

AB    ,.     . 
i  fraction  -rrirr.  diminue  gr 
MB 

lite  rj^  devient  nul  et  V 
de  B  te  rappoit  eonsidei 

i  (i  i.  Done,  il  a  pass^  une 
ur  comprise  entre  rinfini  t 

—  =— ,  El  la  valeur  donn 
B      n 

i^montr^,  et  les  deux  poin 

le  rapport  —  est  inf^rieur 

I,  si  le  rapport      est  superi 

cedentes  montpcnt  que  les 
3  sculs  qui  existent  sur  la  <j 


HAPPORT  ET  PROPORTION  10!) 

I  27S.  D^finttlon.  —  Les  deux  segmehts  M'A,  MB  (/tjr.'SOS) 
dont  la  aomme  est  AB,  sont  dits  additifs;  et  les  segments  MA,  Hli 
<font  la  difference  est  AB  sont  appeles  soustractifs. 

i  U.  —  PABALLfiLE  A  L'UN  DES  COTES  DUN  TRIANGLE 
TREORl^ME  DE  Tiiti.>^s 

373.  —  Totite  parallele  «  l'un  des  cötea  iI'hii  triangle  divise  les 
deitx  autre»  en  parties  proportionnelles. 
,  Soit  dans  le  triangle  ABC  la  droite  DE  parallele  k  BC. 
II  faut  d^montrer  que 

AD_AE 
DB  ~  EG  " 

Siipposons  qu'uQC  commune  mesure  AM  soit  contciiuü  3  fois  dans 
AD  et  i  fois  dans  DB;  ces  deux  Hgnes  sont  entre  olles  comme  les 
noinbres  Z  et  %  on  a  donc 

AD_3 

ParlespoinlsdediviBion 
de  AB,  menoHs  des  paral- 
leles i  BG.  Ges  paralleles 
partagent  aussi  AG  en  cinq 
parties  egales.  Montrons 
que  deux  parties  quelcon- 
((iies  AN  et  LE,  par  exemple, 
sont  Egales. 

A  cet  effet,  menons  LP 
parallele  ä  AB;   nous  for-  i.-iq,'  2(B. 

mons  ainsi  le  triangle  ELP 

qui  est  ^gal  ä  MAN ;  parce'  quo  ces  deux  triangle»  onl  un  cöte  cggl 
.'idjacent  ä  deux  angles  egaux  chscun  b.  chncun,  savoir  :  les  cötea  LP 
ot  AM  egaux,  car  Tun  et  I'autre  sont  egaux  i  KD,  Ic  pi-emier  comme 
portions  de  paralleles  comprises  entre  paralli^Ies  et  le  second  par 
«onslruction,  les  angles  I  et  )',  2  et  2'  sont  aussi  egaux,  car  ces 
angles  ont  leurs  cötes  respectivenient  paralIMcs  et  de  möme  sens  : 
donc  LE  =^  AN.  Le  cöte  AG  £st  donc  aussi  partag«^  eh  5  parties  egales ; 
«t  comme  3  de  ces  parties  sont  dans  AK  etSdnnsEC,  11  vrent: 
'aE_3 
EG  ~  2  - 

Mais  (ieuK  quanlitn^  (Egales  h  une  troisiöme  sont  egales  entre  elles, 
doncenßn. 


110  LlVm  III.   —  LONOtJEURS  rftOl'ORTIOKNELLeä 

Si  AD  et  OB  a'avaient  pas  de  commune  mesure,  on  truuverait,  ea 
r^p^taiit  le  raisonnement  fait  au  a"  222,  que  le  rapport  des  segmeDts 
AD,  DB  est  encore  iga\  &  celui  des  segmenis  AB,  EC. 

On  pourrait  auggi  ae  conteoter  de  dire  que  cette  demoDstrafioy 
^tant  indäpendante  de  la  longueur  de  la  commune  menure  AH,  seraiL 
encore  rigoureuse  dans  le  cas  oii  cette  commune  mesure  serait  plus 
petite  que  toute  quantit4  apprüciable,  et  par  cons^quent  dans  le  cas 
OÜ  les  lignes  AD  et  DB  seraient  imiii— mmMiililiii 

S74.  Remarque.  —  La  parallele  DE  (ftg.  203)  n'est  pas 
asbreinte  k  rencontrer  les  cöt^s 
AB  et  AG,  eile  peut  6tre 
men^e  au-deasous  de  la  ba^e 
ou  au  delä.  du  sommet,  la 
demonstratio II  reste  )a  mämc. 
Ainsi,  la  flgure  203  donne 

Ap_AE  ^„^ 

DB~EC       *^         DB~E'(:' 

275.  Corollalre  I.  — 

les  cötes  AB  et  AC  ißg.  202) 
801Ü  proportionnelt   aitx  teg-  yiQ_  203. 

inents  diterminis  par  la  pa- 
rallele DE,  soü  ä  partit  du  sommet  A  du  Iriaiigle,  sott  ä  parlir  de  ta 


En  effet 

on  a 

AB      5      AC 
AD~3      AE~ 

donc 

m 

AB      AC 
AD      AE 

i' 

AB      S   .AC 

BÜ=ä°'cE- 

donc 

^  '  BD      CE 

En  changeant  les  moyens  de  place  dans  [l]  et  [2J.  od  a  encore 

AB_AD  ,AB_ltp 
:  Ai:~AE^  AC~CE' 

376.  Corollalre  II.  —  Oeux droites  quelconques  coupe'ei  par 

des  paralleles  sont  partagees  en  parties  proportionnelles. 


PARALLELE  K  L'üN  DES  OCfltS  d'VM 

Soient  les  droites  AB,  CD  coupees  par  les  paralleles  EF,  GH,  KL. 
II  faut  prouver  les  relations  suivantes : 

Fr._GK_KB 
Fn~HL~LI)' 

A  cet  effct,  menons  par  le  point  E  une  pai-all^le  EM  ii  CD. 
O'aprös  le  corollaire  pr^>cMent,  le  triangle  EKN  donne 

EK_EG_GK 
EN""EP~  PN' 

Le  triangleEBM  donne,  d'autre 
part, 

BK      KB 


1  du  rapport  coiumun 


EP      PN      NM 
Mais  EP  ^FH,  PN=:HL  et  NM  ^LD,comme  paralleles  comprises 
entre  paralläles.  Donc  enfln 


nr=rH-     C-^-^'- 


Fll       HL      LD 


THäORfiME  (reeiproque). 


277.  —  Toute  droite  qui  partage  deur  etiles  d'aii  trumgk  e» 
parlies  proporttonnelles,  est  parallele  au  troisieme  cAte. 
Si  dans  le  triangle  ,VBC  l<i  droite 


trotte  droite  est  parallele  ä  BC. 

En  cEfet,  la  parallele  ä  ßC  menee 
piu-  le  poiat  D  doit  diviser  AC  dans 

,  /     . A  AU 
un  rapport  egal  a  —  ;  niais  comme  keü.  ?0."). 

il  n'y  a  qu'un  seul  point  de  AG  qui  puisse  jo^iir  de  cette  proprietö, 
et  que,  .par  hypoth^se,  le  point  E  forme  cette  <livisioii,  la  parallele 
consideree  passe  aussi  p«r  Ic  point  E.  et,  par  i'onsequent,  n'est  autre 
qiie  DE. 


)PRIliTä8  .»ES  BIR8KCTRICES  U'CN   TUllKQLB 


aiAPITKE   II 

i  des  bissectrices  d'un  triangle.— Lieu 
rique  des  points  dont  le  rapport  des 
es  ä  deux  points  fixes  est  constant. 


th£or£me 


a  bisseclrice  <fun  angle  inli'-rieur  oti  extirieur  d'un 
le  edle  oppose  en  iegmenU  addilifs  o«  soustractil's 
aux  c6tes  ndjacenis. 

riangle  ABC  dans  Icqiiel  AD  esl  bisäeclrice  de  Tangle 

Tiontrer  que  les  segmenls  additifs  DB,  DC  qu'elle 
r   BC  sont  proporlionnelts  au\    cätes  AB,  AC  ou 


;  parallele  i  AD  jusqu'ä  sa  rencoDtre  arec  BA  pro- 
tngle  BCE  donne 


.AE 

t  cetle  egalitü  ä 
it  trouver,  nous  * 
iufiit  de  montrer 
Z.  Or,  les  angles 
;rux  comme  cor- 
et  les  angles  2 
;oinme  alterncs- 
nc  !es  angles  1' 

lux  comme  etaat  «ob 

6gauxärangle2.  no.  _i». 

gie  ACK  est  isocele  el  AK  =  AC  :  d"oü  la  relatioa 

DB        AB 
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La  Proportion  pr^c^dente  secrit  encore,  en  changeant   les 
moyens  de  place,,     i: 


2°  Soil,  daos  le  triangle  ABC,  la  bissectrice  AD'  de'l'ftngle 
exterieur  CAF,  laquelle  forme  suf  le  cöti  Bfi  les  deux  segmenla 
soustractifsJ>'B,  D'C. 


On  aura  encore  la  proportion 

D'B  _  AB 
D'C  ""  AC  ' 

■  En  effet,  la  parallele  CE  ä  AD'  donne 


De  m6me  que  dans  le  cas  de  l'angle  interieur,  il  suffit  de 
prouver  que  AE  =^  AC. 

Or,  les  angles  1  et 
1'  sont  egaux  comme 
correspondants,  et  les 
angles  2  et  2'  egaux 
comme  aUernes  -  inter- 
nes :  donc  les  angles  1' 
et  2'  sont  egaux  comme 
etant  Tun  et  lautre 
egaux  ä  l'angle  2.  Donc 

le  triangle  ACE  est  isoc^le  *'ie.  207. 

et  AE  =  AC ;  d'oü  entin  : 


ou  encore,  comme  plus  haut, 
D'B 


TH£0R£HE  (reciproque.) 

270.  —  Si  une  droit«  Utue  dan  tommet  d'un  Mangle  dioise  te 
edU  oppoti  en  $egments  additifi  ou  touitractift  proportionneh  aux 
c&tit  aäjacenlt,  eile  est  bitseetrice  de  langte  int6rieur  ou  extirieur 
fwmi  par  ces  c6t4s. 


114  fropei£t<8  des  bisbbctbices  d'us  trunoli 

Par  hypothöse,  le  point  D  partage,  daos  le  triaogle  ABC,  le 
c6Ut  BC  en  segments  additifs,  de  sorte  qu'on  a : 

DB_  AB 
,  DC  ~  AC ' 

Je  dis  qae  AD  est  bisseclrice  de  l'angle  intörieur  BAC. 

En  effet,  entre  B  el  C,  il  existe  un  seul  point  qui  divise  BG 
dans  le  rappurt  de  AB   ä  AC;  or, 
d'apr^s  le  thöoröme  direct.  ce  point 
appartient  ä  la  bissecLrice  de  l'angle 

BAC ;  donc  la  droite  AD  a  les  points  A  ^ 

etD  de  comoiuns  avec  la  bissectrice 

de  i'angle  BAC  :  dooc  cetle  droite  i 

AD  n'est  aulre  que  cette  bissectrice. 

La  d^rtionstratioD  est  identlque- 
ment  la  mäme  pour  les  segments 
souslractifs.  F'"-  208. 

279  6m.  Calcal  dea  segrments.  — '  Connaissant  les  cötit  a, 
b,  c  d'un  Iriangle  ABC,  calculer  les  segmenU  additifs  el  les  segmentt 
souslraelifs  dilermines  sur  un  des  c6Ut  par  les  pieds  des  bissectricet 
de  l'angle  oppose  el  de  son  suppliment. 

Soient  DB  et  DC  les  segments  d^terminds  par  la  bissectrice 
AD.  On  a : 

DB         DC  DB  +  D«  a 


Pour  les  Segments 
D'B,  DC  determines 
par  la  bissectrice  AD', 
on  a  de  m^ine  : 


UTBK  III.  —  LIGTIZ  SäOUäTBIQÜBS  K^a 

Dans  le  cas  oü  l'on  voadrait  calculer  la  distance  DD',  on  aurail 

ah  ah  iabc 

»'>'='«:  + D'c  =  7+y  +  TITT  =  Ti^TF  • 

280.  —  Le  Heu  des  poinU  telt  que  le  rapport  de  leurs  ditlance* 
'  deux  pointt  fixBs  soit  constant  est  une  circonfirence. 

Soient  A  el  B  les  deux  pointa  fixes  et  —  le  rapport  conataaU 

Sur  la  droite  indeßnie  AB,  il 
existe  deuxpoiDts(271}DetD'qui 
värifient  les  retations 

^  '  DB        n 

et 
(2)  ^  =  I!L. 

^  '  D'B         n 

„  :.  .  .  F'G-  209- 

Ces    deux    poiols    fönt     par 

cons^quent  parlie  du  Heu  cherche.  II  faut  d^moDtrer  que  tont 

point  M,    du  lieu  appartieut  a  une  cirronf^rence  qui  aura  Diy 

pour  diam^tre. 

Par  hypolh^se  od  a : 


par  coDs6quent 

M.A  _  DA  _  *D'A 
M,B  ~  DB  ~  D'B  ■ 

Ce  qui  fait  voir  (279)  que  la  droite  H,Dest  bissectrice  de  Tangle 
AH,B  et  que  M,D'  est  bissectrice  de  Tangle  exterieur  supple- 
meulaire  de  AM,B.  Les  bissectrices  M,D  et  M,D'  etant  perpendi- 
culaires  l'une  a  l'autre,  l'angle  DH,D''est  droit;  donc  le  poinl  M, 
est  sur  la  circonfcrence  decrile  sur  DD'  comme  diam^lre. 

281.  R^ctproqnement,  il  Taut  demontrer  que  tont  point  H 
de  la  circonference  d^crite  sur  DD'  comme  diam^tre  est  un  point 
du  lieu,  c'est-a-dire  que 


En  elTet,  tnenons  MA,  MB,  MD  et  MD';  puis  par  le  point  B 


r 
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CHAPITRE    lil 
Trianglea  semblables.  —  Gas  de  simlUtude. 

D^finitiom. 

282. Deux  triangles  sont  dits  sendiMles  lorsqu'ila  ont  les 

angles  6gaux  chacun  ä  chacun  et  les  cötes  homologues  proportionnels. 
On  appelle  sommets  Ao- 
motogues  deux  sommets 
qiii    sont    les    sommets 
d'angles  egaux. 

On  nommG  cdt^s  ho- 
motogties  deux  cMa  dont 
les  extrem ites  correspon- 
dent  k  des  sommets  res- 
pectivement  homologues 
dans  les  deux  triangles.  p,„   21O. 

Enfln,  le  rapport  de 
deux  cöt^s  homologues  est  ce  qu'on  appelle  le  rapport  de  similitude 
des  deux  triangles. 

Ainai,  les  triangles  ABC,  A'BC  ätant  suppoa^s  semblables  ont 
pour  sommets  homologues  les  augles  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C;  pour 
cötös  homologues  AB  et  AB',  AC  et  A'C,  ßC  et  B'C;  enßn  pour 

AB 
rapport  de  similitude  la  valeur  constante  du  rapport,  tt^t;,  de  deux 

cAt^s  homologues  quelconques. 

THlftOB&HE 

283.  —  Tonte  parallile  ä  Fun  deteitü  d'un  triangle  ditermint 
UH  nowveau  triangle  »emblt^le  aupretnier. 

Soit  la  droite  DE  parallele  au  cöt6 
BC.  Je  dis  que  le  triangle  ADE  est 
semblable  au  triangle  ABC. 

En  eiTet,  ccs  deux  triangles  ont 
d'ftbord  les  angles  egaux  chacun  k 
chacun,  savoir  :  l'angle  A  commun, 
les  angles  1  et  1' egaux  comme  cor- 
respondants,  les  angles  i  et  2'  4gaux 
aussi  pour  la  m^me  raison. 

De  plus  ces  triangles  ont  les  c6tes 
homologues  proportionnels;  car  la  ^iQ-  ^I- 

parallele  DE  donne  (273) 

Ap_AE 
AB~AG" 


1  m.  —  LONGUEURS  PEOPOBTIOS 

ne  parallele  EF  ä  AB  eile  donne 

AE__BF 

AC~BC' 
BDEF  etant  un  parallelograinini 
ite  prec^dente,  on  remplace  BF 
lorts  egaux 

Ap_AE_DE 
AB~AC~BC* 
gles  ABC  et  ADE  ayant  leurs  angles  respectivement 
6s  homologues  proportionneU  sont  semblables. 
;ion  serait  la  m^me,  si  la  parallele  DE  rencontrait 
i  des  cAtes  du  triangle  ABC. 

arque.  —  Si  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  sont 
oit  avoir,  d'aprös  la  d^finition  donn^e  plus  baut 

A=A',  ß=B', 
A'B'_AG'_Br/ 
AB  ~  AC  "~  BC  ■ 
as  necessaire  de  connaltre  ces  quatre  relationg  pour 
conclure  que  deux  triangles  sont  semblables.  Les 
ts  vont  nous  apprendre  que  deux  de  ces  relations 
ihoisies  entrainent  forcement  les  deux  autres  et  par 
!  des  triangles. 

THEORSME 

triangles  srnit  temblables  lorsqu'ils  cnt  deua:  angles 
acun. 
IX  triangles  ABC,  A'B'C  dans  lesquels  A  =  A'  ^et 

deux 


inons 
;ueur 

inons 
:.  Le 
sem- 

t);  si 

ADE 

nous  FIG.  313. 

que  I 

le  semblable  h  ABC.  Or,  les  triangles  ADE,  A'B'C  I 
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oat  un  cöte  4gai  adjacent  k  deux  angles  ^gaux  chacun  k  chacun, 
savoir  :  lea  cOtes  AD  et  A'B'  egaux  par  construction,  les  angles  A  et- 
A'  egaux  par  hypothöse  et  les  anglsB  D  et  B'  egaux  aussi,  comme 
ctant  Tun  et  l'autre  t^^aux  au  mäme  angle  B :  donc  ces  deux  triangles 
sont  ^gaux  et  par  consequent  ABC  est  semblable  k  ABC. 

286.  Corollalre.  —  Deux  triangles  rectangles  sont  semblabies 
lorsqu'üs  ont  un  angle  aigu  Sgal. 

THEOREME 

287.  —  Oetix  triangles  sont  semblablet  lorsqu'ils  ont  un  angle 
egal  compris  entre  eätet  proportionnels  (ßg.  213). 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  dans  lesqueU  A'=:A  et 

Aß  ~  AG  " 


■[*] 


Je  dis  qne  ces  deux  triangles  sont  semblables. 

En  effet,  prenons  aur  AB  une  longueur  AD^A'B'  et  nienons  DE 
parallele  ä  BC,  Le  triangle  ADE  est  semhlabte  k  ABC,  si  nous  prou- 
vons  qu'il  est  6gal  4  A'B'C,  nous  aurons  d^montr^  que  A'ß'C  est  lui- 
möme  semblable  k  ABC.  Or,  la  similitude  des  triangles  ADE,  ABC 
donne 

^^     AB      AG 

Mais  par  cons- 
truction AD  ^  A'B' ; 
enremplacantdans 

l'egalitö  [2]  AD  par 
sa  valeur  A'B',  il 
vient  : 

■     Or,  les  ^galitfe  [1  j  et  [3]  ayant  le  rapport  —  de  comniun,  il  en 
r^sulte  que 

AE_A'C 
AG  ~  AC  ■ 

Dans  cette  derniöre  proportion  I'^galit^  des  dänominateurs  enlratne 
Celle  des  numerateurs ;  par  auite, 

AE=A'C. 

Les  deux  triangles  ADE,  A'B'C  ont  alore  un  angle  4gal  compris 
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.entre  cftt^s  respectivement  6gaux  :  donc  üb  soDt  ^gaux  et  A'B'C  fest 
par  Gonsäquent  semblable  ä  ABC. 

S88.  Ck>rollalre.  —  Denxtrittngles  rectangUg  tont  xemblaMes 
loraqu'its  ont  deux  cdtet  proportionneii  ehacun  ä  ehacun. 

Le  fait  est  Evident,  ai  les  cöt^a  proportionnels  comprenneot  l'angls 
droit.  Supposons  donc  que  ces  cötis 
soient   Thypotenuae  et  un  cöt6  de 
l'angle  droit.  Consid(§rons,parexem- 
ple,    leg  triangles  rectangles  ABC, 
A'B'C  dans  leequcls  on  a  ; 
B'A'_B'C' 
BA~  BC  ■ 
Je  dis  qu'ils  Bont  semblables. 
En  effet,   prenons  sur  BA  une 
longueur  BA"-=B'A'  et  menons  A"C" 
parallele  k  AC.  Le  triangle  BA"C"  est  pie.  214, 

semblable  k  BAC,  il  sufflt  de  prouver 

qu'il  est  de  plus  egal  k  B'A'C  Or,  ces  deux  triangles  rectan- 
gles ont  deux  cötes  ögaux  ehacun  ä  ehacun;  car  la  parallele  A"C" 
donne  : 

BA'_BC" 
BA~BG  ' 
ou,  puisque  BA"  =  B'A', 

B'A'  _  BC" 
BA  ~  BC  ■ 
Mais  on  a,  par  hypoth^Be, 

B'A_B'G\ 
BA  ~  BG  ' 
donc, 

B^C'_BC" 
BC  ~BC 

D'oü  il  r&ulte  que  B'C'=BC" :  les  triangles  BA"C"  et  B  A'C'  sont 
donc  ägaux  (82) ;  par  suite,  ABC  et  A'B'C  sont  semblables. 

THäORfeMB 

S89-  —Detixtriangletsontsemblablei  lortqu'ils  ont  let  trois cdtis 
proportionnels. 

Soieot  les  deux  triangles  ABC,  ABC  dans  lesquets 
A^_AC'_BC, 
L'J  AB  ~  AC  "  BC  ' 


PBOFBI&tKs  DBS  BieSECTBICGS  d'uN  TBIANOLE 

Je  dia  que  ces  deux  triangles  sonl  serablables. 

En  efTet,- prenons  sur  AB  une  longueur  AD  =  A'B',  et 
parallele  k  BC.  Le 
triangle  ADE  est  sem- 
blable  &  ABC,  si  aouB 
prouvons  qu'il  est  de 
plus  ^gal  k  A'B'C,  nous 
aiirons  demontre  que 
A'B'C  est  lui-mdme 
semblable  Jl  ABG.  Or, 
la  similitude  des  trian- 
gles ADE  et  ABCdonne: 

r«l    AD_AE_BC^  ■^,^_  2,5_ 

'-"J    AB      AC      DE 

Mais  A'B'  ^tant,  par  construction,  egal  k  AD,  nous  pouvons  ecrire 
A3'_AE_DE 

■■^  AB~AC"GB' 

Les  ^galit^s  [i]  et  [3]  ayant  un  rapport  commun,  --^,  il  en 

r^sulte  que  tous  les  autres  rapports  sont  ^gaux  et  que  ceux  qui  ont 
mäme  d^nominateur,  ont  des  numörateurs  igaux.  Donc 

AE  — A'C'etDE  =  B'C'. 

Les  deux  triangles  ADK  et  A'B'C  ont  alors  les  trois  cöt^  ^gaux 
ehacun  ä  cbacun,  donc  ils  sont  egaux  et  A'B'C  est  semblable  k  ABC. 

S90.  Analogie  eotre  l*£gallt£  et  la  almllltude. 

— >-  Ainsi  que  l'indique  le  tableau  ci-dessous,  il  exEste  une  trös  grande 
Analogie  entre  l'^galite  et  la  similitude  des  triangles. 

Deux  triaugles  sont  t 


riGADX 

Lorsqu'ils  ont : 
i«  Deux  anglet  igaux  compre- 

nant  un  c6ii  igal; 
3«  Un  angle  egal  compris  entre 

deux  cdtis  egaux ; 
3"  Les  trois  cötSs  igaux. 


SEUBLABLBS 

Lorsqu'ils  ont : 
1"  Deux  aiigles  ^gaux; 


2»  Vn  angle  Sgal  compris  entre 

deux  c6t6s  proportionnels : 

3*  Les  trois  c6Us proportionnels. 

Pour  le  second  cas  et  le  troisi^me,  on  voit  que  dans  la  similitude 
la  proportümnaiiti  est  Substitute  k  Yigalit6. 

D'autre  part,  on  remarque  que  la  demonstration  de  la  similitude 
de  deux  triangles  consiste  k  prouver  l'egalite  de  l'un  d'eux  avec  un 
triangle  semblable  k  l'autre. 
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Enfin,  il  est  utile  de  se  rappeler  que  pour  la  d^monstration'  de 
chaque  cas  de  similitude  on  fait  usagedu  cas  d'^galit^  correspondant. 


thM:or&me 

291.  —  Detux!  triafigles  sont  semblables  lorsqu*il$  ont  leurs  cötes 
respectivement  paralleles  ou  perpendiculaires. 

Appelons  A,  B,  C  les  trois  anglesde  Tun  des  triangles,  et  A,  B\C 
les  trois  angles  correspondants  de  Tautre.  Les  angles  A  et  A',  B  et  B', 
C  et  C  ont  leurs  cötes  paralleles  ou  perpendiculaires.  Or,  noussavons 
que  deux  angles  qui  ont  les  cöt^s  paralleles  ou  perpendiculaires  sont 
egaux  ou  supplementaires. 

On  ne  peut  donc  faire  que  quatre  hypoth^ses  : 

10  A  + A'  =  2  droits;  B  +  B'  =  2  droits;  G+G'  =  2 droits; 

20  A+  A'  =  2  droits ;  B  +  B'=  2  droits ;  G  =  C ; 

30  A  +  A'  =  2  droits ;  B=  B  ;  G  =  G'; 

4oA  =  A';B=B';G=C. 

Les  deux  premieres  hypoth^ses  sont  inadmissibles,  car  la  somme 
des  6  angles  vaudrait  plus  de  4  droits.  II  est  evident  que  la  troisiöme 
hypothese  rentre  dans  la  quatriöme,  car  A  +  A'=2  droits  donne 
A  =  A' :  donc  les  deux  triangles  sont  ^quiangles  et  par  consequent 
semblables. 


CHAPITRE    IV 


■  I 


Figures*hoinoth6tiques.  —  Centres  de  similitucle 
de  deux  cercles.  —  Polygones  semblables.  — 
Propri6t6  des  säcantes  issues  d'un  m^ine  point. 


I  pr.  —  FIGURES  HOMOTHETIQUES 

Definitions. 

292.  —  Soit  0  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  d'une 
figure  F.  Si  Fon  joipt  par  des  droites  le  point  0  ä  differents  points 
A,  B,  C...  de  la  figure  F,  et  qu'on  prenne  sur  OA,  OB...  des  longueurs 

^w^«,        „  OA'      OB' 

OA,  OB'. . .  telles  que  — -  =  7—  =  . . .  K, 

ÜA       ÜB 
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On  d^termine  une  seconde  figure  F'  homothitique  k  la  premiSre. 

Le  p«int  0  est  le  centre  d'komothetie,  et  !e  nombre  constant  K 
estle  rapport  d'homo- 
'hitie.  Les  points  cor- 
i'eBpondants  A  et  A', 
B  et  ff,  C  et  C  sont 
dits  kamoloffues;  leg 
droites  OA  et  QA',  OB 
et  OB',  etr,.,  qui  vont 
ducentred'homothötie 
ä  deux  points  homolo- 
gues,  soDt  des  rayons 
bomologues.  ftg.  216. 

On  nomme  droites 
hamologues  des  droites  telles  que  AB,  A'B'...  ou  AB,  A"B"...  qui  dang 
les  flgures  homoth^tiques  F  et  F'  ou  F  et  V",  joignent  des  poiDte  res- 
pectivement  honiologues. 

293.  —  L'homoth^tie  est  direcle  ou  inverse,  Buivant  que  daa& 
les  deux  figures  les  rayooa  homologues  Bont  de  in^me  sens  ou  de  sens 
contraire.  Ainsi  les  figures  F  et  F'  sont  directement  komoth^tiques,  et 
IcB  figures  F  et  F"  sont  inversement  homothätiqves. 

294.  —Les  points  A,B,  G,...  et  A',  B, C...  {ßg.  2i6)  formcntce 
qu'on  appelte  deux  sytUmet  de  points  homothitiques.  Donc,  deux 
polygones  sont  homothetiques  lorsque  leurs  sommets  forment  deux 
syst^mesde  points  homothetiques. 

295.  —  Si  Ton  construit  deux  figures  F'  et  F*  ayant  chacune, 
avec  une  figure  F,  le  m^me  centre  0  d'homothetie  et  le  mäme  rapport 
d'homoth^tie  E,  et  que 

la  premiöi-e  soit  direc- 
tement et  la  seconde 
inversement  homoth^ 
tiques  ä  la  figure  F,  11 
arrive  que  les  figures  . 
F  et  F'  sont  Egales, 
caril  est  evident  qu'on 
peut  les  faire  colncider 

en  faisaut  tourner  l'une  fig.  217. 

d'elles  de  180",  autour 

du  centre  d'homothetie.  Si  doncdeux  figures sontinyersement  homo- 
thetiques, il  sufflt  de  faire  tourner  l'une  d'elles  de  180^',  autour 
du  centre  d'homothetie,  pour  qu'elle  devienne  directement  homo- 
th^tique  k  l'autre. 

TH^OR^HE 

296. — Bans  denx  figures  komothitiques,  deux  droites  homologues 
sont  paralliles,  de  mime  sens  ou  de  sens  contraire,  selon  que  l'komO' 
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thetie  e.it  directeouimerge,  et  Imr  rapport  est  egal  au  rapport  iPhomo- 
thetie. 

Soient,  dans  les  flgures  directement  hqmoth^tiques  F,  F",  deux 
4roitcs       homoiogue« 
quelconquesABet  A'B' 
et  K  Ic  rapport  d'ho- 
mothc'tie. 

Les  (leux  triangles 
AOB,  A'OB'  ayant  un 
angte  ^gal  compris 
entre  cötes  proportion- 
neig sont  semblables ; 
par  suite,  les  droites 

homotogues  ABetA'B'  ^.^q_  318 

soitt  paralleles  et  de 

m^me  sens;  d'ailleurs,  le  rapport  de  ces  droites  est  egal  k  K,  car  !a 
similitiide  des  triangles  donne  : 

A^'_OA'_ 
AB~ÖÄ~ 
A  cause  des  triangles  semblables  AOB  et  A"OB',  dans  les  flgurea 

F  et  F",  inversement  homoth^tiques,  on  verrait  de  mäme  que  les 
droites  homotogues  AB  et  A'B'  sont  paralleles,  de  sens  contraire,  et 

OA* 
quc  Icur  rapport  est  encore  egal  au  rapport  d'homoth^tie -j— -  ^  K. 

S07.  Corollalre  I.  —  La  figure  hemothitique  d'u»  a»gle 
par  rapport  ä  mw  point  qitetconque  pris  pour  centre  d'Jtomoth^tü,  est 
un  angte  igal  dont  les  e6t4s  sant  paralletet  ä  eeux  du  premier  angle,  de 
vitme  sem  ou  de  tens  contraire,  lelon  que  t'homothitie  ett  dirtcte  «« 
inverge, 

298.  Corollali-o  II.  —  La  figure  homotlUtique  d'un  polygme 
par  rapport  ä  un  point  guelconque  pris  pour  centre  d'homothStie,  est 
unpolggone;  les  cötSs  ^ui  se  correspondenl  dans  les  deux  polygones 
sont  paralliles,  les  angles  qui  se  correspondent  sont  egaux;  les  cAlis 
parallHes,  aitai  que  les  cdtes  des  angles  4gaux,  sont  de  mime  lent  'ou 
de  sens  contraire,  teton  que  l'homothitie  est  directe  ou  itiverse.  Enfin, 
le  rapport  des  cötü  qui  se  correspondent  est  ^gal  au  rapport  d'komo- 
thetie  des  deux  poli/gones. 

TH^OR^HE 

399.  —  Deux  si/ttimes  de  points  sont  homotketiques,  s'il  extste 
dans  leur  plan  eemmun  deux  points  P  «t  F  teis  que  les  droites  ^t  joi- 
gnent  le  point  Paux  divers  points  du  premier  Systeme,  et  les  droites  qm 


HOMOratTIQUES  123 

ioignent  le  point  P'  aux  divers  points  correspondants  du  seeond,  soient 
paralliles  et  dans  le  mime  rapport. 

Soient  A  et  A',  B  et  B' des  points  correspondants,  et  K  In  rap- 
port conetant. 

On  a,  par  hypothäse, 

PA  ~  PB       PC       

D'autre  part,  si 
lc8  droites  PA  et 
PA'  sont  paralleles 
et  de  mSrae  eens, 
la  droite  AA'  ira 
eouper  le  prolon- 
gement  de  PF  en 
uncertain  point  0, 
et  Ton  aura,  ä 
cause  des  triangles 

semblables  OAP  et  n  n 

OA'P',  et  des  rap-  "«•  ^l©- 

ports  pr^cedcnts , 


Le  point  0  est  donc  aussi  le  point  de.  concoure  des  droites  BB', 
CG...  avec  PP,  et,  par  cons^quent. 


OP       OA      OB       OC  " 

Les  deux  syst^mes  sontdonc 
directement  honioth^tiques ;  le 
ccntre  d'homoth^tie  est  le  point 
0  et  le  rapport  d'homoth^tie 
estK. 

Si  lea  droites  PA,  FA'... 
sönt  paralleles  et  de  eens  con- 
traires,  le  point  O  se  trouve 
entre  les  points  Pet  F;  alors 
les  deux  eystemes  sont  inver- 
sement  homothetiques.  Dans 
ce   cas    la   dämonstration    est  identique  ä  laprec^dente. 

300.  Remarque.    —  Si   les   rapportß  ' 


FIG.  320. 


PA  '  PB 

fgaux  k  l'unite,  c'est  que  les  droites  paralleles  PA'  et  PA,  PB'  et  PB, 
sont  Egales;  mais  de  ce  que  ces  droites  soient  Egales  et  paral- 
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l^les,  il  resulte  que  leg  droites  PF  et  AA',  PF  et  BB',...  sont  aussi 
egales  et  paralleles :  elles  ne  peuvent  donc  se  rencontrer.  On  dit  daas 
ce  cas  que  le  centre  0  d'homothetie  des  deux  figures  est  rejet6  a 
rinfini. 

Si  les  droites  paralleles  FA'  et  PA,  FB'  et  PB,...  etaient  de  sens 
contraire  (/ijf.  220),  mais  egales,  on  aqrait  aussi  FO  =  OP,  A'O = OA, . . . 
de  Sorte  que  le  centre  0  d'homothetie  partagerait  chacune  des  droites 
PF,  AA',...  en  deux  parties  egales. 


theor£:he 

301.  —  Detix  figures  F'  et  F"  homotMtiques  ä  uns  troisihne  F 
sont  homotMtiques  entre  elles, 

Soient  I  un  point  quelconquQ  de  la  figur^ 
F,  r  le  point  homologue  de  lafigu^e  F',  et  I"  le 
point  homologue  de  la  figure  F''.  Joignons  le 
point  I  ä,  un  point  quelconque  M  de  la  figure 
F;  joignons  de  m^nie  T  et  V  aux  points  M'  et 
M"  homologues  de  M  dans  les  figures  F'  et  F*'. 

Les  droites  TM',  VM."  etant  l'une  et  Tautre 
paralleles  k  IM  (296)  sont  paralleles  entre 
elles.  De  plus,  si  Ton  designe  par  K'  et  K" 
les  rapports  d'homothetie  des  figures  F'  et  F" 
avec  la  figure  F,  on  a 


FIG.   221. 


TÄf  IM" 


IM 


d'oö  on  tire 


IM 


TM'      K' 


I"M"      K' 


Ainsi,  les  droites  TM'  et  TM",  quelconques  dans  les  figures  F'et  F% 
mais  par  construction  homologues  dans  ees  deux  figures,  sont  paral- 

K' 

leies  et  de  plus  elles  sont  dans  un  rapport  constant  egal  ä  ^, :  donc 

K 

les  figures  F'  et  F^'  sont  homothetiqfues  et  leur  rapport  d'homothetie 
est  — ,  ou  egal  au  rapport  d'homothetie  de  F'  ä  F  divis^  par  le  rapport 

d'homothetie  de  F"  ä  F. 

302.  Äemarque.  —  Si  les  figures  F'  et  F''  sont  Tune  et 
Tautre  directement  ou  inversement  homothetiques  k  F,  les  droites 
TM',  rW  sont  toutes  deux  de  möme  sens  que  IM  ou  toutes  deux  de 
sens  contraire.  Dans  les  deux  cas  IW  et  TM''  sont  de  möme  sens  et, 
par  suite,  les  figures  F'  et  F''  sont  directement  homothetiques.  Si,  au 
contraire,  Pune  des  figures  F'  et  F''  est  directement  et  Tautre  inverse- 
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ment  homolh^lique  ä  F,  les  droites  I'M'  et  T'M"  sont  dirigees  l'une 
dans  le  sens  IM  et  l'autre  en  sens  coDtraire,  et  alors  les  figures  F  et 
F"  sont  inverseraent  homothötiques. 

303.  CoiM>ll«lpe  I.  —  Si  le  rapport  d'komothdtie  des  figurei 
F'  et  F  est  igal  au  rc^port  d'homotMlie  des  ßgures  F"  et  F,  les  figures 
F'  et  F"  sont  Sgales. 

Car  alors  on  a  : 

F'      F"     ,.  .F       F 

-  =  _,doü^  =  p  =  i. 

Le  rapport  d'bomothetie  des  flgures  F'  etF"  etant  ^gal  ä  l'unit^,  il 
en  r^sulte  que  ces  deux  figures  sont  egales. 

304.  Corollalpe  II.  —  Si  t'on  prend  M»  m^e  point  pour 
ceiUre  d'homothelie  et  que  t'^n  fasse  varier  de  ze'ro  ä  IHnfini  le  rapport 
d'komothe'tie,  on  pourra  cmstruire  des  figures  4gales  d  toutes  les  figures 
homotMiques  d'um  mime  figure  F. 

THI^OR^llB 

305.  —  Lorsque  trois  figures  sont  dmx  ä  deux  bomotMiques,  les 
trois  cenlres  d'komothetie  sont  en  tigne  droite. 

Soient  F,  F',  F"  les  trois  figures  deux  k  dem  homothetiques,  0  le 
centre  d'bomothetie  des  figures  F'  et  F",  O  le  centre  d'homoth^tie  des 
figures  F  et  F",  0"  le  centre  d'bomothetie  des  figures  F  et  F'. 

Je  dis  que  les  trois  centres  0,  0', 
0"  sont  en  ligne  droite, 

En  efföt, si  l'on  considöre la droite.  . 
0"0'  comme  appartenant  4  la  figure 
F',  eile  a  pour  homologue  dans  la 
figure  F  la  droite  0"0'  elle-möme, 
puisqu'elle  passe  par  le  point  O", 
centre  d'homothötie  des  figures  F'  et 
F.  Si  l'on  considöre  la  niöme  droite 
0"0'  comme  appartenant  k  la  figure 
F",  eile  a  pour  horhologue  dans  la 
figure  F  la  droite  O'C  elle-meme, 
puisqu'elle  passe  par  le  point  0', 
centre  d'bomothetie  des  iigures  F" 
et  F.  La  droite  O'^  etant  bomologue 
k  elle-meme  dans  les  Qgures  F'  et  Fie.  223. 

F,  F"  et  F  est  aussi  bomologue  ä  elle- 

■möme  dans  les  figures  F'  et  F",  donc  eile  passe  par  le  pointO, 
centre  d'bomothetie  de  ces  deux  figures.  Donc  les  trois  centres 
d'bomothetie  0,  0',  0",  sont  en  ligne  droite.  Cette  droite  est  appel^e 
axe  d'homothetie  ou  axe  de  simüitude  directe. 


f- 


f 
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I II.  —  CENTBES  D'IIOMOTHETIE  OU  DE  SISOLITUDB 
DE  DEüX  OERCLES 

theor£:mb 

306.  —  La  figure  komolMtigue  (Tun  cercle  est  mm  uutre  cercle. 

Soient  C  un  cer- 
cle, 0  un  centre 
d'homoth^tie,  K  le 
rapport  d'homtj- 
thetieetAunpöint 
(jiielconque  du  cer- 
cle donit^. 

II  s'agit  de  trou- 
ver  le  lieu  des 
points  A'  tele  que  le 

OA'      ^  Kio.  223. 


rapport 


OA 


Prenons  sur  la  droite  OC  une  longut 


puie  tra^ons  CA  et  CA'.  Les  trianglesOA'C  elOAC  ayant  un  angle 
^gal  compris  entre  cötes  proportioQnels  sont  semblables  et  donnent : 

CA'_OC'_ 
CA  ""  OC  ~    ' 
d'oü 

C'A'  =  CAXK. 

Mais  CA  est  constant,  donc  CA'  est  aussi  constant.  Le  lieu  des 
points  A'  est  donc  un  cercle  ayant  son  centre  en  C  et  pour  rayon 
C'A'=CAXK. 

LeB  cercles  C  et  C  sont  directement  homoth^tiques. 

La  d^monstration  serait  la  möme  si  l'on  consid^rait  un  centre 
d'homoth^tie  inverse  0'. 


THEO  REHE  (reeifroqv,e). 

307-  —  Deux  cercles  guetconques  lont  ä  la  fois  directemenl  et 
iMersement  komothetiques. 

Soient  les  deux  cercles  C  et  C.  Tragons  deux  rayons  CA,  CA' 
paralleles  et  de  mäme  eens.  La  droite  AA'  prolong£e  rencontre  la 


r 


CENTRES  DE  SIMILITUDB 


iignedescentresen  un  certainpointO;  alorsles  triangles  semblables 
OA'C  et  OAC  donnent : 


'  CA' 
sont  en  outre  pa- 
ralleles et  de  möme 
sens,  les  cercles  C 
et  C  sont  directe- 
ment  homotheti- 
ques  et  leur  centre 
d'homothetie  est 
ec  0.  ' 

Soient  mainte- 
nant  deux  rayons  sin   oa* 

CA,  CA' paralleles  . 

et  de  sens  coniraire.  La  droite  AA"  rencontre  la  ligne  des  centres  eo 
un  certain  point  0';  alors  les  triangles  semblables  O'A'C  et  O'AG 
doDoeat : 

O'C      CA" 


Eerapportdes  rayons,  -^  ,  etanttoujoursconstant,  et  comme  ils 

sont  en  oulre  paralleles  et  de  sens  contrairc,  les  circonKrences  C  «t 
C  sont  imersement  homothUiques  et  leur  centre  d'homothetie  estO'. 
Les  points  0  et  0'  sont  aussi  appeles  centres  de  similitude  des 
cercles  C  et  C 

308.  nemarque  I.  —  II  est  evident  que  si  deux  cercles  se 
touchent  exterieurement,  leur  point  de  contact  est  leur  centre 
d'homothetie  inverse,  et  que  s'ils  se  touchent  int^rieurement,  le 
point  de  contact  est  leur  centre  d'homothetie  directe. 

309.  »emarque  II.  -   „_  ...^,.„..„  .-  , , 

■stants  l'un  et  l'autre,  il  en  est  de  mfime  des  rapports—  ,^  qui. 

leur  sont  respectivement  egaux.  Donc  les  points  0  et  0'  sont  fixes,  et 
lee  tangentes  exterieures,  positions  limites  de  deux  secantes,  joignent. 
les  extrömites  de  deux  rayons  paralleles,  de  möme  sens,  et  passent 
par  le  centre  d'homothetie  directe.  .        •  ■ 

Quant  aux  tangentes  interieures  elles  joignent  egalement  denx. 
rayons  paralleles,  de  sens  contraire,  et  passent  par  le  centred'tjomoT 
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th^tie  inverse.  De  \k  un  nouveau  moyen  facile  de  meaer  des  tangenträ 
eommunes  k  deux  circonförences. 

i"  Pour  uiw  tangmle  extirieure,  on  ditermine  d'abord  le  centre 
Shomothitie  directe;  puii  on  mhte  par  ee  point  üne  tangente  ä  tunt 
det  cireimfirences ;  eile  est  aiusi  tangente  ä  l'autre. 

2°  Pour  une  tangente  intirieure,  on  commeiiCB  par  de'terminer  le 
eentre  d'homothitie  inverie;  puis  on  mene  par  ce  point  une  tangente  d 
Fune  de»  circonßreneeg ;  eile  est  ansii  tangente  ä  l'autre. 

THäORfiHE 

'  ÖIO.  —  Les  tröis  centrea  ^hmnotketie  directe  de  trois  cerctes  sont 
en  ligne_droite;  deux  centres  d^homothitie  inverse  sont  aussi  en  ligne 
dtyitearec  le  centre  d'homothätie  directe  qui  correspond  au  troitieme, 
Wntre  d'homoth^tie  inverse. 

Soient  0,  0',  Ö'  trois  cercles;  D,  D',  D"  les  centres  d'faomoth^tie 


directe  des  cercJes  0'  et  0',  0  et  0",  0  et  0';  et  soient  I,  I,  1'  les 
centres  d'homotlietie  inverse  des  mämes  cercles. 

Les  cercles  0'  et  O"  ^tant  l'un  et  l'autre  directement  homothetiqties 
au  cercle  0  sont  homoth^tiqueB  entre  eux  :  donc  (303)  les  trois 
centres  d'homoth^tie  directe,  D,  D',  D",  sont  en  ligne  droite.  D'autre 
part,  les  cercles  0'  et  O"  ^tant  inversement  liomotMtiques  a-i  cercle 
O  (307)  xont  directement  homoth^tiques  entre  eux  :  donc  les  deux 
cenlres  d'homothdtie  inverse,  I"  et  I',  des  cercles  0'  et  0"  par  rapport 
au  cercle  0,  et  le  point  0,  centre  d'homoth^tie  directe  correapondant 
aa  troi«i^e  centre  I  d'homoth^tie  inverse,  «mt  trois  points  en  ligne 
droit«. 


POLYGONES  SEHBLAAtes  ^'^ 

De  mfime  les  cercles  0"  et  0  ötant  inVersement  homoth^tiques  au 
cercle  ff  sont  directemeot  homothetiques  entre  eux  :  donc  les  tro» 
pointa  I",  I,  ly  sonten  ligne  droite.  Enfln,  pour  une  raison  analogue 
les  (rois  points  I',  I,  D"  sont  4galement  en  ligne  droite. 

Les  trois  cercles  ont  donc  quatre  axes  d'homothötie.  savoir  : 
DD'D",  I'I'D,  l'ID',  no".  Le  premier  est  uo  aa«  d  homothStie  dtrecte, 
et  chacun  des  trois  autres,  un  axe  tthomotMtie  imvrife. 

%  m.  —  POLYGONES  SEHBLABLES 

311.  —  On  appelle  polygoaes  semilables  des  polygone»  d'uii 

mfime   nombre  de  cötes  qui 

ont  leursangles^gauxchacua 

k  chacun  et  leurs  cötes  homo- 

logiies  proportioDnels. 

Ce   qui  a  6U  dit  sur  les 

edl4s  homologues,  les  somnuts 

homölogues   et  le  rapport  de  ^ 

timilitude,    en    parlant    des 

triangles    semblables,     s'ap- 

plique    aussi   aux  polygones  na.  aae. 

semblables. 
,  Ainsi,  parexemple,  en  supposantque  les  polygones  P  etP  aoieat 

semblables,  ils  satisfont  k  ces  deut  conditions  : 
1"  A  =  A',! 


i  =  B,C  =  C' 

,0  = 

D',E  = 

F 

BC      CD' 
BC  ~  CD" 

D'E' 
°DE 

_E'A' 
"  EA 

D'autre  pari,  AB  et  A'B'  sont  deus  c6t^s  homologues,  parce  qw 
les  angles  A  et  B  sont  respectivement  egaux  aux  angles  A'  et  B' ;  les 
«ommets  A  et  A'  sont  homologues,  parce  que  les  angles  A  et  A'  soü 

deus  cdt^  homologues  est  le  rapport  de  similitude  des  deux  po^ 


818.  —  Beux polygones  homothetiques  sont  tembitdiles. 

En  effet,  noos  avons  dömontrö  (298)  que  les  «gares  homotl* 
tiques  ont  leurs  angles  ägaux  et  leurs  cöt^s  homologues  proportMB:« 
nels. 

THEORÄKE  (rieiproq^t). 

Bia.—Deuxpolygonet  semblcti)ie»  qvi  ont  lewi  eöt^  hwMlo§um 
parallilei,  tütti  homotf^tigues. 
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Soient  Ics  polygones  semblables  P  et  P  3ont  les  cAt^s  homologues 
eont  paralleles,  et  dont  le  rapport  de  Eimilitude  est  K. 

Je  dia  que  ces  poly- 
gones sont  homoth^ti- 
ques. 

En  effet,  spit  0  le 
point  de  concours  des 
droitea  AA',  BB' ;  lesdeux 
tiiangles  semblables 
OAB,  OA'B'  donnent : 

2E  =  ^'  — K 

OB-4B-    •  ™.  227. 

Par  suite  de  la  siinilitude  des  polygones  donnes,  on  a  aussi  : 


OB  BG  ''■ 
Or,  si  l'on  tire  les  droites  OC,  OC,  les  triangles  OBC,  0*B'C'  sont 
semblables;  car  ils  ont  des  angles  correspondants,  OBG,  OBC, 
^aux  compris  entre  cöt^s  proportionnels,  par  cons^quent  leura 
«ngles  en  0  sont  ^gaux.  Donc  les  droites  OC  et  OC  se  confondcnt, 
e'est-ä-dire  que  les  points  C,C,0  sont  en  ligne  droite,  On  verrait  de 
Bi^me  que  les  droites  DD',  EE'  prolongees  passent  aussi  au  point  0. 
Ce  point  partage  d'ailleurs  chacuoe  de  ces  droites dans  le  rapport  K. 
Donc  les  deux  polygones  sont  homothetiques. 

314.  Remarque.  —  Les  polygones  sont  homothetiques 
directs  ou  inverses,  selon  que  les  c6t^s  homologues  sont  paralleles 
dans  le  raäme  sens  ou  en  sens  contraire. 

315.  Cortkllaire  I.  —  Dmix  triangles  qut  ont  leurs  c6tes 
paralUtes  sont  homolMtiques. 

316.  Coi-ollalre  11.  —  Deux  polygones  semblables  ilant 
ionnis,  ils  peuvenl  toujours  itre  place»  de  fofon  d  ftre  homothitiqiifs, 
jwr  rapport  ä  un  point  guekonque  ckoisi  dans  leur  plan. 

317.  Corollalre  III.  —  ^t  l'onprend  un  mfme  point  pour 
efittre  d'homotMtie  et  que  Con  fasse  varier  le  rapport  K  de  z4ro  A 
fiaßni,  on  p&urra  obtenir  tous  les  polygones  semblables  d  un  polygone 
ionn4,  en  construisant  les  polygones  qui  lui  sont  homothetiques. 

318.  n^flnitlon.  —  II  r^sulte  de  ce  qui  prdcede  cette  autre 
deßnition  des  polygones  semblables  : 

"    On  appelle  polygones  semblables  des  figures  qui  peuvent  Stre  plac^ea 
dane  un  möme  plaa  de  fa^on  h  ätre  homothetiques. 


POLYGONES  SEMBLABLES  Oöl 

THäOKäHB    ' 

319.  —  Le  rapport  des  pSrimetres  de  deux  polygones  semble^la 
est  igal  au  rc^port  de  similitude. 

En  effet,  soientP  et  P'  les  p4rim6lres  de  deux  polygones  «em- 

blabtes;a,   b,   c,   d, les  longueurs  des  cötfis  du  premier,  et 

a',  1/,  d,  (f, les  longueurs  des  cötes  homologues  du  second.  Od  a, 

d'apr^s  la  definition  niöme  des  polygones  semblables, 

fl h  _c  _d  _ 

^~V'~i~d~ ' 

d'oä 


a'  +  ft'  +  c'+d' a" 

rempla^ant  le  premier  membre  de  cette  ^galit^  par  sa  valeur,  oo  a  : 

-  =  -  G.  q.  f.  d. 


330.  —  Dmix  polygones  semblables  sont  decompostdtles  en  un 
mäae  nombre  de  triaiiglei  semblables  et  semblablement  places. 

SoienlPetP'deQX 
polygones  sembla- 
bles. Pour  demonlrer 
que  ces  deux  poly- 
gones sont  decompo- 
sables  en  un  mSme 
Dombre  de  triangles 
semblables  et  sembla- 
blement  places,  pre- 
nons  k  Vmt4rieur'dii 

premier unpointquel-  piG.  228. 

conque  0,  et  joignons 
ce  point  aux  extremit^s  du  c6te  AB. 

Si  sur  le  cöte  A'B',  homologue  de  AB,  nous  construisons  dans 
Vint^eur  du  polygone  P',  aus  points  Ä'  et  B',  des  angles  1'  et  i 
respectivement  egaux  aux  angles  1  et  2,  nous  obtiendrons  deux 
triangles  OAB,  O'A'B'  qui  seront  semblables  et  semblablement  disposfe. 
Si  nous  joignons  maintenant  le  point  O  h  tous  les  sommets  du  pre- 
mier polygone,  et  le  point  0'  k  tous  les  sommets  du  second,  les 
deux  polygones  se  trouveront  alors  decomposes  en  un  mSme  nombre 
de  triangles  semblablement  disposes.   II  s'agit  de  demontrer  leur 
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gimilitude  respective.  Or,  les  deux  premiers  trianglea  OAB,  ffA'B 
soDt  semblableB  par  constniction  et  donnent : 
AB__OB 

D'ailleure,  la  aimilitude  des  polygoneB  donne  : 
AB       BG 


d'oä,  i  cause  du  rapport  commun, 

OB_BC 
0'B~"B'C'' 

Mais  les  angles  ABC  et  ABC  sont  6gaux  par  hypothöse  et  leg 
angles  2  et  ff  ögaux  par  construction  :  donc  les  aitgles  3  et  3'  sont 
aussi  ^gaux  comme  difTerences  d'angles  ^gaux.  Par  suite,  les  trian- 
gles  OBC  et  O'B'C  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  ^gal  com- 
pris  entre  cöt^s  proportionnels. 

La  similitude  des  triangles  OBC,  O'B'C'  sert  4  d^montrer  cetles 
destriangles  ÖGD,  0  G'D',  et  ainsi  de  suite. 

THäOR&HB  [riciproque). 

381.  —  Dewr.  polygones  compöses  d'un  m^me  nombre  de  trianglea 
semblables  et  semblablemenl  places  sont  gemblablei. 

Soient  les  deux . 
polygones  P  et  P 
compos^s  d'un  möme 
nombre  de  triangles 
semblables  et  places 
de  la  möme  fason, 
les  uns  ayant  pour 
sommet  0,  les  au- 
tres  0'. 

II  faut  deinontrep 
que  ces  deux  polygo-  fig.  229, 

,   nes  sont  semblables. 

1»  Les  angles  de  ces  deux  polygones  sont  ^gaux  chacun  k  chacu». 
comme  somme  d'aiigles  respectivement  6gaux;  par  exemple,  l'angle 
ABC  forme  des  angles  2  et  3  est  ^gal  ä,  l'angle  A'B'C  form^  des  angles 
2'  et  3',  lesquels  sont  respectivement  ^gaux  aux  angles  2  et  3. 

2"  Les  cöt^s  homologues  des  deux  polygones  sont  proportionnels ; 
car  la  similitude  des  triangles  donne  cette  suite  de  rapports  4gaux  : 

A'B'  ~  O'B'  ~  WC  "  O'C  ~  CD'  ~  O'D'  ~  D'E'  ~ ' 

en  ne  consid^rant  que  les  rapports  des  c6t^s  des  polygones,  on  voü 
que  ces  cötfis  sort  proportionnels. 
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Les  polygones  P  et  F  &yant  leure  anglea  egaux  et  leurs  cftt^s 
homologues  proportionnels  sont  semblables. 

3SS.  Remarque  I.  —  Deux  points  tels  que  0  et  0'  (fig.  229) 
sont  dits  homologuee,  loraque  les  triangles  OAB,  OATf,  obtenus  en 
joignant  respectiv erneut  ces  points  aus  extremit^s  de  deux  cöt^s 
homologues  AB  et  A'B',  sont  semblables  et  semblablement  disposes. 
Or,  d'apr^B  la  demoastration  du  n"  320,  od  peut  prendre  deux  points 
homologues  quelconques  pour  centree  de  d^compo Bition  de  deux 
polygones  semblables  en  triangles  semblables  et  semblablement 
dispos^B.  Si  donc  le  point  0  coTncidait  avec  Tun  des  sommets  A,  son 
homologue  0'  coTnciderait  avec  le  sommet  A'. 

Les  points  homologues  0  et  0'  peuvent  d'ailleurs  ßtre  ext^rieurs 
aux  polygones  P  et  P";  alorsces  polygones  sont  compos^s  de  triangles 
semblables  additifs  et  de  triangles  semblables  soustractifs. 

Deux  droites  situ^ee  dans  le  plan  de  deux  polygones  semblables 
sont  dites  homologues  lorsque  leurs  extr^mit^s  sont  deux  k  deux  des 
points  homologues  :  telles  sont,  par  exemple,  les  diagonales  qui 
unissent  les  sommets  homologues. 

323.  Remai-que  II.  —  On  voit  (321)  que  la  similitude  des 
polygones  est  deduite  de  celle  des  triangles.  Or,  deux  polygones  de 
n  c6t^s  chacun  sont  Tun  et  l'autre  d^composables  en  {n  —  2)  triangles, 
et  il  suffit  que  ces  triangles  soient  semblables  deux  k  deux  et  sem- 
blablement disposes  pour  que  les  polygones  soient  semblables.  Mais 
comme  il  faut  2  conditions  (284)  pour  que  deux  triangles  soient 
semblables,  pour  que  deux  polygones  de  n  cöt^s  le  soient,  il  faudra 
un  nombre  de  conditions  ^gäl  ä  (n  ^  2)2,  c'est-ä-dire  27t  —  4, 

I  IV.  —  PROPRI^T^  DES  S^CANTES  ISSUES  D'UN  MßME  POINT 
THäOB&ME 

324.  —  Des  aöcantea  issues  (tun  mime  point  intercepteiit  de$ 
Segments   proportionnels    smt 

deux  paralleles  et  reciproque- 
ment. 

Soient  les  deux  paralleles 
KL,  MN  coup^es  par  les  s^- 
cantes  OA,  OB,  OC,  OD. 

Je  die  qu'on  a  la  suite  de 
rapports  cgaus ; 

A'B^_B'C'_CD' 
AB  ~  BC  —  CD  • 

En  effet,  les  triangles  OA'B', 
OB'C    OC'D'  sont   respeetive-  pio.  930. 

ment  semblables  aux  triangles 
OAB,  OBC,  OCD,  d'oü  cette  suite  de  rapports  ögaux  : 


RELA.TIOSS  m£tr1QUES  DANS  UX  TBIAKGLE  IS> 

theoreme  et  sa  reciproqiie  lorsque  le  point  de  concours  Ö  est  situ^ 
entre  fes  deux  paralWIes  KL,  MN  (ßa.  231). 


Relations  mätriques  dans  un  triangle  rectangle 
et  dans  un  triangle  quelconque. 


D4ßnitioiis. 

327.  —  On  appelle  relations  märtques  les  relations  qui  existent 
entre  les  nombres  qui  expriment  les  mesures  de  differenles  iongueure. 
Ces  relations  sont  independantes  de  l'unite  de  longueur  qui  a  ete 
choisie. 

Afin  d'abröger  les  ^nonces  des  relations  m^lriques  entre  des  Iod- 
gueurs,  on  n'exprime  pas  les  nombres  qui  sont  les  mesures  de  ces 
longueurs;  ainsi,  par  exemple,  on  dit  le  carre  d'un  cöte,  le  produil 
4e  äeux  cötes,  etc.,  au  lieu  d'enon- 
cer  les  nombres  qui  sont  les  me- 
sures de  ces  cöt^s. 

338,  —  On  appeüe  projeetion 
d'un  point  sur  une  droite  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaiss^e  de 
ce  point  sur  la  droite. 

La  projeetion  d'une  portion  de  ^ici-  232. 

droite  AB  sur  une  droite  ind^Qnie 

XV  est  la  distance  A'B'  comprise  entre  les  projections  des  points 
A  et  B. 

389.  Äemarque.  —  On  demontre  en  algebre  : 

1"  Quete  carre  de  la  somme  de  deux  guantites  est  egal  au  carri  de 

la  premiere,  plus  le  carr^  de  la  seconde,  plus  deux  fois  le  produit  de  la 

premürepar  la  seconde. 

Si  l'on  designe  ces  quantites  par  a  et  fi,  on  a  : 

2"  Que  le  carre  de  la  diff4rence  de  deux  quantites  est  igal  au  carr^ 
de  la  premiere,  plus  le  carre  de  la  seconde,  moins  deux  fois  le  produit 
de  la  premüre  par  la  seconde. 

Si  les  quantites  sont  a  et  b,  on  a  : 

,  {ff  — 6)'=a=+6'  — 2a6;  [2J 
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30  Que  le  produü  de  la  semme  de  deux  qvantitis  par  kvr  digirenee 
ett  «gtU  A  la  differenee  des  emr^t  de  eet  quantitit. 

Si  les  quBDtit&  sont  a  et  b,  on  a,  par  consequeat : 

{a+b){a  —  b)=a'—b';  [3] 

Si  Ton  place  te  second  membre  de  cette^alitä  le  premier  et  r^i- 
proquement,  on  a  : 

a'_ft»=(a  +  6)(a-ft). 

4"  Cette  relation  fait  connattre  gue  la  diff^renee  de  deux  earris  ett 
4gate  ä  la  somme  de  leurs  raciaes  miätipliee  par  la  differeme  de  ces 
mAnes  racines. 

Ces  diverses  formules  sont  d'un  fr^qnent  usage,  it  eet  donc  bon 
de  les  retenir. 

TH^OR^MB 

330.  —  Dam  un  triangte  reetangle  : 

1'  Chaque  c6le  de  l'angle  droit  est  moyett  proportionnel  etüre 
l'hypot^use  entiere  et  sa  projection  sur  i'kgpotenuse; 

i"  La  perpendiculaire  abaiss^e  du  sommet  de  fangle  droit  rar 
l'kypot^tise  est  moyenne  proportionnelle  entre  lea  deux  segments  de 
l'hypot^üse. 

Soient  ABC  un  triangle 
reetangle  en  A,  et  AD  la  per- 
pendiculaire abaissäe  du 
sommet  de  l'angle  droit  sur 
l'hypotenuse. 

d»  On  doit  avoir  : 
BC      AB 


En  effet,  les  triangles  rectangles  ABC,  ABD  ayant  l'angle  aigu  B 
de  commun  sont  semblableset  donnent : ' 


AU      BD 


DU  AB  =BGXBD-  (<) 


Le  cöte  AB  de  l'angle  droit  est  donc  bien  moyen  proportionnel 
entre  l'hypotenuse  BC  et  sa  projection  BD  sur  l'hypothenuse. 

On  verrait  de  mämeque  AC  est  moyen  proportionnel  entre  BC  et 
DC,  c'est-ä-dire  qu'on  a  : 

BC      AC  _, 

\C^DC  oulG^=BCxDC.  (2) 


1.  Pour  äUblir  racilement  VigalM  de  ces  rapporU.  il  suHit  de  s 
que  les  cOläa  homologues  sont  oppoaös  am  angles  ägsui. 
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i*  Od  doit  avoir : 

BDAD 

Le$  triangtes  rectatigles  ABD,  ADC  sont  semblables,  car  ils  ont 
les  «ngles  aigus  1  et  1'  6gaux  comme  ayant  I'un  et  l'autre  l'angle  2 
pour  compt^ment. 

La  Bimilitude  de  ces  triangles  donne  : 
BD      AD  _„, 

ÄD~DC  ouiai=BDxDC.  (3) 

Donc  la  perpendiculaire  est  moyenne  proportionnetle  entre  les 
dem  aegmeots  de  l'hypot^ause. 

331.  Remarque.  —  Ainsi  que  nous  l'aTOns  dit  plus  haut, 
U  est  sous-entendu,  par  exemple,  dans  la  relation  (1) 

SB'=BCXBD, 

qiie  le  carr^  du  nombre  qui  exprime  la  longueur  du  cötä  AB  est  ^gat 
ao  produit  des  noinbreG  qui  expriment  les  longueurs  de  BC  et  de  BD. 

332.  Corollatre  I.  —  Le  rapport  des  carrii  des  cöUs  de 
foHgle  droit  est  ^gal  au  rapport  des  deux  segments  de  fkifpot^iiuse. 

Car,  gioD  divisenienibreäineinbre  lesegalit^s  (l)et  (2),il  vient : 

AB'      BD 

333.  O>rollatre  II.  —  Toute  Corde  est  moyenne  proportion' 
nette  entre  te  diametre  qui  passe  par  l'une 

ie  sei  extr^mitSs  et  la  projeclion  de  cette 
eorde  sur  ce  diamitre. 

Ainsi,  la  corde  AB,  dans  le  cercle  0, 
est  moyenne  proportionnelle  entre  A(] 
et  AD  :  cela  est  vrai,  car  langle  ABC 
est  droit  comme  inscrit  dans  une  demi- 
circonference. 

334.  Corollaf  i-e  IIK.  —  Toute 

perpendiculaire  BD  (fig.  234)  abaiss^c 
(Tb«  point  de  la  circonf4rence  sur  un 
diametre  est  moyenne  proportionnelle 
aitre  les  deux  segments  AD  et  DC  du  diametre. 

Cela  est  Evident,  carle  triangle  ABC  est  recLangle  en  B. 

THtiOR^ME  (rMprogue). 

835.  —  1°  Si  un  cdt4  d'un  triangle,  faisant  avec  un  second  cät4  un 
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angle  aigu,  est  moyen  proportimnel  enlre  ce  secondcäti  et  m  projeetion 
tur  cecdte,  l'attgle  oppos^  ä  cetecond  c6te  est  droit. 

2"  Si  une  hautear  d'un 
trtangle  est  moyentie  propor- 
ttoiinelle  entre  les  dewr  Seg- 
ments qu'eüe  d4termim  sur  le 
cäte  oü  elletombe,  l'attgle oppose 
a  ce  c6te  est  droit. 

i"  Seit  AB,   un    cöt^    d« 
f"  triangle  ABC,  faisant  avec  BC 


r 


l'aogle  aiguB,  et  BD  la  projec-,  „ 

tion  de  AB.  Si  l'on  a  :  ^^%f^'-      ..  >  »^  ,  l- 

BC_AB  |<ft.?R^  ■  i.  ^ 

AB~Bü'  '^"        '^ '  ^ ■  ■  ■  .  ^". .  >; 

je  dis  que  i'angle  BAG  oppos^  au  cöte  BC  est  droit. 

Ea  effet,  AB  etant,  par  hypoth^se,''  plus  griind  que  BD,  il  en 
r^sulte  que  l'on  a  BC>AB>BD.  Puisque  BC  est  plus  grand  que 
BD,  le  point  D  est  entre  B  et  C.  D'ailleurs,  les  triangles  BAC,  BAD 
ayant  I'angle  commun  B  compris  entre  cötös  proportionnels  soot 
semblables.  Mais  I'angle  BDA  du  second  est  droit,  donc  sod  homo- 
logue  BAC  du  premier  est  ^galement  droit. 

2°  Soit  dans  le  triangle  ABC  la  perpcndiculaire  AD  teile  que  : 
BD      AD 
AD  ~  DC  ■ 

Je  dis  que  I'angle  BAC  oppose  au  cöte  BC  est  droit. 

La  perpcndiculaire  AD  forme  les  deux  triangles  rectangles  BDA, 
ADCqui  sont  semblablescommeayant  chacunun  angle  droit  compris 
entre  cötes  proportionnels  :  donc  les  angles  1  et  \',  2  et  2'  sont 
^gaux.  Or,  la  somme  des  angles  1  et  2  vaut  un  droit,  par  cons^quent 
I'angle  BAC  forme  des  angles  1'  et  2  vaut  anssi  un  droit. 

TH^ORfiHE   DE   PYTHAGOBE 

336.  —  Dans  un  triangle 

rectangte,  le  carre  de  l'hypo- 
tenuse  est  4gal  ä  la  somme  des 
carräs  des  deux  autres  cötes. 

Soit  le  triangk;  ABC   rec- 
tangle  en  A.-Menons  AD  per- 

pendiculaire  k  BC;  nuus  avons  -,-    236 

(330) 

^'=BCXBI) 
ÄC'  =  BC  X  DC. 
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Ajoutant  membre  ä  membre  ces  deux  egalites  et  metlant  le  fac- 
teur  BC  en  evidence,  nous  obticndrons  : 

äB'  +ä(:'  =  BC{BD  +  DC). 
Mais 

BD  -f  DC  =  BC, 
donc 

ab'  -fr  ÄC'  =  BG  X  BC='BC'  ou  BC'  ="aB*  +  aC*. 

337.  Corollali-e  I.  —  Connaissant  deux  c6t^  dun  triangle 
rectangle,  oii  peut  calculer  le  troisieme. 

Gar  si,  duns  uq  triangle  rectangle  en  A,  on  repreaente  par  a,  b,  c 
les  cötes  opposös  aus  angles  A,  B,  C,  on  aj  rl'apres  le  theorfime,  la 
relation 

a'  =  6'-|-c', 

qui  permet  de  calculer  l'une  de  ces  trois  quantites  lorsque  les  deux 
autres  sont  connues.  Ainsi  6'^«'  — c'  et  t'  ^  a*  — 6'. 

338.  Cor«»llalre  11.  —  Le  rapport  de  la  diagonale  d'uii 
carr^ au cdtS de  ce  carre  est'lenombre  incommensurable  V^a- 

Car  la  diagonale  AG  du   carre   ABCD 
donne : 

.\C'=ÄB'+BG'=2ÄB\ 
Diyisaat    les   deux   membres  de  cette 
^galitä  par  ÄB  ,  il  vient : 


—    =2, 
ÄB" 


no.  237. 


et,  si  Ton  extrait  la  racine  carree  de  chaque  membre,  on  a  l'ägalite 
qu'il  fallait  trouver 

AC         ,- 

Application  numörique. 

339.  —  Dans  le  triangle  rec- 
tangle ABC,  on  donne  c  ^  12  et 
b  =  5 :  calculer  a,  e',  b'  et  h. 

D'aprfis  les  Iheorfimes'pr^oädents, 

fli  =  6»  +  c»;  b^  =  pi'; 

(■•  =  a&;  k>  —  b'c'.  j.-ftj.  238.   '     '  '  . 

Suijstituant  aus  lettrea  leurs  voltur^  raaiiecliv«.  on  a  successivement  : 


,   IW  LIVRE  m.  —  LONGDETntS  PMOPORnONNKLLB 

a*  =  ö»  +  0»  =  5"  +  H*  =  25  +  1*4  =  169,  d'oAs  =^  /iT*  = 
6»  =  oft'  =  2S  =  13  X  6',  d'oil6'  =  ^=l.M>: 

c'  =  oC  =  IM  =  (3  X  c".  d"oü  c"  =  '—  =  11,«7, 

A«  —  ft'e"  =  1,923  X  ».«17  =  21,3,  d'oü  A'  =  ^'iTs  =  4,M5. 
Comme  värification,  on  a  : 

6'  +  c-  =  1,923  +  H,077  =  IJ  =  a. 

TBtORftMB 

340.  —  te  crare  d'un  cU4  d'un  iriangle,  oppoxiä  un  nitj 
OK  oftti«,  est  egal  A  la  »omme  des  carrea  des  deu.T  autres  cätäi 
ou  ptw  deux  foü  le  produit  de  Fv»  de  eet  cAi^  por  Um  projec 
l'aMre  sur  tut. 

*»  Soient,  dans  le  triangle  ABC  (fig.  239),  le  cMi  AB  of 
l'angle  aigu  G  et  AD  perpendicu- 
laire  sur  BC, 


FIG.  239.  FIG.  2iO. 

II  Taut  demontrer  que 

AB*  =  ÄC'  +BC'— SBC  X  DC. 
En  effet,  le  triangle  rectangle  ABD  donne  : 

mais 

d'ailleurs, 

BD=BC  — DC; 
par  suite, 

BD'  =Br:'  +T5C'  —  2  BC  X  DC. 

Remplacant  dans  1a  relation  (i)"KJf  et  "BD  par  leure  valean 
rcspectives,  il  vient,  aprte  sitnplification,  l'Ögalit^  qu'U  falltit 
trouver,  c'est-ft-dire  : 


M*  =  AC'  4BC'  —  2  BC  X  DC. 


KBLftTIOMB  MfiTBIQUES  DANS  DN  TitlANGLS  Hl 

Si  comme  dans  ta  tigure  240  la  perpendiculaire  tombe  en 
deborB  du  triaagle,  on  a  encore  la  mäme  relation,  car 

mais 

ÄD*=ÄC*  — Cn"; 
d'ailletire, 

BD  =  CD— BC; 
par  suite, 

BD' =1:D' +"BC' —  SBC  X  DC. 

Si  l'on  remplace  ÄÜ'  et  W>'  par  leurs  valeurs,  on  obüent  aussi, 
apräs  simplification, 

AB'  =  ÄC'  +  BC'  -  2  BC  X  W:. 

2"  Soienl,  dans  le  triangle  ABC,  le  c6te.  AB  opposÄ  ä  l'angle  obtus 
C  et  AD  perpendiculaire  sur  le  prolongement  de  BC. 
II  fant  dömontrer  que 

AB' =  "SC' -{- BC' -L  2  BCK  CD. 

Le     triangle     rectangle     ABD 
donne  : 

XB'=Xn'+SD';         (1) 

mais 

ÄD'=XC'— Cd'  i 

d'ailleurs, 

BD  =  BC  +  CD; 

FIG.  241. 

par  smte, 

BD'  =Wf  4-ni*  +  2  BC  X  CD. 

Rempla^ant  dans  la  relation  (1)  ÄC   et  Bü'  par  leurs  valeurs,  il 

Tient,  apräs  simplification,  l'^galit^  qu'il  fallaittrouver,  c'est-ä-dire : 

ÄB'  ="SC'  +BC*  +  2 BC  X  CD. 

341.  Corollalre  I.  —  Le  carre  d'un  e6U  d'«»  triangle  e»t 
inferiew  ou  sup&ieur  ou  igal  ä  la  somme  des  carris  det  deux  autre* 
cttii,  ttiivant  que  l'angle  opposi  &  ce  cöte  eit  aigu  ou  ebtu»  m  droit. 
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342.  Cor^llalre  II.  —  Connatssant  les  cötes  (Tun  trümgte, 
on  peut  ctüatier  la  projection  d'uu  c6li  sur  un  autre. 

Appelons  o,  6,  c  les  longueurs  des  cötes  d'un  triangle,  et  propo- 
sons-nous  de  caiculer  x,  projection  du  cöte  6  sur  te  cöt4  e. 

Si  l'angle  A  est  aigu,  nous  aurons  (340)  : 

d'oü 

2ftr=:6'  +  c'  — «• 
et 

h'  +C'  — ffl' 

■'= — & — 

Sil 'angle  A  est  obtus,  nous  aurons  : 

rt'  =ft'  -j-c'  -^-icx, 
d'oü 

icx  =  a'  —  li'  —  c* 


probl£he 

343.  —  Caiculer  les  hauteurs  ä'mi  Iriangle  en  fonction  des  eite's. 

Soient  a,  b,  c  les  cötäs  d'un 
triangle,  &  la  liauteur  abaissee 
dn  sommet  A  sur  BC  et  a;  la 
projection  du  cöt^  b  surle  cöte 
a.  La  figure  donne 


Or,siC  estaigu,on  a(342) : 


et  si  C  est  obtus 


mais  ces  deux  valeurs  de  -r,  egales  cn  valeur  absolue,  ont  des  carrös 
egaux.  Donc,  dans  tous  les  cas,  on  a  : 


.  Le.probl^ine  est  resolu,  car  on  a  la  valeur  de  A"en  fonction  des. 
cötes  du,triangle;  mais  on  peut  dojiner  une  forme  plus  commode  k 
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cettevajeur.  II  est,  en  effet,  facile  de  voir  que  la  valeur  pr^c^dentc 
peut  Mre  remplac^e  par  celle-ci  : 

*  = w—' 

Le  num^rateur  ^tant  la  dififörence  de  deuxcarr68,ilvient(329,4o) 

. ,  _  (2aH-a» -f  6«  —  c»)  (2a6 — o«  —  ft«  +  c») . 

4a' 
mais 

2a*  +  a»  +  6»  =  (a  +  ft)».et2«6  — a»  — 6»  =  — (a— 6)% 

donc  : 

.._[(«+ft)'-c*][g'~  («-»)•]■ 

appliquant  aux  deux  diiT^rences  de  carr^s  la  mdme  transformation 
qua  plus  haut  on  a : 


^ . . .  t  » 


„_(a-4-»+c)(a4-ft— c)(a+c— fr)(c— «  +  <>) 
Si  Ton  fait  le  p^rim^tre  du  triaugle  ^gal  a  2  p,  on  a  : 

a-f  *-^^=2p  — 2(;=2(p     c) 

a+c  — ^  =  2p— ^26=:2(p  — 6) 

ft  +  c  — a  =  2p  — 2a=2(p— «); 

par  suite 

^^_2px2(p  — c)X2(p— ^)X2(p  — g) 

•       -.  1^^  ' 

ou  encore 


_  i6p(p— a)(p-ft)(p-^c) ^ 


4«^ 
extrayant  la  racine  carr^e  de  chaque  membre,  on  trouve  enfln  t 

*  =  äV/p(i»-«)(p- *)(/?— ^)- 

On  aurait  de  möme  pour  les  hauteurs  h'  et  Ä"  issues  des  sommets 
B  et  C  : 


Q 


2    / . 

7»''=^VP(P  — a)(p  — «>)(p  — c). 

G^OM^TRIB«  \  0 
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TH^ORäHB 

344.  ~  i°  La  somme  des  corHi  de  deux  cdtis  d'uti 
dmx  fois  le  carr6  de  la  mediane  eorrespondant  au  troisi 
deux  fois  te  carre  de  la  moitie 
de  ce  troisiime  cdte. 

2"  La  di/f4rence  des  catris 
de  deux  eötisd'un  triangle  4gale 
deux  fois  le  produit  du  troi- 
sieme  cötepar  la  projection  sw 
ce  cdte  de  la  mediane  qui  lui 
correspond. 

1"  Soit  M  le  milieu  du  cöt&  p,Q   ^i^ 

BC  (ians  le  triangle  ABC. 

On  doit  avoir  : 

ÄB'+'ÄC'  =  2ÄM'  +  2ßM'  . 

En  effel,  menons  AD  perpendiculaire  d  BC.  L'ang 

aigu,  le  Jriangle  BAM  donne  (340) : 

ÄB'  =  ab'  +M'  -  2BM  X  MD ; 

d'autre  pari,  l'angle  AMC  ^tant  obtus,  )e  triangle  AMC 

ÄC'  =  am'  +"CM'  +  2CM  X  MD. 

Ajoutant  membre  ä  membre  ces  deux  egalitca  et  rei 
CM  =  EM,  il  vient : 

ÄB'  -|-  AC'  =  2ÄH'  +  2BM'  . 

2"  Si  l'on  Buppose  AC  >  AB,  on  veut  prouver  que  1' 

Äü'— ÄB'=::2BCxMD. 

Pour  cela,  il  siifilt  de  retrancher  membre  k  membr 
de  l'egalit^  (2) ;  car  on  a  successivement  : 

Äc'  —  Ali'  =  2BM  X  MD  +  2CM  X  MI 

Äc"  —  ÄB'  =  (2BM  +  2CM)  X  MD, 

S(^'_AB'  =  2BCXMb. 

345.  Cofollaire  1.  —  Connaissant  les  edles  i 

Oll  peut  ralculer  les  medianes. 

En  effet,  soient  a,  ft,  c  les  cöt^s  et  m,  m'  m"  les  m^d 
pondantes. 

D'aprös  le  1"  du  theoröme,  on  a  successivement : 


IW^" 
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2m'  ^b*  +c'  —  ~, 

,       2(6»  +  c')  —  a' 

■     »•= 4 ' 

d'oÄ  

On  trouverait  de  iiK^me  les  medianes  m'  et  in". 

346.    Corollntre   II.    — 

La  somme  des  carr4s  des  c6tes  ä'un 
quadritatire  est  egute  ä  la  somme 
des  cari4s  des  diagonales  au(jm.ent6e  " 
de  quatre  fots  le  caiie  de  la  droüe 
qui  Joint  les  milteuj'  des  diago- 
nales. 

Ainsi,  dans  le  quadrilatöreABGD 
qui  a.  AC  et  BU  pour  diagonales  et 
dont  EP  Joint  les  milieux  de  cea  fig.  24V 

diagonales,  od  aura : 

SB'  +  Bü'  +  ÄD"  +  DU'  =  ÄC'  +  BD'  +  \W 
En  effet,  ies  friangles  .VBC  et  ADG  donnent  (344): 

M^  +  BC'  =:  2BP'  +  2äP' 
et  ^ 

AB'  +TJC'  =  2Df'  +  2ÄF" . 

Additionnant  membre  ä  mernbre,  il  vient  : 

SB"  +"BC'  +  ÄD'  +  DG*  =  2BP'  +  2DF*  +  4ÄP' .        (I) 

D'autre  part,  le  triangle  BDF  donne  : 

BF'  4-  Bf'  =  2EF'  -}-  2DE', 

ou,  CD  multipliant  les  deux  inembres  de  cette  derniöre  4galit6  par  2, 

2Bf'  +  2DP'  =  4EP'  +  4DE' . 

Si  l'on  remplace  dans  Tegalitö  (i)  2gF'-i-2ÖP*  par  la  valeur 
iEF'  +  .flJE'  ,  on  obtient : 
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Äl'  +'Br'  -f  :XB'  +  ÖC'  =::  4EP'  +  41JE'  +  4.IP'  ;  («) 

mais 

4l5E'  =  BD*  et  4ÄP'  =  XC*. 
Si  l'on  Bubstitue  cee  valeurs  dans  l'^galit^  (2),  on  a  enfin  ta  reta- 
tion  demand^  : 

SB'  -f  BC*  +  5D'  +  DC'  =  Sc'  +"HD*  +  4EP'  . 

347.  Corollalre.  —  Laiommedescarr4sdese6t4t  ä'unpatal- 
l^ogramme  est  ^gate  ä  la  iomme  des  carris  des  diagonales. 

Car,  dans  ce  cas  EF  est  ^gal  ä  z^ro. 

348.  R^clproqueoient»  «t  la  somme  des  carres  des  citä 
d'un  guadriUuire  est  igale  ä  la  somme  des  carris  den  diagonales,  la 
ßgure  est  un  paralle'logramme. 

Fln  elTet,  dans  ce  cas  4EF  se  trouve  4ga\  k  z^ro,  c'est  donc  que  les 
diagonales  se  coupent  en  parties  Egales  et  que,  par  cone^quent,  la 
figure  eet  un  parall^logramme. 

TEE^R^HB 

349.  —  Le  Heu  des  poinls  d'un  plan  dont  la  somme  des  caire's 
des  distanees  ä  deuxpoints  fixes  deceplmi 

a  ütu  raleur  donn^,  est  vn  cerele  dont  le 
centre  est  au  milieu  de  la  droite  gut  Joint 
les  deux  points  donn^. 

Soient  A  et  B  les  deux  points  fixes, 
K'  la  valeiir  donn^e  et  M  un  point  du 
lieu  tel  que  : 

Si  l'on  Joint  le  point  M  au  milieu  C 
de  AB,  le  triangle  MAB  donne  (344) 

HÄ'  +  HB'  =  iW,'  +  2äü'  ;  ""'■  -^-'■ 

par  suite, 

2HC'  -1-  2ir:'  =  K' : 
d'oü 


Donc  tous  lee  points  du  lieu  sont  sur  un  cerele  decrit  du 
doDt  le  rayon  R  est  ^gal  ä  MC  ou  tel  que 


-v/i 
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350.  R£ctproquement,  tout  point  H  de  ce  cercle  Fait 
partie  du  lieu,  c'est-ä-dire  satisfait  k  la  relation  : 

SÄ'  +TBB'  =  k'  . 

En  effet,  le  triangle  MAB  donne  : 

Hä' +  HB' =  2flC' +  2ÄC' ; 

mais  MC  est  le  rayoo,  et  l'on  vient  de  trouver  que 

Cette  valeur  de  HC   substituee  dans  la  relation  pr^dentedonne : 
SÄ'-fHB'=K'. 

DIeouaalon.  —  Puisqu'on  a  :  R  =  t/  '3'  —  ^  '  P*^"''  1"^ 
le  Probleme  soit  possible.  il  faut  que  l'on  ait : 

■  Si  K'  ^  2Än  le  radical  s'annule  et  l'on  a  R  :=  0 ;  le  lieu  se  r^uit 
alors  an  point  C.SiK'  =  4ÄC',il  vient  R=  l/^^_ÄC' =  AC; 
dans  ee  eas,  le  lieu  est  le  cerCle  ayant  AB  pour  diamötre. 


351.  —  Le  Heu  des  points  d'un  plan  dont  la  diff^reace  descarrit 
des  distances  ä  deux  poinis  de  ce  plan  auite  valeur  donnäe,  est  uitedroite 
perpendiculaire  ä  la  dittance  des 
deux  points  donne's. 

Soient  A  etBlesdeuxpointa 
flies,  K*  la  valeur  donnee  et  H 
un  point  du  lieu  tel  que  : 

Sä'— ■5iß'=K'. 
Si  Ion  Joint  les  points  A  et  B 
etque  l'on  mgnela  mediane  MG  fig.  246. 

et  la  perpendiculaire    MD,   le 
triangle  MAB  donne  (344,  S») : 

M*  —TSR'  =  2AB  X  CD, 
d'oÄ      2AB  X  CD=  K"  et       CD  =  — . 
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:  K*  et  2AB  soDt  coaslanls,  par  suite  CD  est  aussi 
US  tes  poinls  du  Heu  sout  sur  la  perpeDdiculaii 
tDlelq"e:CD  =  ^. 

I.  Reclproqaemeat.  —  Tout  point  M  de  MD 
c'est-ä-dire  satiafait  ä  la  relation  :  ma^  —  MB*  = 
i,  eu  effet,  pour  ce  poiot  M  l'^galit^  ma*  —  MB*  = 

D  =  --^,d'oüaABxCD=K'.  donc  MÄ' —  MB' = 
I  poinl  M  de  MD  fait  donc  bien  parlie  du  lieu. 


CHAPITRE    VI 
is  proportionnelles  dans  le  cercle. 
ice  d'un  point  par  rapport  ä  un  c 
:e  radical-  —  Gentre  radical. 

—  LIGNES  PROPORTIONNELLES  DANS  LE 
th£or£he 

I.  —  Les  Cordes  qui  passen  t  par  un  mäme  point  tn. 
ont  divisees  eti  segmenls  adailifs  dont  le  produil  e 
ii.pour  le  point  inlörieurAqui 


ABX  AE=  ACx  AD. 

!lTet,si  nous  menons  les  droites 
E.  nousformons  deux  triangles 
DE  dans  lesquels  les  anglc-i  B 
et  E  sont  egaux  chacun  ä  iha- 
mme  ayaul  m^me  mesuie  : 
es  deux  triangles  sont  sem- 
.  Leursimilitude  donue  Fig.  24' 

AB        AC 

~Ää~'AZ'  ABXAE  =  ACXAD. 

■oUalre.  —  La  demi-corde  perpendiculaire  ä  i 
oinl  A  ißg.  247)  est  mnyemie  proportionnpüe  enl 
Is  de  loitte  corde  pasmnl  par  ce  meine  point  A. 
3ffet,  si  nous  menons  la  corde  LM  perpendiculai 
,  est  le  milieu  de  LM  (194),  et  par  suite  on  a  : 
äl'  =  ab  X  AE. 

EVnblAine.  —  Calculer  lu  longneur  de  la  lAssectriet  % 
ngle.  en  fouction  des  troit  eMis  a,  b.  c  de  ce  Mangle. 
\HC  le  triangle  donoä;  cwnstruison«  le  cercle  uirconscril. 
Tif-e  AD  =  a  jusqu'en  E  ;  joiRnons  CC  par  une  droile. 
■iansles  DBA,  r.EA  sont  semblables,  car  ils  ont  leurs  angl«i 
es  anglea  iiiscrils  8  et  E  sont  igaax. 

wtposer  :-|-  =  — — Igg-.  d'oü  Ac  =  ■' +  aXDE, 


Mals 

,«X 

DE  =  D1 

Or,  c 

iDavi 

1  {m}  qi 
DC  = 

Dane  ßnalemenl :  i 

LIGSES   PROPORTIONNELLEB  BANS  I.E   CBBCLB 

e  qui'donne  :  a'  =  *c  —  DB  X  DC. 


Nou.  IrotxveronB  plu?   IoId   (;äl)  li 
,i09i  quo  la  ioiigueur  a,  de  U  bi.seclno 


THfORtlUE   [.-iciproque). 


355.  —  Si  deux  droües  iont.  partagies  yio.  247  bU. 

par  un  meine  point  en  segmenls  additifs, 
dont  lesproduils  sont  igaxtx,  les  exMimles  de  ces  droites  sonl  i 
unmime  cercle. 

Si  les  droites  BE,  CD  sont  parta- 
gees  par  ie  point  A  de  teile  sorte  que 

AB  X  AE  =  AC  X  AD, 
les  quatre  points  B,  C,  E,  D  sont  sur 
un  möme  cercle. 

En  effet,  menons  les  droites  BC  et 
DE.  Les  triangles  ABC,  ADE  onl  des 
angles  egaux  en  A  comme  opposes 
au  sommet.  Dautre  part,  l'hypolhfese 
AB  X  AE  ^  AC  X  AD  donne : 


Donc  les  deux  triangles  ABC,  ADE  sont  semblables  comme 
ayant  un  angle  6gal  compris  enlre  cötes  proporlionnels.  Par  suite, 
le  cercle  passant  par  les  Irois  points  B,  C,  E  passera  aussi  par  le 
sommet  D  de  l'angle  EDC,  car  cet  aogle  6tant  egal  ä  l'angle  B  doli 
aToirla  m6me  mesure,  c'est-i-dire  la 
moitiö  de  l'arc  EC. 

TOtORiME 
356.  —  Deux  iicantes  issues  d'itn 
mime  poivl,  extirieur  ä  un  cercle,  di- 
terminent  en  le  rencontrant  des  segmenls 
touslraclifs  dont  le  produil  est  conslanl. 
Ainsi  pour  le  point  A,  exterieur  au 
cercle  0,  si  Ton  m^ne  les  secantes 
ABF.ACD.onaura: 

ABXAF==ACXAD. 

Pour  le  demontrer,  Joignons  par 
des  droites  les  points  B  et  D, Gel  F, 
nous  formons  ainsi  deux  triangles  AFC  p,„    <,,(, 

etABD.danslesquelslangleAestcom- 
mun  et  les  angles  F  et  D  egaux,  comme  ayant  Tun  et  l'autre  pour 
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mesurcla  moitid  del'arcBC  :  donccesdeuxtriangleasontBemblabtes, 
etleurscöteshotnoIogueB  donnent : 


367.  Cot-oUelre.  —  Si  d'un  point  exUrieur  ä  un  cercle  on  M 
m^ie  ttne  tangente  et  une  sicanle,  la  taagente  estmoyenne  proportümr- 
nelte  entre  la  sicante  entiere  et  sa  partie  exte'rieure. 

El)  elTet,  le  th^oröme  est  vrai  quelle  que  soit  ta  position  de  la 
i^cante  ACD  :  donc  il  est  encore  vrai  ä  la  position  limite  de  cette 
ä^ante,  c'eat-ä~dire  loreque  les  points  G  et  D  se  cunfondent  et  que  la 
B^cante  ACD  est  devenue  la  tangente  AT, 
alprs  on  a  : 

AT'  =  AB  X  AF. 

On  arrive  d'ailleurs  au  mSme  r^sul- 
tat,  en  cönsid^rant  les  triangles  ABT  et 
APT;  car  ces  triangles  ont  l'angle  A  do- 
commun,  et  les  angles  F  et  ATB  ägaux 
cönime  ayant  Tun  et  l'autre  pour  me- 
8ure  la  moiti^  de  l'arc  BCT  :  donc  ih 
ßont  semblakles,  etJeurB  cötäs  bomo-. 
iogues  donnmit : 

r?=T^'  doHÄT'  =ABX  AT. 

-"^T      Af  P,o.  250. 

TH^ORäHE  [reciproijue). 

358.  —  Si  deux  droites  üsites  d'un  mSme  point  sont  partag4ea.  tu 
$egmenls  soustractifa  dont  (es  produits  sont  4gmix,  les  qnalre  extre- 
mite's  de  ees  Segments,  en  dehors  du  point 
eommutt,  sont  sttr  un  m^me  cercle. 

Soient  les  droites  ABE  et  ACD  issiies 
du  point  A  et  partagöes  de  teile  sorte 
que  ; 

ABxAF=ACXAD        (1) 

Jedisquelesquatre  points  B,C,  D,F 
sont  8ur  un  möme  cercle. 

Pour  le  deniontrer,  joignons  les' 
points  B  et  D,  C  et  F.  Les  deux  trian- 
gles ABD  et  ACF  que  nous  formons 
ainsi  ont  l'angle  A  de  commun  compris 
entre  cflt^s  proportionneU ;  car  la  rela- 
tion  (j)  donne :  ,  pia.  gg, 
AB_AC 
AD~AF'  ■       ,  
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ces  deux  triangles  sont  donc  seaiblables.  Par  suite,  la  circonference 
nassant  par  les  trois  poials  B.  C,  F  passera  aussi  par  le  sommet  ü 
de  rangle  BDC,  car  cet  aogle  6tant  6gal  ii  l'angle  F  devra  avoir 
la  mfime  mesure,  c'est-ä-dire  la  moitie  de  I  arc  BC. 

l-REWER  THfiORfiME   ÜB  PTOLBMÄB 

359.  —  Dam  un  quadrilatere  imcripiibkje  prodvil  des  diago- 
'nales  est  igal  ä  la  somme  des  produUi  des  cäles  oppuses. 

Pour  dömontrer  ce  Ihöoröme.  coDsiderons  ud   quadrilatöre 
inscrit    ABCD  donl    les    diagonales 
sont  AC  et  BD. 

Formona  un  triangle  BCE  de  ma- 
ntere  que  les  angleB  2  et  ^  soienl 
respectivemenl  ^gaux  ainsi  que  les 
angles  DCA  et  BCE. 

J,a  similitude  des  triangles  ACD 
et  BEC  doone  : 

AD   _   AC  _  CD 
*  '      BE    ~   BC  ~   CE  ' 

Des  deux  premiers  rapporis,  oq 
deduit  :  *'"^-  *''^' 

(2)  AD  X  BC  —  AC  X  BE. 

D'aulre  part,  les  triangles  ABC  et  CDE  sont  egalemeot  sem- 
blables;  car  ils  ont  les  angles  AGB  et  DCE  ögaux  corame  form^? 
de  deux  angles  ^gaux,  augmentes  du  m6me  angle  ACE,  et  ces 
angles  sont  compris  entre  cöles  proportionnels,  comme  le 
monlrenL  les  deux  derniers  rapporis  de  la  relation  (1).  Par  suite 
de  la  similitude  de  ces  triangles,  on  a : 
AB  AC 


AB  X  CD  =  AC  X  DE. 
Ajoutant  (2)  et  (3)  membre  ä  membre,  il  vient : 


AB  X  CD  +  AD  X  BC  =  AC  (BE  +  DE) 

(4) 

On  a  donc : 

AB  X  CD  +  AD  X  BC  =  AC  X  BD. 

(5) 

SBUXi^ME   TH£OR£iHB  DE  PTOLtHEE 

360.  — Dans  wn  quadrilaiere  inscripüble,  le  rapporl  des  diago- 
nales est  igal  au  rapporl  des  sommes  des  produUs  des  c6tis  aboutii- 
tant  axtx  extrimiUs  de  ces  diagonales. 

Ainsi,   pour  le   quadrilatäre  inscriptible  ABCD,  oa  aura   la 
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AC  _   ABX  AD  +  CB  XCD 
"BÜ"  ~    HA  X  BC  +  UA  X  DC  ' 

nons  8ur  l'arc  AMB,  l'aro  AE  6ga 
■irc  AD  ;  puis  menons  lesdroiles  AE 
[uons  le  Iheor^me  precedent  aux 
ßCDF.  Nous  aurons: 
;  X  DE  =  CE  X  AD  +  AE  X  CD, 
)  X  GF  =  DF  X  BC  +  BF  X  DC. 
on  sait  que  dans  un  mäme  cercle  ai 
les    Cordes    egales, 

:  DF,  DE  =  CF, 
\  BE  =  DA. 
membre  ä  membre 
et  (2),  et  que  Ton 
des    ^galiles   prece- 
mt  la  relalion  cher- 

AD  +  CB  X  CD 


atlon.  —  Connamanl  les  cölis  a. 
'ipliöle,  calculer  les  diagonales  «  et  f 
irömes  de  Ptolemöe  donnent  les  eqi 

=  «'  +  "■       (^)    T=5i 

auUipliaDtetdivisant(l]et(2j  meml: 

^  _   (ae  +  bd)  {ad  +  bc) 
ab  -|-  cd 
{ac  +  bd}  (ab  +  cd) 
^  ad  +  6c 

THfiOnfiHE 

•roduil  de  deux  cötes  d'un  triangte  ii 
rcte  circonscnl  par  la  hauleur  relatv 

re  du  cercle  circonscrJt  au  triangle 
.  la  perpendiculaire  AH  ;  il  s'agitde 

ABXAC=ADX  AH. 
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Eo  effet,  les  triangles  rectangles  ABD  et  ACH  ayant  chacun  iin 
angle  aigu  ögal,  1  et  1',  sont  semblables.  Leur  similitude  donne  : 

AB      AD 

All  ~~  AC  ' 

d'oö  r^galit^  cherchöe 

ABXAC  =  ADXAH. 

363.  Coi>ollalre.  —  Contutis- 
sant  les  cdt^s  d'un  triangle,  onpeut 
calculer  le  rayon  da  cerele  circomcrit. 

En  effet,  soient  a,  b,  c  les  cöt^s 
d"un  triangle  et  R  le  rayon  du  cerele  pjQ.  2^. 

circongcrit.  On  a  : 


mais  (343) 

AH  =  ?v'p(P-oKP-»)(!>-«). 
par  suite, 


2R  X-\//'(/' -«,{/*— Ö)(P—c)=:te: 


i\/piß-a)(p-b)(p~e) 


%  11.  —  PUISSANCE  D'UN  POINT  PAR  RAPPORT  A  UN  CERCLE. 
AXE  RADICAL.  —  CENTRE  RAUitlAL. 

364.  DfiOnltlon.  —  On  appelle  puümnce  d'unpoiiU  A,  par 
rapport  au  cerele  0,  le  produit  constant  AB  X  AC  donne  par  toute 
söcante  ABC  issue  du  point  A. 

Ce  produit  est  positif  ou  nigatifselon  quo  le  point  A  est  erl^- 
rieur  ou  inUrieur  au  cerele. 

Considörons,  par  exemple,  la  B^cante  AEF  passant  par  le  centre 
0,  et  appelons  R  Ic  rayon  du  cerele  et  d  la  distance  AG.  Nous 
aurODs,  lorsque  le  point  A  est  exterieur  : 

AEXAF  =  (rf— R)(rf-f  R)  =  d'— R», 
«t  si  le  point  A  est  ittt^rieur 

AEXAF  =  {rf  +  R)(R_d)  =  R'_d'=  _(((._R«j 
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Si  le  point  A  ^lait  Bur  le  cercle,  sa  puissancc  serait  Milemmcnl 
nulle,  car  dansce  cas  on  a  :  rf  —  R  =  0. 

Donc  dans  tous  leg  cas,  la  pttis- 
saitee  d'un  point  parrapportäuncetcle 
est  egale,  m  grandeur  et  mi  tigne,  « 
l'exeis  dt*  carri  de  la  dintance  de  ce 
/loint  au  centre  mr  le  carr^  du  rayon. 

Si  le  point  A  est  ext^rieur,  on  a  : 

aexaf  =  äT'. 

Donc,  la  putssance  d'un  point  ejti- 
rieiir  au  cercle  est  dgale  au  carre  de  la 
tnnge-tite  «im^e  de  ee  poini. 

Donc,  le  Heu  despoints  d'^galepui»- 
sance  par  rapport  d  un  cercle  est  un 
aulre  cercle  conceiitrique.  "°-  ^''^■ 

THäORJCHE 

365.  —  Le  Heu  des  poiiits  d'egale  puissance  par  rapport  ä  daix 
cercles  est  une  droilc  perpen- 
diculairf  d  la  ligiie  des  em- 
tres. 

En  effet,  soient  0  et  0' 
IcB  deux  cercles,  R  et  R' 
leurs  rayons  et  M  un  point 
du  lieu. 

'.  Menons  MO,  MO',  puis 
MP  perpendiculaire  h  00'. 
Les  puissances  du  point  H 
par  rapport  au  cercle  0  et  0' 
sont  par  d^finition  pi^,    053 

m'  —  r'  et  HÜ''  —  R '  ; 
et  ces  puissances  devant  ötre  egales,  on  a  : 

S!ö'— ll'=lffü''— R'' 

Mö'— 1HD''=r'— r'- 

Le  lieu  cherch^  est  donc  celui  des  points  tels  que  la  difförence 
<les  carr^s  de  leurs  distances  aux  deux  points  fixes  0  et  0'  soit  ^gale 
ä  la  quantit^  constanle  R'  —  R'';  er,  nous  avons  vu  (35))  que 
ce  lieu  est  une  perpendiculaire  MP  ä  00'. 

Ge  lieu  a  dti  nominä  axe  radlcal  des  deux  cercles. 

366.  —  II  est  facile  de  trouver  äavfelle  distance  du  milieu  de  la 
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ligne  des  cenlre«  Celle  perpendiculaire  doli  «re  menfe;  cur  si  C  est 
le  milleu  de  Off,  on  «  (34»,  2")  : 

HO" -SÜJ"  =200' X  cp=r' -k', 

^^^    200' 
367  —  D6  ce  th^orfeme,  on  deduit  lee  cons^quenCefl  suivantes  : 
i"  Lore  radkal  de  deax  cereies  egaux  est  Sgalment  dtstant  des 
eeatres;  car  la  relation  (2)  donne 

^*^  ~  200'  300' 
2»  Si  dem  ceretes  n'oitt  aucun  point  de  commm,  lear  axe  radimi 
ne  ks  rencontt-e  ni  Im  m  l'mlre:  car  le  point  oft  il  rencontrerait 
l'un  ^lant  de  puissance  nulle  par  rapport  ä  ce  cercle  devrait  ausBi  se 
trouver  Bur  l'autre,  alors  les  cercles  auraient  un  point  de  commun, 
«e  qui  est  cöntre  Thypothöse. 

3»  Si  (es  cetvles  se  toüpent.  l'axe  mäieal  est  Itt  droite  qui  passe  pai- 
les  deux  Points  communs;  car  les  ppints  communs  etant  de  puissance 
naile  par  rapport  ««»  deujt,  cerdes  Äppaetiewentä  Taxe  radical  et 
le d^terminent.      "  ^,  ;■  '  '  ,        . 

4"  Si  les  deux  cercles  sent-  tangeüts  ml^rieurment  «Urexteneure- 
ment,  teur  axe  radical  est  la  tmgente  commune  ä  ces  cercles;  car  le 
point  commun  a  une  puissance  nulle  par  rapport  k  ehacuo  des 
cercles. 

5"   La  partie    de 
Paxe    radical     ext^- 
rieure  aux  deux  eer- 
ctesest  lelieudespoints. 
^oä  l'on  peut  meiier 
ä  ces  cercles,  des  taa- 
gentes  4gales;  car.  la 
puissance  d'un  point   ■ 
par  rapport  ä  unicer- 
cle  est  fgale  au  carrÄ  . 
de  la  tangente  men4e   . 
de  ce  point. 

De  lä  un   moyen 
trös  simple  de  cons-, .  ... 

truire    l'axe    radical  ^lö.  259. 

de  deux  cercles  ext^- 

rieurs ;  il  suffit  de  mener  une  perpCHdiealaire  ä  .la  ligne  des  centres 
par  le  miiien  de  lapartie  d'une  tangefite  commune  comprise  entre  les 
points  de  contact. 

On  obLiendra  encore  Taxe  radical,  en  joignant  les  mitieux  des  Seg- 
ments de  deux  tangeatescommunes  compris  entre  les  points  de  contacL 
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6»  V(ae  radical  de  deux  cerctes  exterieurs  ne  change  pas,  si 
l  Oll  fait  raner  teurs  rayons  R  et  R'  de  teile  gorte  que  la  diffSrenee 
R"  —  R*  reste  comlante. 

Soient  les  cercics  0  et  0',  dont  les  rayons  sonl  R  et  R'.  Menons 
ä  ceß  cercles  des  tangentes  Egales,  AB  et  A'B',  assez  longues  pour 
que  les  cercles  decrits  des  points  0  et  0'  comme  centres  avec  les 
rayons  OB  et  O'R,  se  coupent.  II  faut  prouver  que  l'axe  radical  MP 
des  deux  cercles  OB  et  OB'  est  aussi  celui  des  cercles  dont  les  ravons 
sont  R  et  R'.  '' 

En  effet,  on  a  : 

ÖB'=B'-|-aB', 

eo  remarquant  que  AB'  =  Ä^'',  on  a  : 

OB'— Ö^'  =  R'_R'>. 

La  difFfrence  des  carres  des  rayons  ^tnnt  la  möme  pour  les  deux 
Premiers  cercles  que  pour  les  deux  derniers,  il  en  resulte  que  les 
deux  couples  de  cercles  ont  le  m^me  axe  radical  :  d'oü  un  moyen 
facile  de  trouver  Taxe  radical  de  deux  cercles  0  et  0*  qui  ne  se 
coupent  pas,  puisque  les  deux  cercles  OB  et  OB'  qui  se  coupent  ont 
le  meme  axe  radical,  et  que  celui  de  ces  derniers  est  leur  cordc  com- 
mune MP. 

Ta^ORäME 

368.  — Les  axesradkauxäe  trois  cerdi-s  eonsidires  deux  ädetix, 
et  dont  les  centres  ne  sont 
pas  ea  ligne  droite,  con- 
courent  au  mhne  point. 

En  effet.soitDIepoint 
de  concours  de  l'axe  ra- 
dical M  des  cercles  OetO' 
et  de  Taxe  radical  N  des 
cercles  0  et  0".  Le  point  ü 
est  d*^gale  puissance  par 
rapport  aux  trois  cercles, 
donc  il  se  trouve  surl'axe 
radical  P  des  cercles  0" 
et  0". 

Le  point  D  de  con- 
cours  des  trois  axes  radi-  ' 

cauiest  connu  sous  le  nom  de  centre  radical  des  trois  cercles. 

mp(?Sil,rü^"'*.'*^"®-  ~^^  ^i^^or^^^  pr^cddent  donne  une 
methode  Ms  simple  pour  construire  l'axe  radical  de  deux  cercles 
exterieurs  ou  Interieurs  Pun  ä  l'autre.  II  suffit  pour  cela  de  d^crire 


CENTRE  RADICAL 


un  troisiäme  cercle  0'  reucontrant  les  deux  premiers  0  et  0  respec- 
tiyement  aux  points  A  et  ß,  C  et  D.  Les  cordes  communes  AB  et 


CD  se  couperont  au  centre  radicat  des  trois  cercles,  0,  O*,  0";  il  n'y 
aura  plus  qu'i  abaisser  de  leur  point  de  rcncontre  P  une  perpendi- 
culaire  XY  sur  00' :  eile  sera  Taxe  radical  des  deux  cercles  0  et  0'. 


CHAPiTRE  VI 


Problömes  sur  les  droites  proportionnelles.  — 
Problömes  relatifs  aux  cercles  tangents  ä  des 
droites  ou  tangents  entre  eux.  —  Gonstruction 
de  formules  algäbriques. 


1 1.  —  PROBLEMES  SUR  LES  DROITES  PROPORTIONNELLES 
PROBI^HE 

370.  —  Diviser  nm  droite  en  parties  proportionnelles  ä  des 
■  droites  donnies. 

Soit  k  diviser  la  droite  AB  en  parties  proportionnelles  aux 
longucurs  donnees  M,  N,  P, 
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Par  le  point  A  menons  unedroite  AL  faisant  avec  AB  uh  aa^le 
queleoiique.  —  ■ 

Sur  la  droite  AL,  k  partir  de  A, 
iC  ==  M , 
18  E  et  B, 
lenons  les 
es  parties 
t  propor- 
nn^es  M, 
N,  P. 

En   eßet,  le  triangle  ABE  doDpe 
(324):     . 

Ati  _  GF  _  FB 
AC  ~  CD  —  DE 
ou 

AG_GF_FB 
■■M'~  7i  ~  P'  •-    na.  263.  __.__  _- 

371.  Retnarque.  —  Si  l'on  voutait  partager  AB  en  parties 
Egales,  on  prendrait  les  longueurs  AC,  CD,  DE  Egales  entre  elles  et 
l'on  achiverait  la  construction  de  )a  m6ine  mani^re. 

PROBL&UE 

372.  —  Construire  une  qiuUriime  proporiionnelle  ä  trois  longueur» 
dmnSes. 

Soit  i  trouver  la  quatriöme  proporiionnelle  aux  troia  longueurs 
donn^es  M,  N,  P.  La  droite  demand^e  ätant  repr^sent^e  par  x,  on 
doit  avoir  : 

M_P. 

Menons  les  droites  ind^ftnies  AB, 
AG  faisant  entre  elles  un  angle  quel- 
conque,  A  partir  de  A,  prenons  sur 
AB  des  longueurs  AD  =  M,  AE  =  N, 
et  sur  AG  une  longueur  AF  —  P;  joi- 
gnons  par  une  droite  les  points  D 
et  F,  puis  menons  EG  parallele  ä 
DF  :  AG  =  ic,.  ou  e^  la.  quatriäme  : 
proportionnelle  demand^e. 

En  effet,  le  triangle  DAF  donne 

An_AF  FIG.  264. 

AE      AG' 
mais  AD  =  M,  AE  =  N,  AF  =  P  et.par  suite,  AG  =  a-,  donc,  on  a : 
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P  X  N 

373.  Reniarque.  —  Gelte  proporlion  dQnne3;  =  — ^J— • 

P' 

et  si   Ton   a  P=:N,  il  vienl  3;  =  —  .  Alors  ,r  est  une  troi&ieme 

proportionnelle  entre  P  el  M. 


374.  —  Comtruire  une  moymme  proporlioimelle  ä  deux  longueurs 
doimieg. 

Soient  M  et  N  les  longueurs  donn^f^s 
et  .r  la  moyennc  proportionnelle  &  Cüns- 
truire.  On  doit  avoir  : 


l"  Solutiott.  —  Sur  une  droite  inde- 
finie  AB  prenons  les  longueurs  AC^M, 
CD  =  N.  Avec  AD  comme  diam^tre  decri-  fig.  2fö. 

vons  une  demj-circonförence,  et  au  point 

G  elevons  la  perpendiculaire  GE.  Gelte  droite  est  la  moyenne  pro- 
portionnelle demandee. 

En  eflet,  si  l'on  möne  les  cordes  AE  el  ED,  on  olitient  un  triangle 
.\£D,  rectangle  en  E.  Or,  ce  triangle  donne  (330) : 

AG_EG_ 
EC~OD' 

inais  AG  =  M,  et  CD^N,  00  a  par  consei|<icnl 


EC       ^        X      N 

2*  Solution.  —  Sur  une  droite  indcTmie  AB,  portons,  ä  partir  du 
point  A,  et  dans  le  mäme  sens,  AC  =  M 
et  AD=:N;  puis,  avec  AG  coinme  dia- 
lu^tre,  decrivonsune  denii-circonri'T''nce, 
et  au  point  0  elevons  une  perpeiidicu- 
laire  qui  renconlre  cn  E  la  tlemi-cir- 
confercnce;  nienons  cnfm  AE  qui  wra 
la  nioyennc  proportionnelle  cherchrc ; 
car  le  triangle  AEG  donne  :  pi.i.  ZljCu 

Äü'  =AGXAnoii,H  =  My  ,N. 
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PROBLEME 

—  Comtruire  deux  lignes  comaiggmit  leur  sotime  et  leur 

snt  X,  jr  les  lignes  inconniies,  p  leur  soinme,  et  9  une  ligne 
»rre  soit  »^gal  au  produit 

ilte  de  Ik  les  deux  4qua- 

[■p~pHxy  =  g'. 

le  droite  AB  =  p,  cotnine 

d^crivons  11  nc  demi-cir^ 
i;  au  point  A  elevona  uoe 
ulaire  AD  ä  AB  et  prenons 
puis  par   le  point  D  me- 

parallöicä  AB;  enßn  des  ^^  267 

£'  abaissoiis  sur  AB  les 

iilaires  KC,  E'O',  lesquelles  d^termineront  sur  AB  les  Beg- 

et  CB,  C'B  et  CA  qui  sont  les  lignes  deinandt'es  x  et  y; 

AC  +  CB  =  petACXCB  =  (l^'=y'. 
e  mg  nie 

CB  +  CA  =  /)  et  CB  X-CA  =--  ÜTT'  =  q\ 
iwsloii.  —  Le  problöme  n'est  possible  que  si  g  est  au  plus 
ayon  OM  oii  k  -.  Dans  le  cas  oü  $  a  aa  plus  grande 
les  Segments  AC  et  CB  sont  eganx  aussi  ä  ~.  Alors  le 

;xf^Bo 

jible.  Donc,  le  produit  de  deux  faeteurs  dont  la  stnmne  est 
st  vtaximitm  lorsque  ces  faeteurs  sont  e'ganx. 

Etemai-que.  —  On  trouve  ais^menl,  h  l'aide  de  la 
longueurs  cherchäes  x  et  y;  car  on  a 

.T=AC  =  AO  — CO 
y  =  CB=:A0  +  (:O. 

=  -,  et.  !\  e.iuse  du  triangle  rectangle  <:0E,  on  a  : 


PaOBLKMEä  SCn  LüS  ÜKOITES 


probl£he 

377.  —  Construire  deux 
ligms  connaissani  leur  diff4rence 
et  Imrproduit. 

Soient  x  et  y,  leg  lignes  in- 
connuee,  p  leur  diff^rence  et^* 
leur  produit.  Ona,  parsuite,  les 
detix  ^<]uations : 

x  —  ff=petxf/=:g\ 

Sur  une  droite  AB  =  p, 
comnie  diam^tre,  d^rivons  une  fiq_  268. 

circonförence;  au  point  A,  ele- 

vons  Bur  AB  une  perpendiculaire  AD  =  5;  puis,  du  point  D,  tiron 
la  s^canle  DEF  passant  par  le  centre  0.  Les  segmenls  DP,  DB  de 
cett«  g^cante  sont  lea  lignes  demande^g  x  et  y;  car 

DK  —  DE  =  AB  =  p  et  DF  X  DE  =  Aß'  =  g* . 

Ce  Probleme  est  toujours  poBsible,  attendu  que  celte  constractio« 
peut  toujours  avoir  lieu;  il  n'admet  d'ailleurs »ju'une  Solution. 

378.  Remar^ue.  —  On  peut  facilement,  ä  l'aide  de  U 
figitre,  trouver  les  longueurs  cherch^es,  x  et  y,  car  on  a  : 

a:  =  DF  =  DO-f-OA 
y  =  DE  =  DO  —  OA. 
Or 

D'autre  part,  Ic  trianglf  roclangle  ADÜ  donne  : 


1 
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On  a,  par  suite, 

PROBIJiSME 

379.  —  Pm  tager  une  äroite  en  moyenne  el  extreme  raison 

On  dit  qu'une  portion     ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^  j 

de  droite  AB  est  partag^e 
par     le     point     M     en 
moyenne  et  extröme  rai- 
son, quand  Tun  des  seg-  tjc.  2^39, 
inents  dötermines  par  le 

point  M  est  moyen  proportionnel  entre  Aß  et  Pautre  segment,  de 
teile  Sorte  que  Pon  doit  avoir  : 

ABMA 
r  MA"~MB' 

Nous  allons  voir  qu'il  existe  deux  poinls  sur  la  droite  X  Y  qui 
jouissent  de  cette  propri<5t6. 

Supposons  le  probl^me  resolu.  Soient  M  et  M'  les  deux  points 
de  la  droite  ind^finie  XY  qui  partagent  la  droite  AB  en  moyenne 
e.t  extreme  raison,  le  point  M  entre  A  et  B  et  le  point  M'  ä  gauche 
de  A.  Alors,  on  a  : 

AB_M^      AB      MA 

M'A"~MB^   MA"^1b 

Nous  allons  montrer  que  la  determination  des  points  M  et  M'  se 
ram^ne  ä  la  construction  de  deux  lignes  connaissant  leür  difTerence 
et  leur  produit  (377);  car  on  va  voir  que 

MA  — MA==  AB  et  M'A  X  MA  =  ÄB*. 

En  effet,  les  deux  egalites     • 

AB_J£A      AB_MA  — 


MA      MB-    MA      MB 

donnent 

HPÄ*=ABXMB 

MÄ*=ABXMB; 

i'(HrcUichant  menibre  ä  membre,  il  vient 


2 


OU 


nk.ns 


MA    —  MA   =  AB  [M  ß  —  MB) 

(M  A  +MA)  (M  A  —  MA)  r^  AU  X  >^>  S 

MA4-MA=rMM, 


J 


■JP"' 
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donc,  pour  qiie  l'egalite  prt^mlcnte  subsiste  encore,  il  faiit  qae 


On  d^ditit  de  cettc  vali'iir 


D'autre  part,  de 


MA 


MA  — AB      MB— M'a' 

d'oä,  en  tenant  comptc  du  resultat  d^jä  obtenu  (x)  et  d'apr^  la 
figure, 

ABMA 

MA^AB' 
d(»ie 

MAxMA=:SB'. 
De  lä  cette  congtruction  :  au  point  B  on  älöve  une  perpeadi- 
culaire  ä  AB,  et  sur 
cette  ligne  on  prend 
BC  =  AB  ;  avec  BC 
comme  diam^tre,  on 
d^rit  ane  circonK- 
rence  0 ;  puis  on 
möne  la  s^cante 
ADOE  ;  enfin  ,  on 
porte  sur  AB, 
AM  =  ADet  sur  AX, 
AM'^AE  :  lespoints 

M  et  M'  ainsi  döler-  ^ 

min^s  sont  lespoints  "^' 

cherch^s. 

)t  est  du  reste  facile  de  voir  que  chacun  des  points  M  et  H'  parUge 
AB  en  moyenne  et  extröme  raison;  car  la  figure  donne  pour  le 
point  M  : 

AE_AB 

AB~AD' 
et  de  cette  ^galit^,  on  tire  : 

AE— AB      AB  — AD 
AB      ~      ÄD      ' 
d'o& 

AM      MB 


l>ouc  AM  est  moyeone  proportionnelle  entre  AB  et  MB 


■■?■    - 


i64 
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Pour  le  point  M'  on  a  de  tndme 

AE         AB  AB 


AB     ^ 

celte  egalit^  donne 

d'oü  on  tire  aisement 


AD 


ou 


AE 


AD 
AB 


AE  +  AB   AB  +  AD 


AE 


AB 


MB  _  M  A 
M' A  "^  AB  ■ 

Donc  M'A  est  moyenne  proportionnelle  entre  AB  et  M'B. 

380.  Remarque  I.  —  Les  segiuents  MA  et  MB  dont  la 
soinme  est  AB  sont  additifs,  tandis  que  les  Segments  M'A,  M'B  dont 
ta  diffdrence  est  AB,  sont  soustractifs;  il  est  d'ailleurs  Evident  que 
MA  est  le  grand  segment  additif  et  M'B  le  grand  segment  soustractif 
de  la  droite  AB  divis^e  en  moyenne  et  extröme  raison. 

381.  ReniArque  II.  —  Representons  lalongueur  AB  par  n, 
et  cherehons  ä  ^valuer  en  fraction  de  a  les  quatre  segmentiB  MA,  M'A, 
MB,  MB.  On  a  : 

,  MA  =  AD  =  AO  -  OD 

M'A  =  AE  =  AO  +  OD. 


Or, 


0D=| 


et        ÄÖ*=:XB'+öB*=a'+^=5$,d'oöiAO  =  V5: 

4-  4  z 


donc 


MA=|v/g-|  =  |V5-l) 


et 


M'A=|v/5  +  |  =  |(v/5  +  l). 


Sa     a .  /r 


et 


Par  suite, 
MB  =  AB^MA=:«-|v^5  +  |  =  f~|v/5  =  |(3-v/H) 

M'B=AB4-M'A  =  ri+|v/5+|  =  Y  +  l^^=l^^^  +  V^)- 


§  IL  --  PROBLEMES  RELATIFS  AÜX  CERCLES  TANGENTS 
A  DES  DROITES  OU  TANGENTS  ENTRE  EUX 

PROBLl^ME 

382.  —  Mener  par  dmx  poinis  donnes  A  et  B  un  cercle  tangent  d 
une  droite  donnSe  MN. 
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Supposons  li!  Probleme  rösolu  et  soit  0  le  ecrcle  demand^.  Si  le 
point  de  contacl  D  ctait  connu,  il  n'y  aiirait  ptue  qu'Ä  faire  passer 
une  circonKrencc  par  les  trois  points  A,  B,  D.  La  se«Ie  difllcult.?  du 
Probleme  consistc  donc  k  trouver 
le  ppint  D.  Or,  si  I'on  prolonge 
AB  juaqu'ä  sa  rencontre   en  G 
avec  MN,   la    taogente   CD    est 
moyenne  prqportionnelleentrela 
s^caate  AC  et  BC.  D'oü  cette  con- 
stniction  :  On  prolonge  AB  jus- 
qii'ä  sa  rencontre  en  0  avec  MN, 
puis  on  d^termine  la  moyenne 

Proportion n eile  entrc  AC  et  BC,  fio.  271. 

cette  longueur  portee  k  partir  de 

C,  dana  le  scns  CN,  donnc  le  point  D  qui  est  le  point  de  contrat  du 
cercle  cherche.  On  a  nne  seconde  Solution,  en  portant  la  longueur 
CD  en  CD';  alors  le  cercle  passe  par 
les  trois  pointe  A,  B,  D'. 

DlacuMiion,  —  II  est  Evident 
que  le  probläme  n'est  possible  que  si 
les  points  A  et  B  sont  du  in^me  cöt^ 
de  MN.  Dans  ce  cas,  il  y  a  deux  Solu- 
tions si  AB  rencontre  MN,  les  cercles  0 
et  ff.  II  n'y  a  plus  qu'une  Solution  si 
.AB  est  parallele  i  MN  et  le  point  de 
contact  D  est  &  la  rencontre  de  la  tan- 

gente  MN  et  du   diamMre    ED   perpcndiculaire  au  milieu   de    la 
corde  AB. 

PROBL.&ME 

38S.  —  Meaer  })ar  deux  po'nts  donne's  A  et  B  ttn  eerele  tangent  <i 
an  cercle  donn^  0. 

Supposons  le  prohl^me  r^solu.  Soit  0'  le  cercle  domand^  tangent 
au  cercle  0  en  T.  Si  le  point  T  ^tait  connu,  il  n'y  aurait  plus  qu'ü 
Taire  passer  une  circonf^rence  par  Ics  trois  points  A,  B,  T.  Toute  la 
difficulte  du  problömc  consiste  donc  &  trouver  le  point  T.  Mais  In 
tangente  commune  menöe  par  le  point  T  rencontre  la  droite  AB  en 
un  point  C  de  cette  droite.  Or,  si  I'on  connaissait  ce  point  C,  on 
döterminerait  le  point  T  en  menant  la  tangente  CT  au  cercle  0. 
Chercbons  donc  k  d^terminer  le  point  C.  Pour  cela,  imaginons  par 
ce  point  et  un  autre  point  quelconque  D,  pris  sur  le  cercle  0,  une 
s^cante  CDE,  on  aura  : 

CT'  =  CÄXCB  =  CEXCD. 
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II  rösulte  de  lä  qiu^  le«  qudti-e  poinls  A,  B,  D,  l 
coi-cle  (338).  Mais  Ic  ptiint 
I»aeli5prisarbitrairpm"nL: 
ilonc  si  Ton  fiiit  pasKi-r  pni- 
Ips  poinls  A  et  B  uJiu  cir- 
conference  quelconquc  qui 
coiipe  le  cercle  0,  In  curili- 
commune  DE  passerd  p;ii' 
Ic  poiüt  fixe  C  de  AH. 

Ü'oikcetteconstruclion : 
Oll  faitpae&er  par  les  points 
A  et  B  unc  circon  Krence 
qiielconqiie  qiii  coiipe  le 
cercle  0,  on  mfene  la  corde  yj^^  i 

commune  Juaqu'ä  »a  ren- 
eontre  au  point  C  dvecAB;  par  le  pointC,  on  ml 
eercle  0;  le  point  T  oü  cette  (angente  touche  le  cerc 
au  cercle  cherch6.  qui  est  alors  d^termin^  par  les 

DIscuBtiloii.  —  II  y  a  une  seconde  solutit 
parce  qu'on  peut,  en  g^neral,  mener  du  point  C 
cercle  0.  Si  l'un  des  points  donn^s  est  sur  Ic  cerct 
plus  qu'une  Solution.  Le  centre  0' 
est  k  ta  rencontre  du  rayon  OA  etde 
la  perpendiculaire  &le\6e  sur  le  mi- 
lieu  de  AB.  Si,  lorsque  le  pointA  est 
sur  le  cercle  0,  la  droite  AB  est  pfer- 
pendiculaire  &  0\,   il  est  facile  de 
voir  que  le  centre  0'  se  trouve  rejetö 
ä  rinfini  et  le  probl^me  n'a  plus  de 
Solution.    Si    les    points    A    et    B 
(Haient  ä  l'int^rieur  du  cercle  0,  le 
rnäme  raisonneraent  conduirait  en- 
core  k  deux  Solutions,  et  k  une  seulement  si  l' 
sur  la  circonf^rence.  Enfln,  il  est  Evident  que  l 
aucune  Solution,  si  l'un  des  points  donn^s  ^tait  i 
il  l'exterieur  du  cercle  0. 

384.  Rcnnai*f|ue.  —  Le  point  C  est  (3 
.les  cercles  0,0'  et  0"  Ißg,  273). 

II  r^sulte  d'ailleurs  de  la  d^monstration  f 
rordes  communei  ä  une  circonference  fixe  et  ä  ton 
ifui,  passaiU  par  de.u.r  poinU,  coupeiit  la  premUi 
point  fixe  de  la  droite  qui  Joint  les  deux  points  fixi 

PROBI^HE 

385.  —  Meiler  par  un  point  .\  im  cercle  la, 
doimeea  KL,  MN. 


PKOBLliMKS  SUIt 


iCLES  TAKGEN 'l« 


Le  cerclc  demande  u  süii  ceotic  sui  lu  bisatcli'ict!  de  lungle  LON. 
et  passant  par  li"  poinl  A  il 
piisspra  aussi  parlepointA , 
8jmpli"ique  de  A.  On  eat 
donc  i'uiiicn^  au  probl^me 
precedeiit  ,  c'est-ä-dii-e  i 
mener  par  deux  points  A  et 
A'  un  cercle  tangent  ä  I'une 
des  droLtes  donn^es. 

Tantque  le  poinl  \  est 
entre  les  deux  droites,  il  y 
a  deux  soiutioiis,  lescercles 
0  et  0' ,  il  n'ya  plus  qu'unc 
seule  Solution,  si  le  point  A  est 


r  I'une  des  di-oitcs  donnfes. 


386.  —  Memr  par  un  point  D  ««  eercle  langent  h  une  droite  MN 
Häun  eerele  0  donnis. 

Le  cercle  cherche  peut 
Hre  langent  exi&rieure- 
ment  ou  int^tewrement  au 
cercle  0.  De  lä  deux  Solu- 
tions. 

1"  solulion.  —  Suppo- 
sons  te  probIJtme  r^solu. 
Si  l'on  mene  par  le  centre 
0  la  perpendicitlaire  OB  ä 

MN  et  qu'ou  la  prolonge  ^ü,  276. 

jiisqu'ä  sa  i'encontre  en  A 
iivec  lp  cercle  0,  la  figure  donne  ; 

AP.AD  =  AT.AI. 

Üaulre  pari,  si  l'on  üre  IK,  la  similitude  des  triangles  rectanglee 
ABT,  AIK  donne: 


AB.AK  =  AT.AI  =  AP.AD, 
.„      AB.  AK 


Ainsi,  AP  est  une  4^  proportionnelle  aux  trois  droites  connues 
AB,  AK,  AD,  Les  points  P  et  1)  sont  alors  connus,  de  snrte  qn'on 
est  lamene  au  probl&tne  du  n"  383. 


168  I.IVKE  III.  —  LONGUEtRS  PROI-OItllyNNEI 

if  totutioH.  —  SuppoBons  encorc  ie  probläme  r 
le  pmnl  K  au  poiot  D  et  au  point  de  contact  I'.  Od  a 

KF.KD^KT'.KI'. 

D'autre  pari,  la  similitude  d«s  triangles  rectal 
donno  : 


par  euiti', 
d'oA 


KT'       KB ' 

AK.KB  =  KT'.KI  =KP.KD, 

AK.KB 
^^ KD" 


Getto  relation  donne  un  second  point  P'  et  ram^ 
celui  du  n«  383. 

II  est  facile  de  voir  que  le  probl^me  n'aurait  ai 
le  centre  0  et  le  point  D  ^taient  de  chaque  cöt^  de  1 
)e  point  D  ^tait  Interieur  au  cercle  O ;  niais,  dans  ta 
on  a,  comme  plus  haut,  k  faire  passer  un  cercle  pe 
D  et  par  deux  autres  points  h  trouver,  Tun  sur  le  i 
8ur  la  droite  MN,  ce  qui  'donne  deiix  Solutions  ä 
nouvelle  que  prend  le  point  D. 

I  III.  —  CONSTRUGTION  DE  FORMULES  AL 

387.  —  Construire  des  formules  algebriques 
aux  calculs  4  faire  pour  trouver  les  inconnues,  ( 
graphiques  dont  le  but  est  de  d^terminer  des  li^ 
l'aide  de  Celles  qui  sont  donn^es.  Nous  prendronS; 
les  expressions  qui  suivent  et  dans  lesquelles  les  lel 
repr^sentent  des  lignes  droites. 

i"  Comtruire  x^a±b. 

La  ligne  x  est  la  soinme  ou  la  difference  des  ligi 

2"  CoHstrutre  x  = — . 
c 

IC  est  une  quatriöme  proportionnelle  aux  trois  ligne 
3"  CoRstruire  ^=-r- 

X  est  une  troisi^me  proportionnelle  aux  lignes  a  et 

abcd... 

4»  Cotutrurre  x  = 

mnp... 


6»  Comtruire  x 
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On  a  :  ar=  —.-.-;  et  si  1  on  fait  «  =  — ,  il  vient  x  -^%,  -.  -.  Si 
m  n  p  m  n  p 

Ton  pose  maintenant  6  =— ,  on  a  enfin  x=  — .La  ligne  x  est  alors 

n  P 

une  quatri^me  proportionnelle  aux  lignes  6,  d^  p,  On  procederait 
d'une  mani^re  analogue  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres. 

5«  Comtruire  x  =  yö** 

On  a  0?*  =  oA :  donc  or  est  une  moyenne  proportionnelle  enire  les 
lignes  a  et  ft.  

.  Jabcd 
V    van 

On  peut  poser :  a  =  —  et  6=  — ,  de  sorte  qu'on  a  t 

07=  y  aß. 
Alors  0?  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  6. 

7  •  Comtruire  x  ==  — ~ — - .  , 

^  aftc  .  d^f  ^  abc  ^         def       .  .     .. 

On  a  a;  =  —r  H — r«  On  pose  i/=  — -  et  j  =  -~ ;  puis on  construit 
gh^  gh        ^      ^      gh  gh'^ 

y  et  z  comme  on  a  construit  x  dans  un  exemple  pröcödent  (4<>). 

80  Comtruire  x=i    ^      , .  ■ 

gh-'kl 

On  pose  gfÄ  =  f/y  et  W  =  d^r,  d'oü 

^^abc^^j^def^abc-^-def 
'^  dy^dz  ""  d(y  —  z) ' 

Ov,  de  gh  =  dy  et  de  kl=:dZyOn  live 

gb  ^         kl 

y  et  z  sont  des  <J  latriömes  proportionnelles  aux  quantit^s  connues 
g^hyd.  k^  /,  d.  Si  Ton  fait  leur  diff^rence  ^gale  k  m,  il  vient : 

-  _  abc-\-def  _  abc  -f-  def 

""  d(y — z)  ""      dm 

Cette  derniöre  valeur  de  x  se  trouve  comme  au  num^ro  prßc^- 
dent. 

90  Comtruire  x  —  y/a*  +  ft". 

X  est  rhypot^nuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  cdt^s  de  Tangle 
droit  sont  aeth. 


ITIONKtLLKS 


On  pose  a»  =  a'  +  6' ;  alors  o  ost  comnie  plus  haut  rhypot^nuse 
il'un  triangle  rectangle  dont  les  eölis  de  l'angle  droit  sont  a  et  <i; 
par  suito 

.r  =  \/ii'  —  c" ; 
X  est  un  cöle  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  Tau tre  cöte 
est  c  et  I'hypot^nuse  a. 

11»  CoHslruire  x  =  \ab  -{-cd  —  e[.  

On  pose  a'  ^aö,  6'  =  cd,  Y'  =  eA  *'ors  on  a:  T  =  V^a'+6'  —  y', 
formule  que  l'on  sail  construire. 


12«  Comtraire  x=a\/^ttiy  =  a^5  -   v'3. 


On  a  :  l" x  =  a\/i^\/ia*^^iaY^a,  la  ligne  xestparcons^ 
quent  moyenne  proportionnelle  entre  ia  et  a. 

20^  =  0^5  — v'3  ^y'sa'  —  flV^;  or,  v/Sö"  =  v'Sa  X  «  =  «. 
moyenne  proportionnelle  entre  3a  et  b,  alors  on  a  :  y  ^ ySa'  —  a«, 
espression  que  l'on  sait  construire. 

13°  Constmire  X ^  \/  (^-{--r -. 

On  pose  et'  =o6,  6*  =  -j-,  y'  =  — j  :  m  est  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  a  et  6,  €  une  moyenne  entre  c  et  la  quatri^me  propor- 

de 
tionnells  k  —  ety  une  troisi^me  proportionnelle  ä  m  et  n. 

Itemplacant  les  valeurs  sous  te  radical  par  Celles  qui  leur  corres- 
pondent,  on  &:  x  =  y  *'-{-€'  —y',  expression  que  l'on  sait  con- 
struire. 

ii"  Construire  les  racines  de  l'Squation eomplite  du  secoud  degre. 
Le  terme  x'  £tant  toujours  positif,  cette  ^quation  ne  peut  se  prä- 
senter que  souR  l'une  des  quatre  formes  suivantes  : 

x'—px  +  g'=0  {)) 

3;* — px  —  ^'=0  (2) 

x'-\-px-\-g'=0  (3) 

x'  -\-px  —  v'  =0.  (4) 

Si,  dans  la  troisi^me  et  la  quatri^me  ^quation,  on  changexen 
—  X,  elles  deviennent  identiques  aux  deux  preniiöres.  II  suffit  donc 
de  construire  les  racines  des  ^quations  (1)  et  (2). 
1»  Soit  d'abord  l'equation  (1) 

X' — px-{-g'  =  0. 
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Les  deux  racines  de  cette  ^quation  ont  le  möme  signe,  puisque 
leur  produit  q*  est  positif ;  elles  sont  d'ailleurs  positives,  leur  somme 
etant  egale  a  p,  Si  on  les  d^signe  par  x'  et  x'\  on  a  : 

x'+x''=p 

x'x'=q*. 

II  s'agit  donc  de  constriiire  deux  longueurs  dont  on  connatt  la 
somine  et  le  produit.  Or,  ce  probl^me  a  ete  resolu  (375). 
La  condition  de  realite  des  racines  de  requation  (1)  etant 

p*  _  p 

puisque  pet  q  sont  ici  des  nombres  positifs.  On  voit  que  la  condition 
de  possibilite  de  construction  (375)  est  la  möme  que  la  condition 
de  realite  des  racines. 
2«  Soit  requation  (2) 

Les  deux  racines  de  cette  equation  sont  de  signes  contraires, 
puisque  leur  produit  est  j*.  II  est  d^ailleurs  ä  rcmarquer  que  la  plus 
grande  est  positive,  attendu  que  leur  somrae  est  p.  Si  donc  on  designe 
par  3(^  Celle  qui  est  positive  et  par  x"  celle  qui  est  negative,  on  a  : 

x'  —  x'=p 

Ott  .rV  =  ^*. 

II  s'agit  donc  de  construire  deux  longueurs  dont  on  connaft  la 
difference  et  le  produit.  C'est  le  probl^me  du  num^ro  377. 


CHAPITRE  VIII 

Polygones  röguliers.  --7  Inscription  des  polygones 
röguliers  dans  le  cercle.  —  Longueur  d'uH  arc 
de  cercle.  —  Rapport  de  la  circonf  örence  au  dia- 
mötre.  —  Galcul  du  rapport  de  la  circonförence 
au  diamötre. 


^  le.    _  P0LY(i0NES  UKCJULIEHS 

Definiiions. 

388.  —  Une  llgaebrisee  est  reguliere  loisque  tous  s«^s  cutes  sonL 
e'*gaux  ainsi  quo  tous  ses  anglos. 

V\\  polygon«^  ost  dit  vegnUev  lorsqiril  a  Un\<  sc^s  rölos  (^gaux  «'t 
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touB  ees  angles  ögaux.  Le  polygODe  regulier  est  donc  une  ligne 
brie^  Mguliöre  ferm^e, 

Un  polygone  regulier  concave  est  dit  HoiU. 

889.  ~  Un  polygone  regulier  est  ä 
Iff  fois  itucriptible  et  circonscripMle. 

Soit  le  polygone  regulier  ABCDE. 

I«  Ce  polygone  est  inBcriptible. 

En  effet,  soit  0  le  centre  d'un  cercle 
passant  par  les  trois  sommeta  A,  B,  G; 
il  faut  monlrer  quil  passera  auesi  par 
fes  nutres  somm^ts  du  polygone.  Pour  ^ta.  277. 

cela,  abaissons  Ol  perpendiculaire  sur 

BC  et  menonsOA.OD.  LesdeuxquadFilatäresOIBA,  OICDsont  super- 
posables,  car  les  angles  en  I  sont  droits,  les  cöt^s  IC  et  ISsont^ganx 
(le  point  I  ^tant  le  milieu  de  BC),  les  angles  C  et  B  sont  egaux  ainsi 
que  les  c6t^s  CD  et  BA,  puisque  le  polygone  est  regulier  :  done 
OD  =  0A,  et  le  eercl«  d^crit  avec  OA  pour  rayon  et  0  pour  ceotre 
passera  aussi  par  le  point  D.  On  prouverait  de  mäme  qu'il  passera 
partes  autres  sommets,  quel  qu'en  soit  le  nonibre, 

Le  polygone  est  donc  inscrit  dans  le  cercle  0. 

3^  Ce  polygone  est  circonscriptible. 

Car, dans  le  cercle  circonscrit,  lescdt4sAB,BC,  CD,...  du  polygone 
t  des  Cordes  egales :  par  suite,  les  droites  telles  que  Ol 
it  la  distance  au  centre  de  chacun  des  cöt^s  de  la  flgnre 
sont  Egales  entre  elles.  Donc  si,  du  point  0  comme  centre  et  avec  Ol 
pqar  rayon,  on  d^rit  un  cercle,  il  sera  tangent  k  chacun  des  c6t^ 
dn  polygone  en  son  milieu,  et  le  polygone  sera  ators  circonscrit  ä  ce 
cercle. 

La  d^monstration  serait  identiquement  la  m6me  s'il  s'agissait 
d'une  ligne  briste  r^guüöre. 

390.  D^ftnltlons.  —  Le  centre  d'un  polygone  regulier  ou 
d'une  ligne  briste  r^gulißre  est  le  centre  des  cercles  inscrit  ou  cir- 
conscrit. 

On  nommc  rayon  et  apothhne  d'un  polygone  regulier  les  rayons 
des  cercles  circonscrit  et  inscrit.    * 

On  appelle  angle  aa  centre  d'un  polygone  regulier  l'angle  EOD 
{ßg.  277)  de  deux  rayons  cons^cutifs. 

Cetangleest  ^videmment  constantpour  un  nit^me  polygone,  de 
Sorte  que,  si  Ton  d^signc  par  n  le  nombre  des  c6t4s  du  polygone,  la 

4 
valeur  de  son  angle  au  centre  sera  -,  l'angle  droit  (5lant  pris  pour 
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unit^.  Par  exemple,  l'angle  au  centre  du  pentagone  regulier  vaut 
-  d'un  angle  droit. 

On  appelle  angle  du  polygone  l'angle  forme  par  deux  cöt^s  cons^ 
cutifs  du  polygone.' 

II  est  faciie  de  trouver  !a  valeur  d'un  angle  dun  polygone  regu- 
lier convexe  de  n  cölßs;   car  ta  valeur  de  toua  ses  augles  ^gaux 

2n  —  4 
('laut  (2rt  —  4)  droits,  la  valeur  d'un  seut  sera •-.  Par  exemple. 

Ja  valeur  d'un  angle  de  l'hexagone  est  egal  ä 
2X6— 4_4 
6        ~3' 
L'angle  tCvn  polygoiie  regulier  convexe  de  a  eötia  et  smi  angle  Ott. 
centre  tont  »upplimentaires ;  car  on  a  : 

2«  — 4  ,4      2«      4,4      ^  ,    ., 

—. U-  = f-- =  2  droits. 

H  n      n       n      n 

TH^R^ME 

391.  — Sit'ondm8eu»ecirconf^ew:eenDporties^galet:i''Leg 
eordet  gm  joignent  les  point$  de  divUion  comicatifs  forment  im 
polygone  rentier;  2°  les  tangentes  aux  rn^es  point$  forment  un 
polygone  regulier. 

Soit  la  circonr^rence  0  partagäe  en 
n  partiea  Egales  aux  pointsA,  B,  C,  D... 

!<>  Le  polygone  inscrit  ABCDE...  est 
regulier. 

En  efTet,  ses  cöt^s  sont  ^gaux,  puis- 
qu'ils  sous-tendent  des  arcs4gaux;  seB 
angles  aont  ^gaux  aussi,  car  chaciin 
d'euxestinscrit,  et  il  intcrceptelamäme 

tt  — ä 
rraction    -  '     de  la  circwnföreiicc. 
» 

2"  Le  polygone  A'B'C'D'.,.  form^  par 
les  tangentes  aux  poiutti  de  division  est  -  fig.  2(8. 

un  polygone  regulier. 

En  effet,  deux  trianglcfi  isocöles,  tels  que  AA'B,  BBC,  ont  les 
Iwses  AB,  BC  Egales  et  les  angles  adjacents  ä  ces  bases  egaux  comme 
form^s  par  une  corde  et  une  tangente  interceptant  des  arcs  ögaux, 
donc  ces  trianglessont egaux.  II  en  rösulte :  1"  que  les  angles  A,  B'... 
lUi  polygone  sont  ^gaux;  2«  que  le  point  de  contact  de  chaque  cöt6 
est  le  milieu  de  ce  cötö;  3«  que  les  cöt^s  A'B',  B'C...  sont  ^gmix, 
puisque  les  moitiösde  ces  cöt^s  sont  Egales:  le  polygonp  A'B'G'D',... 
ujant  ses  angles  ^gaux  pt  ses  cöt^s  ^gaux,  est  rigidier. 


I'HOIMUTIOSX] 


Te,  —  //  fixkle  des  polygones  riguli 
e  de  cöUs,  car  on  peut  tuujours  c( 
:  en  un  nonibrc  aussi  grand  que 
icrmettra  de  consti'iiire  im  polygo 
c,  le  mmbre  des  polggoHi»  r4guti 


ttf&ence  ^laut  partngen  en  m  pai-i 
divigion  de  n  en  n,  chaipte  corde 
I  r^guliei'  qai  en  rmitle  a  un  non 

s grand  commun dUiseur  eiitre  m  ( 

nc(!  partag^e  en  m  parties  Egales. 

1 ,  et  dans  un  scns  detcrmine, 

H  en  n,  il  est  Evident  qu'on  forn 

revenir  au  point  de  dt^part,  c'est 

regiiliöre,  it  faul  que  le  nombre  ( 

videmnient  un  multiple  de  n,  s< 

le  la  circonferencc  contient  m  di 

]ra  pour  la  premi^ie  fois  au  poit 

ru  un  nombre  de  divisions  egal  au  plus  petit 

«  et  ä  n,  Or,  d  etaut  par  bypothese  le  plus 

irentremetH,  il  en  resulte  que  le  plus  petit 

l  et  ä  »  est  ^ga!  ä  — ,  Mais  chaque  cöW  sous- 

!  des  ciit6s  est  donc  — ^  :  «  ou  -7.  C.  q.  f.  d. 
(I  0 

iie  I.  —  Le  polygone  regulier  sera  convexc 
a  somme  des  ai'cs  sous-teudus  par  ses  cötes 
eure  ä  une  circoofc^ifnce.   Or,  cette  somme 

et  la  circonfereoce  eii  contirnt  m,  donc  le 

ou  etoile,  Selon  qite-est  i'-gal  ou  superieuiä  1, 

[ue  II.  —  Cliaque  cöte  du  polygone  etoil^, 
points  de  division  de  h  cu  h,  sous-tcnd  deus 

18  et  l'autrc  de  m  —  >i  divisiuns.  Donc  on  uuni 
Wi  en  joignant  ti's  poinis  de  lUvi-^lou  de  »1  ci»  » 
I«  —  H  en  »i  — H. 

forme  h  m  ':i>Li''s.  ditiiw  b:  cas  oil  l'on  a  -r  =  m. 

a 
I,  prtr  m\\c,  tu  *■!  11  soiit  d'S  uombres  prruiioi's 
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On  aiira  donc  tous  les  polygones  reguliers  de  m  cöt^,  8i  Ton  fait 
tsuccessivement  n  ^gal  k  chacun  des  nombres  premiers  avec  m  et 

inf^rieiirs  h  •^.  11  y  a  donc  autant  de  polygoii{e&  r^guliers  de  m  ,c6tes 

qu'il  se  troiwe  de  nombres  premiers  avec  — .  Le  polygone  qui  corres- 

pond  kn  =  i  est  le  seul  convexe.  Si  Ton  fait  successivemenl  m  6gaA 
a  3,  4,  5,...  on  obtient  facilement  le  nombre  de  polygones  r^guUors 
correspondant  h  w.  Si,  par  exemple,  on  pose  m  =  45,  on  voit  que  les 

45 

ßeuls  nombres  premiers  avec  45  et  inferieurs  ä  -^sont  4,  2,  4,  7. 

II  y  a  donc  4  pent^d^cagones  r^guliers  :  4  convexe  et  3  ^toil^s.  Un 

4 

c6tö  du  Premier  sous-tend  —  de  la  circonKrence,  et  chaque  cöte  de 

45 

2     4     7 
i'un  des  trois  autres  sous-tend  rr>  t=9  tt;  de  la  circonKrence. 

45  45  45 

On  verrait  de  m^me  quMl  n'y  a  qu'un  triahgle  ^quilatiral,  un 
carr^  et  un  hexagone  regulier ,  mais  qu'il  y  a  deux  pentagones 

4 

reguliers,  un  convexe  et  un  6toil6  :  un  cöte  du  premier  sous-tend  - 

o 

2 

et  un  du  second-  de  la  circonf^rence. 

5 

II  y  a  deux  octogon^s  reguliers,  un  convexe  et  un  etoil^;  un  cdt6 

4  3 

du  Premier  sous-tend  -  et  un  c6tö  du  second  -  de  la  circonference. 

II  y  a  deux  decagones,  un  convexe  et  un  etoil^  :  un  cöte  du 

4  3 

premier  sous-tend-rr  et  un  cöte  du  second 77: de  la  circonKrence. 

40  40 

II  y  a  aussi  deux  dodecagones,  un  convexe  et  un  ätoile  :  un  cöt^  du 

4  5 

premier  sous-tend  —  et  un  cöt6  du  second  —  de  la  circonf^cence. 

42  42 

th£or£:me 

396.  —  40  Deux  polygones  reguliers  convexes  d'un  mime  nombre 
de  cötes  sont  semblables;  2^  le  rapport  des  perimetres  est  igod  au 
rapport  des  rayons  et  au  rapport  des  apothemes, 

Soient  AB,  A'B'  deux  cöt^s  de  polygones  reguliers  convexes  de  n 
cöt^s,  P  et  P'  leurs  perimetres,  0  et  0'  leurs  centres. 

i^  Les  angles  de  ces  polygones  sont  ^gaux  par  hypoth^se,  de 

AR     RP 

plus  les  rapports  des  cötös  correspondants,  --7^,  •^•^  sont  aussi 

AB    BL 

G^OMKTRIE.  12 
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egaux,  puisquc  les  numerateurs  de  cee  rapports  Bont  ^gaux  aJosi 
que  les  d^nominateiirG  :  donc  ces 
polygones  sont  semblables. 

2°  Les  deux  triangles  i bog ^ les 
AOB,  A'(yB'  sont  semblables,  car 
les  angles  au  centre  des  deux  po- 
lygones  ont  Tun  et  l'autre  la  mäme 

4 
valeur  -;  par  suite,  les  triangles  fig.  379. 

rectangles  AOI,  A'0'1  sont  aussi  semblables.  Alors  on  a  : 

AB  _  OA  _  Ol 

A'B'~0'A'~C>T' 

ou,  en  reprösenlant  les  rayons  par  R.  R'et  les  apolhömes  par  a,  rf, 

AB    _  hABR      a 

A'B"~wA'B'~R'"~ä'' 

Hais  «AB  et  nA'B'  sont  les  p^rimötres  P  et  P'  des  deux  polygones. 
Donc,  on  a  enfin 


I  II.  —  INSCRIPTION  DES  POLYGONES  R^GULIERS 
DANS  LE  CERCLE 

PROBL^HE 

397.  —  Imcrire  daiis  üh  cercle  «»  carre,  un  cctogme  regulier  et 
ealculer  les  c6t4s  de  ces  polygones. 

loPourinserirelecarie  dansle  cercle 
0,  joignons  les  extremit^s  des  diam^tres 
perpendiculaires  AC,  BD,  et  le  quadrila- 
töre  ABCD  sera  un  carr^. 

En  effet.  les  angles  au  centre  0 
etant  egaux  intcrccptent  des  arcs  ^gaux, 
lesquels  sont  sous-tendus  par  des  cordes 
%aleB,  donc  : 

AB  =  Bt;=:(;ü  =  DA. 

D'ailleurs,  chacuii  des  angles  ABC, 
IICD...  est  droit  comnif  inscrit  dans  une  f"^-  ^■ 

1 1  e  m  i-ci  rcon  f öre  nc  p . 

La  valeur  du  cöt^  du  canö  se  dödult  du  triangle  rectangle  ABO, 
Ciir  ce  triangle  donne  : 


AB'=OA'-f  ÖB'=2i5Ä', 
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B  ^tant  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  il  vient 

ÄB'=2RS 
d'oü 

AB  =  RV'2- 

Si  (1*11116  maniöre  generale  nous  degignons  par  G^  le  cäte  d'uD 
polygone  regulier  forme  en  joignant  de  n  en  «  les  points  de  division 
de  la  circonf^fence  partagee  en  m  parties  Egales,  le  cöt^  du  carrä 
sera  Cj,  de  sorte  que 

g;=rv/2. 

Ainsi,  le  cöt4  da  carre  inscrit  dam  un  cercle  est  egal  au  rapon  de 
ce  eerele  multiplie' pai'  la  racine  earre'e  de  2. 

20  Si  dans  le  cercle  0  de  rayon  R,  on  mene  au  cötA  AB  du  carrä 
inscrit  la  perpendiculaire  OE,  cette  perpendiculaire  divisera  l'arc  AB 
au  point  E  en  deux  parties  Egales;  de  BOrte  que  la  corde  AE  est  le 
6Öt6  de  l'octogone  regulier  convexe.  Or,  on  a  par  suite  du  triaa^e 
rectangle  AEl  -. 

ÄE'=Äl'+IE'; 
mais 

.  ^      AB      R  v'ä 
AI  =  l-=-2-. 

et,  comme  dans  le  triangle  AOI,  l'anglel 
est  droit  et  que  l'angle  lOA  vaut  45",  ce 
triangle  est  isoc^le;  par  auite,  on  a  : 

IE  =  OE  — OI  =  U— ■^=R-^,  F,«.  281. 


EfTectuant  et  simplißant,  jl  vient 

AE  =  c;  =Ry'2-\/2. 
Outre  l'octogone  regulier  convexe,  il  y  a  l'octogone  regulier  eio'M 
(395)  dont  le  coli;  AF  Ifitj.  281)  sous-tend  g  do  la  ciiconferenee.  II  est 


NGUKUHS   PROI-OKTIDSNELLE» 

j  ce  cöte,  car  le  triangle  rectangle  AFC 
=  SC'— CF*; 


Vi)' 


/i.  FIG.   J82. 

l'octogone  regulier  etoili. 

—  On  Bait  partager  un  arc  en  deux 
circonKrence  est  partag^e  en  4  parties 
;r  en  8,  en  16,  en  32,...  en  2'  parties 
i8crire  dans  un  cercle  les  polygones  de 

PnOBL^MB 

H  cercle  un  hexagoiie  regulier,  un  Irianyle 
'gulier  et  ealculer  lei  c6t4t  de  ce»  polygnes. 
ne  rÖBolu  et 

linscritdans  

Menons  les 
iB  vaut 


riangle  AOB 


't  i^quilatäral,  donc 


0»; 

t  ^gaux,  car 
Lit  par  cons^ 
DB  est  ^quinngli' 

=c;=0A  =  it. 

ngle  ^Tiilat^ral,  il  suflit  de  joindre  de 
le  l'hcxagone;  car  les  cordea  BF,  Fl),  BD 
des  comme  sous-tendant  des  arca  ägaux : 
ont  les  cöt^s  est  donc  ^quilat^ral. 
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11  est  facile  de  trouver  la  valeur  du  cöti,  car  1e  triangle 
rectangle  ABD  donne : 

BD'=^'— AB'; 
mais 

AD  =  2RelAB=R, 
donc 

BD'=4R'  — R'  =  3R': 
d'oft 

Aingi,  te  edii  du  triangle  ^quilateral  inscrit  dam  un  cercle  est 
egal  au  ragon  de  ce  cercle  muHipli4  par  la  raeme  earr^e  de  3. 

3°  Soit  le  cercle  0  de  rayon  R.  Si  l'on  m^ne  le  diam^tre  AD  et  OE 
perpcndiculaire  au  cöte  AB  de  l'h.  xagone,  le  point  E  eera  le  milieu 
de  l'arc  AB,  et  la  corde  AE  sera  le  cdt^  cherch^  du  dod^agone.  Ce 
cöt^  est  facile  &  d^terminer,  car  te  triangle  rectangle  AEI  donne  : 

SE'=Sl'+IE';  (l) 

or, 

Al=:?etIE=B  — Ol; 


m-=H-£:=f,.o.o.=£^. 


Substituant  ces  valeurs  dauB  (1),  il  vient  : 
3E'=j  +  (R-0I)'=^  +  (B 


■¥)' 


AE=C.'.  =  Ry'2  — \/3. 


Outreledod^cagone  regulier  convexe, 
il  y  a  le  dod^cagone  ^toil^,  dont  le  cAtä 


lonce.  Od  calcule  ce  cöt4  au  moyen  du 
[Hangle  rectangle  ADE,  lequel  donne : 

E15'=äd'— ÄE'; 


AD  =2R  et  AE=  R  y/'a—V^a. 
Sl  Ton  Bubstitue  ces  valeurs,  on  a:  '''°'  ^^• 

ED' =  4R' -  äR' -J.R' v'ä  =  R«  (2 -f- v/g). 


iii.  —  lonoueltks  proportion mel li 

ED=G'.=R^2  +  V^3. 

ir^ue  I.  —  Si  i'on  tire  OB,  OF  (/ig 
int  lesquatre  cöt^asont  ^gaux,  estii 
}enl  äangle  droit  eten  partiee  ^galei 
teral  inscrit  dans  UB  cercle  divise  e 
li  lui  est  perpendiculaire,  par  suite, 
ilest^gal  älamoitie  durayondu  cei 

ii>que  II.  — On  sait  partagerla  ci 
i :  donc  on  saura  la  partager  en  6,  t 
igales.  Par  suite,  on  sait  inserire  dai 
'S  de  3  X  2»  cöl^B. 

probl£:hb 

ire  dans  un  cercle  tin  dieagone  rigui 
U:uler  (es  cäl4s  de  ces  polygonet. 
1  qu'on  pcut  inserire  dane  un  cercl 
tund^cagoner^gulier  dtoilfi(395),ef 

I  un  arc  de  — de  la  circonfgrence 

jj;  •    Si  donc  nouB  supposons  la  ci 

jöe  en  10  parties  Egales 
:,D,E.F,G,...  ilarrive 
i  et  AD  sont  les  cAt^B 
les.  Menons  les  rayons 

I I  le  point  de  rencontre 
ß  prolongement  de  AO 
int  la  circonKrence  en 
SB  et  passe  par  conse- 
ijuiäme  division  F;  de 
sment  de  BO  passe  au 

de  voir  que  les  quatre 
int  4gaux  conime  ayant  tous  pour  mi 

i  circonf<£rence ;  pour  la  inline  raisoi 

;aux.  De  lä  ces  deux  ^galit^s  : 

AB  =  AI=OI 

1D  =  0D  =  R. 
ritre  les  cöt^s  des  deux  d^cagones  es 
—  AB  =  AD  —  AI  =  ID  =  OD  =  R. 
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D'aulre  part,  les  triangles  isocöles  AOD,  AOl  sont  semblableB  et 
donneot  : 

AD_Oä_ 

OA~Ar" 

d'oü,  en  reinpta?ant  AI  par  son  ^gal  AB, 

ADXAB  =  flÄ'=R'. 

Connaissant  la  difffrence  R  des  cötes  des  deux  d^cagones  et  le 
produit  II'  de  ces  mömes  cötes,  il  est  facilc  de  lea  construire  (377). 

On  mfine  le  tayon  OA'  Ißg.  286)perpendiculaire  au  rayon  OA  et, 
■  Bur  OA'  comme  diam&tre,  on  decrit  une  circonference ;  puis  par  lo 
point  A  on  tire  une  secante  APN  paasant  par  le  centre  du  cerele,  les 
droites  AP  et  AN  sonl  les  longueurs  cherchöes.  La  plus  petite  AP  est 
6gale  au  cöle  AB  du  d^cagone  convexe 
et  la  plus  grande  AN  au  eötö  AD  du  d^ca- 
gone  etoil6. 

La  moyenne  g^om^trique  R  de  ces 
deux  cöt^s  etant  egale  ä  leur  difTärcnce, 
il  en  r^sulte  (380)  que  AB  est  le  plus 
grand  segment  additif  du  rayon  divis4 
enmoyenneetextröme  raison,  et  que  AD 
est  le  plus  petit  segment  soustractif  du 
mgme  rayon  divise  en  moyenne  et  ei- 
träme  raison. 

Si  donc  on  inscritdans  lacirconfe-  i-ig   286. 

rence    et  cons^cutivement  dix    cordes 

^gates  k  AB,  on  aura  le  decagone  regulier  convexe  et,  si  l'on  Joint 
de  3  en  3  les  sommets  du  decagone  convexe,  on  obtiendra  le  deca- 
gone regulier  ^toil^. 

II  est  d'ailleurs  facile  d'obtenir  la  vnleur  de  chaque  cöt4  de  ces 
d^cagones;  car  (381),  on  a  : 

ab=g;o=|(v/s-i) 

AD=Cr„=|Vs  +  !). 

20  Nous  avons  vu 
qu'i)  y  a  deux  penta- 
gones  r^guliers :  Tun 
convexe,  dont  le  ct>t6 


cin;onKrei.ce».S87),  ""'  '°'-  "»'  =^- 

I'autre  etoiie,  dont  ie  cöte  sous-tend  ?  ou  —  de  la  circonKrence 


10 
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I'on  Joint  de  2  en  2  les  sommcts  du  d^cagon 
I  aura  le  pentagone  convtxe  et  si  od  les  Joint  ( 
KD  tagen  e  4toil^. 

na  maintenantlavaleurde  chaque  cdtädeceB  pe 
nons  d'abord  la  valeur  de  AC  (fig.  289),  cAt6  du  | 
ivexe  inscrit.  Le  triangle  reclangle  ACF  donne 


=jR'_!^(3+2\/5  4-i)  =  jao-av/s). 


[alement  facile  de  trouver  la 
LE,  ctU  du  pautagone  dtoiM ; 
gle  rectangle  AEF  donne  : 

CE'  =  äF'  -  EP' ; 

EF=AB  =  C,',  =  |(v/5_l):  n«.  289. 

;'=4R»-^(ä_2\/B  +  l)  =  ^(I0  +  2v'5}. 


AE.-=C,*=|0O  +  2v/s. 


Remarque  II.  —  On  sait  partagei*  la  circonr^rence 
9  ögales ':  donc  on  saura  ta  partager  en  10,  en  20,...  en 
lies  Egales.  Par  suite,  od  eait  inscrire  dans  un  cercle  les 
ieSXS-cöt^s. 

probl£;ue 

-  Inscrire  dans  un  cercle  u«  pent^d^cagone  regulier  et  cal- 
'■  de  ce  polygone. 

roa%  VH  (393)  qu'il  y  a  quatre  esp^ces  de  nrnted^cagones 
st  que  les  cöt^s  de  ces  polygones  iDscrits  dans  un  cercle 

12      4      7 
'*7b  '  JK  '  7^  '  l^**^   '^   circonKrence  du    cercle.    Pour 


IKSCBIPTION  DES 


inscrire  l'un  quelconque  de  ces  polygones,  il  aufflt  donc  de  connaltre 
et  —  de  la  circonf^rence.  Or,  il  est  facile  de  voJr  que 


15 


1 


1 


IS      6      10 
Si  donc  d'un  point  A  de  la  circonf^rence  0,  et  du  m^me  cöt4,  on 
porte  une  premi^re  corde  AG  4gale  au  c6t^  de  l'hexagone,  puis  une 
secoDde  corde  AB  egale  au  cftte  du  d^cagone  regulier  convexe,  l'arc 
ßCjdilf^rencedesarcsAC  et  AB,  sera  ^gal  k 
1 


La  corde  qui  sous-tead  l'arc  DC  est  donc 

egale  au  cAtä  du  pent^d^cagone  inBerit.  Or, 

d'apr^B  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut 

(399  et  403),   il   eBt   facile  de  construire 

cette  ligure  et,  par  suite,  les  trois  petita  l 

d^cagones  r^guliers  etoiläs. 

Calculons  les  cftt^s  G,',,  C'.. — — 

1»  Catcut  de  d'.  =  BC.  Nous  venons  de  ria.  290. 

voir  comment  on  peut  trouver  BC.  Pour  en 

calculer  la  vateur,  menons  le  diamötre  AF,  le  quadrilat^re  inscrit, 

dont  lessommets  sont  A,B,C,F,  donne  (359), 

ACXBP  =  BCXAF+ABxCF, 

BC  X  AF  =  ACX  BF— ABXCF; 

BC  =  C«,  AF  =2R,  AG  =  C;  =  B, 

F  =  C;  =  5y/lO-j-2\/5.  AB  =  C,',  =  |(v'5-l),CF=Ci  =  R\/3^ 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dana  la  seconde  ^galit^,  il  vient ': 


d'oü 


C,'3  =  ^[0O+2\/5-   V^3(\/5-l)] 
2»  C«/cw/rfeC,*,=  BC.  On  a: 


Si  donc  on  prend  dans  le  m^me  sens 

1         1 
les  arcs  AG  et  AB  ^gaux  ä  -  et  ä  ^  de    la 


circonf^rence,  l'arc  BC,  difförence  de  ces 


ice,  et  la 
quadriU 
■  +  ABX 

—  AB> 

/S,  BF  = 

5,  CP  = 

wonde  ö; 


Vi 


10- 


!  CERCI 
AU  DL\] 

le  longui 
•e  choisi 
comme  t 
s,  il  en  r 
teile  sor 
ir  d'uD  a 
rde  la  li 
Uiire  cnn 
ftble  inde 


longueu 
la  ligne 


polygom 
eercle,  U 
( le  Homb 


1 


LOKGKEUR  D'UN  ARC  D£ 

Soit  0  un  cercle  de  rayon  R;  aoient  auBsi  AB  et  BC  deui  cfttis 
coB^cutifs  du  polygone  regulier 
inacrit  de  n  cöt^s,  A'B'  et  BC  lea 
cöt^s  correspondants  du  polygooe 
Bemblable  circonscrit,  Ol  et  OD  les 
apoth^mes  de  ces  polygones,  OB 
et  OB'  leurs  rayons,  P  et  P'  leura 
{ygrimätreB.  On  a  (396) : 

P_OD_  R. 

p~oi"or 

Mais,  quel  que  Boit  n,  on  a  tou- 
jours  R  >  Ol,  et,  par  suile,  le  p4ri- 
mötre circonscrit PeBttoujours plus  pig.  298. 

grand  que  le  pörimötrc  inscrit  P, 

Or,  si  l'on  double  n,  le  p^rim^tre  inscrit  P  grandit,  car  chaque  cftt^« 
tel  que  AB,  est  remplace  par  une  ligne  brisfie  AD  -\-  DB  ävidennment 
pluB  longue  que  luijau  contraire,  lep^rimttre  circonscrit P'diminue; 
car  chaque  ligne  briste,  teile  que  GB'  -^  B'H,  est  remplac^e  par  la 
droite  GH  qui  est  moindre  qu'elle. 

D'autre  part,  les  cöt^s  du  polygone  inscrit  ^tant  devenus  plus 
petits,  leur  distance  au  centre  ou  l'apoth^me  du  polygone  grandit, 
tandis  que  Tapotbäine  du  polygone  circonscrit  reste  toujours  6gal  au 
rayon.  . 

Si  I'OQ  double  ainsi  ind^liniment  le  nombre  des  cöt^s  des  deux 
polygones,  les  p^rim^tres  des  polygones  inscrits  vont  sanB  cesse  ea 
augmentant,  mais  de  teile  fa^ou  que  chacun  reste  toujours  moindre 
que  le  pörimfitre  P'dupolygonecirconscritdumöme  nombre  de  cdt^s, 
donc  ces  p^rim^tres  tendent  vers  une  limite  moindre  que  P'.  Au 
contraire,  les  p^rim^tres  circonscrits  vont  sans  cesse  en  diminuant, 
mais  de  teile  fa^on  que  chacun  d'eux  reste  toujours  sup^rieur  au 
p^rim^re  Pdu  polygone  inscrit  du  möme  nombre  de  cöt^s  :  donc  ces 
p^rim^tres  tendent  vers  une  limite  sup^rieure  ä  P.  Nous  aurons 
montr^  que  ces  Umites  sont  Egales  si  nous  prouvons  qu'on  peut 
attribuer  &  n  une  valeur  assez  grande  pour  que  la  difförence  P*  —  P 
soit  ausBi  rapproch^e  de  z^ro  qu'on  voudra.  Or  I'egalit4 

P      R 


P  RR' 

i,  quand  on  double  n  indäfiniment,  le  cAt4  du  polygone  inscrit 


[<  < 


«f 
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tend  vers  z^ro,  et  a  fortiori  ID,  qui  est  moindre  que  ce  cöt6,  tend 

ausfli  Vers  z6ro ;  et  comme  R  est  constant  le  rappoi't  -^  tend  vers  z^ro : 

le  facteur  P'  ^tant  d'ailleurs  flni,  il  en  resulte  que  ladiflf^rence  F  —  P 
a  zirö  pour  limite.  Par  cons^quent,  les  limites  vers  lesquelles  tendent 
les  p^rim^tres  F  et  P  sont  egales  quand  on  double  n  ind^Qniment. 
C'est  cette  limite  commune  ä  F  et  ä  P  qui  est  la  longueiir  de  lä  circon- 
f^renee.  Cette  d^monstration  s'applique  evidemment  k  la  ligne 
polygonale  reguliere.  Les  d^finitions  donn^es  au  n^  405  sont  donc 
rigoureuses. 

407.  —  Le  rapport  de  deux  circonßrences  est  egal  au  rapport  de 
leurs  rayons. 

Soient  deux  circonförences  quelconques  C  et  C  dont  les  rayons 
sont  R  et  K,  Si  Ton  inscrit  dans  ces  circonf^rences  deux  polygones 
r^guliers  d'un  möme  nombre  de  cötös,  et  qu'on  d^signe  par  P  et  F  leB 
p^rim^tres  de  ces  polygones,  on  a  (396)  : 

P      R  * 

F~R* 

Or,  cette  ^galit^  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  des  c6t^  des 
polygones,  donc  eile  subsistera  encore  si  Ton  double  ind^flniment  ce 
nombre ;  mais  les  p^rimötres  P  et  F  ont  pour  limites  respectives  C 
et  C\  donc  ä  la  limite  on  a  : 

C  _R 

G'~R'' 

408.  Ck>rollaire.  —  Le  rapport  de  deux  arcs  de  cercle  sem- 
blables  est  igal  au  rapport  des  rayons. 

Soient  A  et  A'  deux  arcs  semblables,  c'est-ä-dire  deux  arcs  corres- 
pondant  ä  des  angles  au  centre  ägaux  Tun  et  Tautre  au  m^me angle«. 
D^signons  par  R  et  R'  les  rayons  des  deux  cercles  et  par  C  et  G  leurs 
circonferences.  On  sait  (221)  que  le  rapport  de  deux  arcs  d'une 
m6me  circonference  est  ^gal  au  rapport  des  angles  au  centre  corres- 
pondant.  On  a,  par  suite, 

A 

C 

d'oü 

A_A/ 

ce  dernier  rapport  donne  T^galitä  cherch^e 

A  _G       R 
A''"C""R'' 


a        A' a 

45"r       C""4dr' 
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THAOTt±UK 

409.  —  Le  rapport  d'une  circonference  ä  san  dumetre  est  un     | 
nombre  constant. 

En  effet,  soient  C  et  C  deux  circonKrences  dont  leg  rayons  sont  K 
et  R',  on  a  : 

C      R  _2R 
d'oü 

2R~2R'' 

Q 

donc  le  rapport  —  est  constant. 

2R 

410.  RemaiHfue.  —  Ce  rapport  constant  est  un  nombre 
incammensurable  qu'on  repr^sente  ordinairement  par  la  lettre 
grecque  it,  de  sorte  qu'on  a  : 

Le  nombre  tc  etant  incommensurable  ne  peut  6tre  calculä 
qu'approximativement.  On  connatt  aujourd'hui  les  500  premi^res 
decimales  de  tt. 

22 
Archim^de  a  donn^  pour  tt  la  valeur  approchee  — ,  commode 

dans  les  applications  et  ne  differant  qu'ä  la  3^  decimale  de  la  vraie 
valeur  de  tc. 

355 

Adrien  Metius  a  trouve  la  valeur  approchee  jr^  facile  h  retenir, 

iio 

car  il  suffit  d'^crire  le  nombre  113355  et  de  le  s^parer  en  deux  groupes 
de  trois  chiffres  dont  on  forme  les  termes  du  rapport,  qui  a  d'ailleurs 
6  decimales  exactes. 

Voici  la  valeur  de  r,  avec  12  döcimales  :  :r  =  3,141  592 653  589... 
Dans  la  pratique,  on  fait  g^n^ralement :  7r=: 3,1416. 

411.  I.  Calcul  de  la  long^ueur  d'une  circon- 
ference C,  connalssant  le  rayon  R.  —  La  formule 

—  =  TT  donne  : 

C  =  27tR. 

Donc,  la  longueur  d'une  circonfirence  igale  le  double  de  son  rayon 
multipli^par  le  nombre 'n. 


S  PI 


cul( 
tlei 


T  D 

ETP 


möt 

erni^re  methode. 


la     mßthode     des    p6rl- 

esenle  ä  l'espril  plus  naturet- 
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lement  qae  l'aulre ;  c'eat  celle  qui  a  6te  suivie  par  Archimöde. 

Si  l'on  pose  2R=  1,  la  formuler-jr^Tt  devient  C  =  Tt,  etcomrae 

de2R  =  l  on  tireR  = 

circonference  qui  a  t  pour  rayon. 

D'aprSs  ce  qu'on  a  vu  plus  haut  (-406},  les  perim^tree  de  lous 
les  poiygones  regulier»  inscrits  seront  des  valeurB  de  n  approcheea 
par  d^faut,  et,  au  contraire,  les  perimötres  de  tous  lee  polygones 
regulierg  circonscrits  seront  des  valeurs  de  n  approcheee  par  exc^, 

Si,  par  exeniple,  on  part  de  l'hexagone  regulier  inscrit  et 
circonscrit  et  qu'on  double  successivement  le  nombre  des  cötcs  de 
l'uti  et  de  l'autre  polygone,  on  obtiendra  deux  series  de  valeurg  qui 
auront  l'une  et  l'autre  le  nombre  n  pour  Hmite,  les  premiires-  en 
approcheront  par  d^faut  et  les  secondes  par  esc^s.  Si  donc  aprös  un 
certain  nombre  d'op^rations  on  s'airöte  au  perimetre  P„  d'un  poly- 
gone regulier  inscrit  de  m  cöt^s,  et  au  p^rim^tre  V,,  du  polygone 
regulier  circonscrit  correspondant,  il  arrive  que  P„  est  approch^  du 
nombre  w  par  defaut,  tandis  que  P'«  en  est  approche  par  excö». 
Puieque  le  nombre  n,  qui  est  dang  ce  cas  la  longueur  de  la  circon 
ference,  est  compris  entre  P„  et  F„,  nous  aurons  sa  valeur  avec  nne 
erreur  moindre  que  P'n  —  P,. 

Avant  de  pouvoir  calculer  n,  il  faut  savoir  resoudre  les  deux 
probl^mes  suivants. 

PROBI^HE 

416.  —  Connamanl  le  pSrimitre  P„  d'un  polygone  regulier  de  n 
cdtea  inscrit  datis  un  cercle  de  rayon  H, 
calculer  le  pirtmHre  P,„  d'un  polygone 
regulier  de  2n  cöte's  imcrit  dam  le  mhtie 
cercle. 

Soit  AB  le  cötö  du  polygone  regulier 
de  M  c6t§s.  Menons  le  diamötre  CE  per- 
pendiculaire  au  c6t6  AB  et  tirons  la  cordc 
AC  :  cctte  corde  est  le  cöte  du  polygone 
regulier  de  2n  cöt^s;  car  l'arc  ABC  est 
divise  au  point  C  en  deux  parties  Egales. 
Or,  le  trianglc  rectangle  ACE  donne  : 

FIG.  293. 
JC'  =CEXCD; 
mais 

CE  =  2R  et  CD  =  R_OD  =  R— i/k'_5M!, 
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rc-=.R[R-v/;;:if"]. 

D'ailleurs  le  polygone  P„  ayant  n  cöl^s  ^gaux  h  AB,  nou6  avons  : 
P„  =  «.AB  et  p:=b'.XB' 
P,.  =  2«.AC  et  P,'.  =  4n'.SC'; 

lais 

mnc 

V..      _^.    .    P.      äB' 


P^  =4m'SE' ~4ft'.2R  [r  —  WR'  —~^,  ] 


ou  successivement 


P,  =  .„..„[a-V^-^] 


PL  =  4/ilt  [  2hR  —  v'ijCK'  —  F.] 
Si  l'on  fait  2R,  ou  le  diamötre  du  cercle,  4gal  k  i,  la  Formule 
präc^dente  devient  

n,=2rt[n-\/»'-P.]. 

PROBL6HB 

417.  —  Cenmismnt  le  p^rimetre  P„  d'un  polygone  regulier  ile  n 
edte$  imcrit  dans  un  eercle  de  rayon  R,  caiculer  le  p^imkre  l'„ 
d'un  Polygone  regulier  du  m^me  nombre  de 
c6t4s  circonscrit  au  m^me  eercle. 

Soient  AB  et  A'B'deux  cötös  correspon- 
dante  de«  polygones  regiiliers  de  n  cdt^s, 
Tun  iiiscnt,  l'autre  circonscrit  ä  la  circon- 
ference  0.  Menons  les  apoth^mes  Ol  et  Ol'. 
Les  pörimtities  de  ces  polygones  ^tant 
dans  le  nit^me  rappoit  que  leurs  apo- 
thimes,  on  a  : 

p:  _  OT  _         U 

P.  ~  Ol  ' 


mais  (420) 


A       in' 
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donc 

.    P'  R  .     R  2»R 


^"    i/ß.^IL    V^-^^'R'-Pn    v/^»«R«-pf 

d'oü 

2iiR  ^ 


F  — P  V    / 


Si  Ton  fait  2R,  ou  le  diam^tre  du  cercle,  egal  a  i,  la  formale 
precedente  devient 

n 

Cette  formule  permet  de  calculer  le  c6t^  a  d'un  polygone  regulier 
inscrit,  connaissant  le  c6t^  A  du  polygone  regulier  circonscrit,  qui 
lui  est  semblable,  ainsi  que  le  rayon  R  du  cercle. 

418;  A.ppllcation  au  calcul  de  tt.  —  On  peut  faci- 
lement  appliquer  les  formules  precedentes  a  la  determination  de  tc, 
Si,  par  exemple,  on  part  de  Thexagone  regulier  inscrit,  le  c6te  est 

i 

egal  au  rayon,  ou  egal  ä  -,  dans  le  cas  od  Ton  a  2R=1 ;  par  suite  le 

z 

perimetre  P  de  l'hexagone  est  6  X  s^^  ^-  -^'ors  on  a  (416)  : 

Pi=9 


p;,=i2[6— v/6*  — Pi] 


Si  Ton  continue  de  calculer  ainsi  les  perim^tres  des  polygones 
r^guliers  inscrits  de  24,  48...  cöt&  et  qu'on  s'arrdte  au  polygone 
de  384  cötes,  on  trouve 

P3«4  =  3,1415 
«t 

384 

La  difference  PJ«  — Pj«*  n'etant  que  de  un  dix-milliöme,  il  arrive 
*iue  Ton  a,  ä  moins  de  un  dix-milliÄme 

TT  =  3,1415. 
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SUPPLEMENT  AU    LIVRE  ! 


CHAPITRE    PHEMIEK 

Usage  des  aignes  en  göomätrie. 

Thäoröme  de  Stevrart.  —  Division  harmonique. 

Falsceaux  harmoniques. 


■  USAfiE  DES  SIGNES  EN  fi^OWETRIE 


410.  —  En  vue  de  g^neraliser  et  de  siniplilicr  los   dätnonstralions,  i 
introduit  eil  ßöoiiieti'ie  l'iisage  des  signes  +  el  — . 

Si,  par  cicmpic.  on  veut,  Sans  le  secours  de  ces  s 
droile  XY,  la  po»ition  d'iin  point  M  par  rapport  k  u 
dmite  pris   pour  origine,   il 
Taut   non    seulenient   dunner       ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 
la  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^H 

de  ptiis  faire  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^H 

point  nil        ^HHi^^^^^^^HHHHBI^IH 

gauehe  de  A.  Or,  biiiis  dnnner 

CCS  indicatjons.  on  peut  pnr-  FIG.  29^. 

faitrinent  präcieec  la  positimi 

du  poinl  M.  il  sufllt.  pour  pela,  do  designfr  par  des  signes  conirairi's.  +  cl  — , 

des  distances  coinpleca  dans  dea  scns  opposäs  k  partir  de  rorigine.  Si  donc  on 

coavienl  de  regardor  coinrae  potitivet,  ce  qui  d'äitleuni  est  facultatif.  les  dis- 

taaces  port^es  de  gauehe  ft  droile  ä  partir  da  l'origine.  Celles  qui  seront  port^s 

de  droite  k  gauehe  de  la  mSme  origine  seroat  nigalivt».  De  sorti;  quc  Hi  AM  a 

une  longiieur  de  3  centiinätrcs  et  AH'  une  longueur  de  3  centiinätres,  il  sufGra, 

pour  preciser  les  positions  des  [Kiints  M  et  M',  d'öci'ire  : 

AM=:-f  :£  el  AM  3=  — 3. 


420.  —  fin  g^neral,  sur 
di'k'rmin^  psr  les  points  K. 
Oll  conv'ient  d'indii|iic'r  l'origino  de 
chaque  Segment  par  aa  ]>i'einiüre 
lettre,  et,  en  outre.  de  liii  donner 
le  signe  -f-  ou  le  signe  — .  selon  qu'il 
est  pareouru  k  pai'tii'  de  son  origine 
dans  le  sens  adoplii  pour  celui  deä 
'  Segments  positifs  ou  dnoü  le  sens 
contraire. 

II  resnlte  de  ees  cjinvontions  qun  I 
el  des  dirt'ctions  oppusues,  par  suito 


droite  indülliiio  XY,  pliisii 


i  Segments  AB  <'t  BA  o 


n  consid^re  les  Irois  pointx  A,  B.  C.  on  a  de  ttAmt: 
AB  +  BC4-CA  =  0; 


■'-.VTHKOBBME   DE   BTBWART  193 

el  celte  'relation  esl  Vrafe  quelle  que  soit  d'ailleur«  la  posilion  relative  ilea  Irois 
points  snr  la  liroite  AB. 

Si  noDs  aous  repoiions  aii  th^or^me  du  n"  371  et  que  nouii  tenions  compte 


suile  ce  rapport  prend  touies  les 

i^tne  sens,  de  sorte  que  le  rapport 
-rjTTjT-  est  posftif;  par  suite  ce  rapport  prend  toutes  les  valeurs  positives  com- 
prises  entre  t'inflni  el  1. 

Sur  une  droit«  indefinie  \Y,  pasrnnt  par  dtux  points  dannia,  A  et  ß,  H  y 
tt  Uli  point  M  el  iin  «ui,  tel que  le  rappo't  — —  sotl  €gal,  tn  valtw  absolue  et 
en  siijne,  ä  un  rapport  donne. 

Le  point  M  eil  entre  \  ei 
jmrlion  XA  s'il  etl  pesUif  ei 
positif  eiplus  grand  qüc  1. 

th£or£he  d 

421.  —  Les  dütances  d'un  point  O  a  Ifois  poinla  ABC  en  Ugne  droits  laHt- 
fönt  ä  Ja  relation  • 

5Ä'  X  BC  +  Öi?  X  AB  —  ÜB*  X  AC  =  AB  X  BC  X  AC. 

En  effel,  menons  OD  perpendicu- 
Jaire  t  AC.  Les  deux  triaiigles  OAB 
et  OBC  donnern  (340): 

Oa'  =  Öb'  +  Äff  —  sab  X  DB 

Üü^  =  ob'  +  BC'  +  9BC  X  DB. 
Pour  äliminer  DB  entre  ces  deux 
ig»\iteB,  muliiplioQS  [a  premi^re  par 
BC  et  la  seconde  par  AB,  puis  ajou- 
lons-les  meinbre  ä  membre,  atora 
DOus  aurons  successivement :  FiG.  297  fcis. 

ÖÄ'xBC+  ÖC*xÄB  =  OPxBC  +  ÄS'  X  BC  +  ÖB^X  AB  +  BC^X  AB, 

OA'xBC+  ^xAB==qB*  [BC  +  AB1+  ABX  BC  (AB  +  BCj. 

OA'  X  BC  +  OC*  X  ab  =  OB^  X  AC  +  AB  x  BC  X  AC, 

d'oii  enOn  la  relation  cherch^e  : 

ÖÄ'x  BC+ ÖC'  kAB  — ÖB*xA'C  =  ABxBCxAC.    , 

,  Ce  (häor^me  a  une  grande  importanfte.  II  va  noas  servir  ici  ä  resoudre  la 
qucslion  suivante. 

PROBLEME 
On  donne  le*  Iroii  cdtes  a,  b,  c  d'un  Iriaiigle  :  calculer   la  distance   du 
tommet  A  au  point  D  gut  diviae  BC  en  segments  proportionneh  d  tn  et  n. 
1*  11  s'i^it  de  calculerla  distance  AD  teile  que :  --.  —  — ■  (i) 
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-i'o^BDxDCXa:    <S) 


Or,  le  Ihioi^me  donne  :  6'  x  BD  + 
Mais,  par  suite  de  1a  relation  (1),  od 


La  mäme  relation  (1)  donne  encure  ; 


vateurs  dang  ia  relation  (!),  il  v: 


d'oö,  en  r^solvant  par  rapport  ä  x^  eten  dl 

mb'  +  nC 


La  valeur  de  .r  est  donc 
ägale  ä  ia  racine  carr^e  du 
^cond  roembre  de  l'^litri  (3) 
'  u(i    loules   ies    quanlil^    soiit 

S*  Si  Ies  segmenls,  au  lieu 
ü'^tre  addilifs  (BD  +  DC  =  a), 
sonl80a8(racUfe(BD'— CD" =a). 


D'C  n 

Coinme  ici  D'C  est  n^tif.  Ia 
formule  (a)  se  cliange  alors  en 

t'  X  BD-  +  c'  X  -  D'C  - 
ou  ft'  X  BD'  —  c«  X  D'C  —  x'a  =  —  BD'  X  D'C 

Si  Ton  d^termine  comnie  plus  haut  Ies  valeurs  de  BD'  et 
relation 


Fig.  207  ler. 


D'O 


{"' 


n)' 


Kc^wrtpie.  —  Calctd  de  Ia  bU»ecl': 
ifut  triangle  ABC- 
!■  En  faisant  m=c 


et  dt  Ia  midimie  Utues  du  soinmel  A 
equallon  (3!  fournit  Ia  valeur  de  Ia  bissecti'Ue 


lUiiture  AD  en  fonction  des  cölfiä  du  triangle  :  a'  =  bc  ■ 
La  Tormule  [4)  fournit  Ia  longueur  i,  de  Ia  6issecirice  e. 


a*  En  faisant  m  =  n 


:)  foumit  Ia  valeur  de  Ia  medüint 


DIVISION   HABMOKIIIUE  l3t 

§il.  -  DIVISION   HARMONIQUE 

422-  —  Vn  Segment  de  ilroite  AB  est  divisä  harmoaiquemenl  par  ileux  poiot 

C  el  D,  lorsque   les  rapports    des    

dUtances  des  aux  ^^^^^^^^^^H^^^^^^H^^H 

eil  valeur  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^H 

Par  cons^uent,  on   a,  d'apres  _ 

cetw  diflniiion  :  F'«-  298. 

Mais  si  Ton  tienl  compie  lies  signes,  le  premier  membre  de  ceüe  ^alil^  es 
nägatit  et  le  sacond  est  positif.  En  changeant  les  signes  des  deux  membres,  oi 
peut  donc  ^rire: 


Les  poiots  C  el  D  sont  dila  conjugiiis  harmoniqut»  par  rapport  aux  points 


AD  BD 

Or,  cette  reiation  est  bien  cell«  que  nous  devions 
que  les  rapports  des  distances  des  points  A  et  8  a 
en  valeur  absolue. 

Od  ditaussi  qtie  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D  fortneiit 
une  diviaion  haymoniqua. 

423.  —  Comme  exemple 
de  di  Vision  harmonique,  nous 
citerons  les  points  A  et  B  ile 
la  base  AU  d'un  triangle  AOB 
et  les  points  C  et  D  d'intersec- 
tion  de  cette  base  avec  les  bis- 

sectrices   intärieure   et   tMi-  Fi 

ricure  de  l'angte  0. 

CA  OA  DA  ( 


On  a,  ea  efTet, 

I  CA  I  _  I  DA  j 
I  CB  I  ~  IIIbI 


valeur  abmliUt 
eten  tenant  compte  des  signes 


.^./Wi'^'' 


\ 


u 
■•«. 


AI 


^ 


^■' 
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Comme  second  exemple  de  division  harmonique,  on  peut  dire  que  les  centres 
de  similitude  0  et  0'  de  d€Jux'cercle8  G  et  C  divisent  harmoniquement  le  segraent 

OC  O'C 

CC,  limitä  par  les  centres  de  ces  cercles ;  en  elfet,  les  rapports et 


OC'  O'C 

sont  de  signes  contraires  et  leur  valeur  absolue  est  (306). 

424.  Remarqne  I.  —  Si  Ton  prend  pour  origine  des  segraents  le  milieu  O 
de  deux  Points  conjugu6s  A  et  B,  la  relatlon  (1)  prend  une  forme  particuliere. 

En  eflFet,  le  point  0  ^taot 
Torigine  des  segments^  on  a 
(420)  : 

CA  —  OA  -   OC, 
CB  =  OB  -  OC, 

DA  =  OA  —  OD, 

DB  =  OB  —  OD.  Fig.  300. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (I)  eile  devient: 

OA  —  OC  _        OA  —  OD 

OB  —  OC    ~        OB  —  OD 
cu 

(OA  —  OC)  (OB  —  OD)  =  —  (OB  —  OC)  (OA  —  OD) : 
en  rempla^ant  OB  par  —  OA  et  en  changeant  les  signes,  on  a  : 

(OA  —  OC)  (OA  +  OD)  =  —  (OA  +  OC)  (OA  -  OD); 
effectuant  les  produits  et  r^duisant,  il  vient  enfin  : 
(2)  •  ÖÄ^  =  OC  X  OD. 

Le  produit  OC  X  OD  ^tant  6gal  ä  OA*  est  toujours  positif,  d'oü  il  rösulte  que 
les  points  C  et  D  sont  d'un  m^me  cötö  par  rapport  au  point  0. 

D'autre  part,  comme  ce  produit  est  coustant,  il  arrive  que  si  Tun  des  facteurs 
döcroH  Tautre  crott :  si  donc  Tun  döcroit  jusqu'ä  z^ro  Tautre  crott  jusqu'ä 
Vinfini,  Donc,  ie  conjuguö  du  point  0,  milieu  de  AB,  est  ä  Tinfini,  et,  röciproque- 
ment,  le  conjugu6  dun  point  ä  Tinfini  est  le  milieu  de  AB. 

425.  Remarque  II.  —  Les  deux  points  C  et  D  sont  g^n^ralement  distincts ; 
s'ils  se  confondaient,  on  aurait  OC  =  OD,  et^  par  suite, 

u(?  ==  ()Ä^ 

d'oü  -■'■■' 

OC==±:OA> 

Cette  6galitö  fait  connaitre  que  le  point  C  doit  6tre  en  A  ou  en  B. 

Dans  le  cas  particulier  oü  les  points  A  et  B  se  confondent,  si  les  points  C  et 
D  restent  conjugues  harmoniques  par  rapport  aux  points  Aet  B,  les  points  Inte- 
rieurs 0  et  C  se  confondent  ögalement  avec  A  et  B  et  le  point  D  est  alors  inde- 
termine  ;  car  dans  la  relation 

OC  X  OD  =  ÖÄ^ 
les  valeurs  OC  et  OA  sont  nuHes,  par  suite  OD  est  quelconque. 

426.  Remarque  III.  —  La  relation  ~— -  =  —  ----  (1)  peut  encore  prendre 

CB  DB 

cette  forme  particuliere 

AD  ^  AC        AB 


,  FAISCBADX   HASUONIQUBS 

!i)  elfet,  on  sai[  que  : 


d'autre  part, 

CB  =  AB  — AC      et      DR=AB  — AD. 

SubsLItuaDt  ces  valeure  dans  la  relalion  (1).  on  n  ; 


AB  -  AC         AB  -  AI) 

AC  (AB  —  AD)  =  -  AD  (AB  —  Ad 
n  eflecLuant  et  transposant, 

AC>;AB  + ADX  AB  =  SACx  AD, 
en  divi«ant  les  dem  membres  par  le  prodult  AB  x  AC  x  AD, 

"ad"  "^  "Äc"  ~  Tii " 

437.  Bcuuiri|UH  IW.  —  Voici 
une  m^thode  de  constmire  le  poiol  0 
conjuguä  harmonique  d'un  poiat  C 
d'nne  droile  AB,  par  rapport  aux  deux 
points  A  et  B,  Oii  döcrit  une  cirton- 
Krence  sur  AB  comme  diamMre.  oii 
mene  par  le  poiril  C  uoe  corde  quel- 
conque  Mti,  et  la  s^cante  MN'D,  pas- 
sanl  par  le  point  N',  symgtrique  de 
N,  renconire  AB  en  un  point  U  qui 
esi  le  point  cheruhä.  En  effet,  B.M  est 
Fl6.  301..  bissectrice    de   l'angle   tnleiieur    M," 

car  les  ares  BN  et  BN'  sont  igaui, 
;re   pari,  AM   clant  perpendiculaire  en  H  a  HB  «st  bissectrice  de  l'angle 
"1 ;  donc  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  Imment  une  division  Jiarmo- 


§  111.  —  FAISCEAUX  HARMÜNIQUES 
Difinitiom. 

vis.  —  On  appelle  faitceau  harmonique  l'ensemble  de  quati 
sant  par  an  mime  point  0  et  par 
quatre  points  A,  B,  C,  D  formant  une 
divison  harmonique.  Le  point  Oest 
te  eentre  du  faisceau  O.ABCD  et  lea 
droites  OA,  OB,  OC,  OD  en  sont  les 
rayons.  Les  rayons  OC  et  OD  sont 
dils  conjugufa  kai-moniques  par 
rapporl  aus  deux  aulrea  rayons  OA 
et  OB ;  ile  m^me  les  rayons  OA 
et  OB  sont  conjugu^s  harmoniques 
par  rapport  aux  rayons  ÜC  et  UO. 
On  dit  encore  que  les  rayons  OC 
el  OD  divisent  harmoniquement 
(diä)  l'angle  AOB  et  que  les  rayons 
OA  el  OB  divisent  harnioniquenieat 
l'sngl«  COD.  Vi*i.  i»i- 


tlVEE  Iir.   — FAISOEAüX     HARHOKIQUES 


TH^ORfiHE 

*29-   —  TouU  sicanle  est  diviUe  bwmoniquement  par  lea  quatre  rayens 
ifun  faiseeau  hm-monique. 

Soit  la  BÄcante  A'B'C'D'. 

On  a  par  hypothöse  (1)  — —  = -j- ,  it  faul  demontrer  qu'on  a  aus»i 


»enons,  par  le  point  B'  et  par  le  poinl  B.  E'B  P  et  EBF  pamlUies  k  OA. 

Acausedes  Iriangtes  sembtables  kOG,  BEC  et  DDA,  UKB,  oii  a  eii.grandeur 
1  en  signe  : 


Ckimme  par  hypothese 


""■  -W-  =  -f?-  ■  •'  "'"™  BE  =  -  BP  .„  ..„  :  B.E.  =  -  „  ; 
Jone  Jes  seconda   membres  des  rapports   (4)  et  (5)  sont  *gaui  ei   de  signes 

conlraires,  et  od  aura  llnalement  la  relation  — -■  -  ^ -,  Les  poinls 

C,  D'  sont  coDjuguäa  harmoniques  par  rappori  aui  poinls  A'  ei  B'.  c.  q.  f.  d. 
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CHAPITRE  H 

Notions  sur  les  lignes  trigonom6triques 

Sinus,  oosinus,  tangente  et  cotangente  des  angles 

omnpris  entre  0  et  deux  droits. 

430.  —  Un  triangle  se  compose  de  six  ^l^ments  :  trois  angles  et  trois  cdt^s. 
Oh  a  vu  comment  on  peut  construire  un  triangle  avec  trois  6i^ments,  pourvu 
<]u*il  y  ait  au  moins  une  longueur  parmi  les  donnees. 

Cette  m^thode  rigoureuse  en  th^orie  ne  l'est  pas  toujöur^  en  pratique,  et  les 
constructions  graphiques  ne  permettent  pas  de  dätermioer  le  degrä  d'approxi- 
mation  des  r^sultats  obtenus.  La  trigonom^trie  vient  parer  ä  ces  inconv^nients. 

La  Irigonomälrie  est  une  science  qui  enseigne  ä  subsliluer  le  calcul  nume-, 
rique  aux  procädes  qtie  Von  emploie  en  geometrie  pour  räsoudre  les  hHangles. 

R^soudre  un  triangle  c'est  en  d^terminer  les  parties  inconnues  ä  l'aide  de 
Celles  qui  sont  connues. 

Attn  de  pouToir  remplacer  les  constructions  graphiques  par  le  calcul,  on 
devra  d'ahord  exprimer  en  nombres  les  donnees  de  la  question.  Des  lors  on 
atteindra  dans  la  r^solution  des  triangles  l'exactitude  que  Ton  d^sirera,  puisque 
toujoui^  on  est  libre  de  pousser  le  calcul  au  degr^  de  pr^cision  que  Ton  veut. 

Remarqiie  I.  —  N'oublions  pas  qu'un  angle  a  pour  mesure  Tarc  de  cercle 
compris  entre  ses  cöt^s  et  decrit  de  son  sommet  contre  centre,  avec  un  rayon 
arbitraire.  D'aiüeurs  la  mesure  d*un  arc  ^tant  celle  de  Tangle  correspondant, 
on  peut  employer  le  mot  arc  pour  celui  [d'angle.  On  a  vu  (411)  que  la  longueur 
d*une  circonf^rence  C  =  2icR-  Si  Ton  prend  le  rayon  pour  unit^  de  longueur, 
R  =  1,  C  =  27r.  Dans  ce  cas,  Tangle  de  360*  =  400y  a  pour  mesure  3ic.  Celui  de 

180*  =  200y  a  pour  mesure  n.  Enfin  celui  de  90"  =  lOOy  a  pour  mesure  -  •  On  dit 

alors  que  Tarc  est  exprim^  en  radianls. 


I II.  —  Deux  angles  ou  deux  arcs  sont  dits  complementaires  ou 
compl4ments  l'un  de  l'autre  lorsque  leur  somme  egale  90*  ou  100  grades,  ou 

encore  ---?  dans  le  cercle  de  rayon  6gal  a  Tunitä.  Ils  sont  suppl^mentaires  ou 

Supplements  Tun  de  Tau  Ire,  si  leur  somme  ^gale  180*  ou  200  grades,  ou  tc.  Le 

IC 

compl^ment  d*un  arc  a  est  90*  —  a,  ou  lOOy  »  a  ou  -  —  a  et  son  Supplement 
est  ISO*  —  a  ou  200^  —  a  ou  tc  —  a. 

§  I^'.  —  Fonctions  circulaires  ou  lignes  trigonomi^triques. 

431.  —  La  difficulte  d'^tablir  les  relations  qui  existent  entre  les  cötös  d*un 
triangle  et  les  arcs  qui  mesurent  ses  angles,  a  conduit  les  g^om^tres  k  remplacer 
les  arcs  par  des  lignes  dont  la  longueur  dopend  de  la  grandeur  des  arcs,  de 
Sorte  que,  les  arcsitant  donn^s,  ces  droites  le  sont  aussi,  et  r^ciproquement.  Ces 
fonctions  des  arcs  (1)  sont  d^sign^es  sous  le  nom  de  fonctions  circulaires  ou 
rapports  trigonomitriques,  ou  lignes  IHgonomitriques,  Elles  soot  au  nombre  de 
six :  le  tinuSy  le  cosinus^  la  tangente^  la  cotangente^  la  sicante  et  la  cosecante. 
Nous  ne  nous  occuperons  que  des  quatre  premieres.  11  noas  suffit  de  savoir  que 
la  sicante  est  l'inverse  du  cosinus  et  la  cosecante  llnverse  du  sinus. 

(i)  Od  saÜ  que  deux  qutntitös  sont  dites  fonctions  Tune  de  Tautre,  lorsqae  U  varittion 
4e  l'aiie  entratne  la  Tariation  de  l'autre. 
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Wcrivons  »faliord  une  cii'EOururenee  avac  an  myon  OA  et  prenon»  le  poi.il  A 
comme  orisme commune  äenaiigUs  on  orcs compii&äans  le  sens positif  AUA'U'; 
eiifln  menons  perpenijicuiaireineiil  les  dinmefres  AA',  BB'  (flg.  304). 

On  dädnit  ainsi  les  roiioiioiis  circulaires. 

Slaa«.  —  ConsidöroitB  uii  arc  quelconque  AM  =  a,  et  du  poinl  M  iibaiasons 
flur  le  diamfelre  AA'  la  pei'pendicu- 
laire  JIP.  Le  sirius  de  l'arc  AM   est 
le  rapport  de  la  perpendiculaire  HP 

_    MP^ 
nna—    ^    , 

ou  la  mesure  de  la  ligne  MP,  si  l'on 
fail  R  =  l,  Le  sinuf  est  dorn  un 
rapport.  un  nonibre  abstmit  et  uon 
v4ritnbtement  une  ligHe.  II  an  est 
de  m£me  des  autres  fonctions.  Dans 
ce  eas,  on  peiit  encore  dire  que  le 
sinus  est.ivWonn^e  du  point  .M, 
lorsque  OA  et  OB  sont  priä  pour 
axeä  de  (loordonnte.  Via.  304, 


geons-la  jusqu'ä 
exträmitä  M  de  I 


-  Par  l'exlrSmiiÄ  A  di 
»re.  La  langeiiie  de  I' 


enons  une  tangenie  ei  prolon- 
1  prolongö  passant  par  lautre 
Gt  U  rapport  de  la  ligne  AT  au 


arc  AM  est  le 


de  la  ligne  AT,  si  Ton  falt  R  = 
■  est  l'oi-iglne  des  tangentes. 


oa  la   mesure  de  OP,  ei   l'on   fait  R  =  l.  On  dil  encore  que  I«  ( 
loösfisse  du  point  M.  ^ 

■  ^.^t?"*?',"'  ~  '"*  "^•"'»"Ben'e  est  la  langente  de  Tarc  compidi 
cotangenle  est  U  rapport  de  la  ligne  BS  au  rajoti : 


ou  ta  mesure  de  BS,  si  l  on  fait  R  =  1.  La  point  B  est  l'origine  des  cotangentes. 

Signes  des  lignes  (rigonomötpiques. 

«2.  —  Un  point  detertninä  iUM  sur  une  ligne  quelconque,  droite  ou 
couroe,  on  convient.  en  gfiiieral,  d'atlecter  du  mime  signe  toules  les  dislances 
compties  dans  le  mAne  sen>  i  partir  de  ce  point,  et  de  signes  eont,-aires  les 
dislancBs  comptöes  en  setta  opposi.     ■  "^       '  "        ""f"-">res  ,es 

Les  Sinus  et  les  tangeiiies  considdr^es  comme  ordonnies  au-dessus  du  dia- 
meire  aa  sont  positifs.  Au-dessous  de  ce  möme  diameire  les  sinus  et  les 
langemes  sont  nfigaiifs.  Par  consiqueni  la  tangente  AT,  de  Tarc  AM  est  positive 
et  la  langente  AT'  de  larc  ABM'  est  negative. 

Les  Sinus  MP,  M-P-  sont  I'un  et  l'autre  positifs. 
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Les  Cosinus  ei  les  colangentes  oonsidÄrfe  oomme  des  abseisses  sont  P"S'«f» 
ä  droite  du  dlamötre  BB'  el  n^ifalifs  i  gauche  ;  par  coiis^quent,  le  cosinus  Of 
et  ta  cotangenie  BS  de  l'aro  AM  soni  positifs,  tandis  qua  le  oosinus  OP  et  la 
cotangenie  BS'  sonl  n^gatifä. 

Jlrfcultedecesconventiongque:  ■        ,-    n. 

1-  U3  arcs  nioindras  qu'un  quadrant  oo  encore  les  angles  compns  entre  9 
et  90-  ont  loules  leurs  ligoes  trigonomäriquespositiies. 

S*  Lea  arcs  ou  les  angles  du  S-  quadi-anl  compris  eiitre  SO-  et  180-  onl  leur 
Cosinus,  leur  langente  ei  leur  «iiaDgenla  nggatits. 

Variation  des  lignea  trigonom^tHqnes. 

433  -  Dans  les  applications  exclusives  des  formules  Irigonoraätriques  i  la 
resolulion  des  triangles,  11  ne  s'agit  que  d-arcs  ,noi.,dres  qu'une  demi-circonfj- 
rence  puiwue  les  angles  d'un  iriangle  sonl  cliacun:plus  pet.ls  que  deus  angles 
droiW  II  sufflt  donc  de  considfirar  les  Variation*  des  Hgn««  ingonofn«nqu« 

''^l-'vinale^l»  rare  qui  le  mesure,  augmenle  de  O-  «  90-.  Lorsque  le  rayph 

OM  (fig.  305)  W  couch^  sur  OA.  l'arc  AM  est  rul,  le  sious  est  nul;  la  Ui.gente 

est  nuHe,  et  le  cosinus  est  Sgal  au 

rajon.  Quant  4  la  colangente,  eile 

est  infinie,  car  eile  croll  4  mesure 

que  OM  ae  rapproche  de  OA,  et  eile 

peul  dfipaaser  (oute  limile. 

Donc  pour  uii  arc  de  0*,  si  Ton 
fait  le  rayon  Ägal  i  1,  on  a : 
Sin  0-  =  0,  lg   0'  =  0, 

Cos  0*  =  1,         cot  0-  =  «. 

Si  le  rayon  OH  se  d^lache  de  OA 
et  s'filöve  vers  la  position  OB,  il  est 
facile  de  voir  que  le  sinus  al  la  tan- 
gente  augmen^ent,  tandis   que    le 

cosinus  et  la  colangente  diminuent.  ^^^    j^g 

Lorsque  le  point  M  est  arriT*  en  B, 
le  sinus  est  £gal  k  OB.  la  langente 
est  infinie,  le  cosinus  OP  est  nul,  la  colangente  BS  est  Sgalement  nulle. 

Donc  pour  un  arc  de  90°,  on  a  : 

Sin  W  =  1,  (s   90*  =  «. 

Cos  90*  =  0,  co(  90«  =  0. 

Ces  ilerniferes  valeurs  ötaienl  faciles  ä  privoir,  car  les  arcfl  0*  el  90*  litant 
coniplßmentaires,  on  doli  avoir  : 

Sin  90'  =  cos  0-,        (5   90-  =  col  0\ 
Cos  90-  =  »in  (f,        cot  äO-  ~  Ig   0\ 

H'r^sulie  de  ca  qui  pröcide  que  pour  un  arc  de  O»  4  90*,  les  lignes  trigono- 
mfitriques  varient,  pour  le  sinus,  de  0  ä  1 ;  pour  la  tangente,  de  0  ä  « ;  pour  le 
cosinus.  de  l  A  0  et  pour  la  colangente,  de  ■«  ä  0. 

S-  langte  augmenlr  deSO-  d  180-.  Lorsque  le  rayon  OM'est  f.ouchi  surOB,  l'arc 
ABM'  est  ägal  k  90',  nous  venons  de  d^lerminer  les  lignes  Irigonom^triques  de 

Si  le  rayon  OM'  se  ditache  de  OB  el  descend  vers  la  position  OA',  il  est  facile 
de  voir  que  le  sinus  et  la  langente  diminuent,  tandis  que  le  cosinus  et  la 
i;otangenle  augmentent  en  valeur  absolue.  Ainsi,  le  sinus,  d'abord  ägal  an 
rayon  lorsque  le  point  M'  est  au  point  B,  devienl  nul  lorsque  le  point  M'  «e 
confond  avec  A';  la  tangenle  «galeä  +  «.  lorsque]  le  point  M'  esl  au  point  B, 
taute  brusquement  ä  —  <«,  lorsque  le  point  M'  se  däiaclie  du  point  B,  et  [liminue 
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COS  leo-^  — l,  e'ol  180-  =  —«. 

On  conclut.  de  ce  qui  pr^ceile,  gue  pour  un  urc  de  90  u  180*,  \e%  lipoes  lri|[o- 
iiomMriques  varient  pourle  sinuK  de  1  aO.  pour  U  tangeme  de  —  m  äO:  pour 
le  Cosinus  de  0  a  r- 1  el  pour  la  cotangente  de  0  ä —  «>. 

Benwirqae.  —  Les  lignes  trigonomelnquee  pouvanE  devenir  inflnies  oiit 
deuv  valeursqu'ilfaut  liujourspi'endreavecle  double signe±.  Ex.  (3  90"  =  ±c», 
(ar  eile  esl  &  la  foU  la  limite  des  lg  poijitives  tief  aiiirles  croiEsanls  de  0*  ä  90'  et 
Celle  des  Ig  negatives  des  anales  uMroiseants  de  180*  a  90*. 

433  bis.  TkAor^ane.  —  Dtux  tiret  suppUmentaiits  onl  des  sinus  fgatix  et 
de  iiiemt  aigne.  mah  leurs  cosiniu, 
tangenles  et  coinnyentes  soni  igaux 
»t  df  signc)  conti-aires, 

DonnonE  la  mime  origine  A  aux 
äeax  arcü,  et,  pour  cela.    menoDs 

Sar  le  point  M  une  parallele  MM'  au 
lam^tre  AA':  \ea  deux  arcs  AM. 
AM  sont  ^Tlderomenl £gaux  et,  par 
coDsäquent,  l'arc  AM  est  le  Supple- 
ment de  l'arc  ABH',  aussi  bien  que 
larc  A'H'.  Si  l'on  d^siene  i'arc  AH 
par  a,  l'arc  AbH'  sera  ^gal  ä  n  —  a. 
Comparons  k  präsent  leB  lignes  In- 
go nom^lriques  de  ces  arcs.  Leurs 
Sinus    MP,  M'F  «ont  evidemment 

figaux  et  (Je  memes  signee;   Jeurs  ~" 

tangente»  AT,  AT  sonl   ägales   et  Fig.  306. 

de  signes  coniraires;  leur«  cosinug 

OP  et  OP',  leurs  cotancenieH  BS  et  BS'  sont  £eaux  et  de  siguea  contraires ;  ces 
relations  sont  exprlmees  dans  les  ^nation*  ci-dessous : 

sin  (■K  —  a)  —  sm  a;  Ig  {n  —  a}  =  —  Ig  a; 
eosiTt  —  a)=~e<a  a;  cot  (■K  —  a)  =  ~  cot  a. 

i  II.  —  Relatlons  entr«  los  lignes  trigonomitriques 
d'un  möme  angle. 

434.  —  11  eiiste  enlre  las  six  lignes  trigonom^triques  d'un  mgme  arc  cina 
relaiiona  que  oous  allons  itablir. 

Soit  l'arc  AH  que  nous  represenierons  par  a ;  sl  nous  construisons  ses  liane» 
tngonomätriqaes,  nous  aurons : 

MP  =  sin  a\    AT  =  tg   a;    OT  —     sina; 
OP  =  CO«  a;     BS  =  cot  a;     OS  =  cosica; 
Le  iriangle  reclangle  OMP  donne 

MP»  +  ÖP»  =  fFM'; 
o«  (rayon^  1) 

ai  sin*  a  +  c<M'  a  =  1. ^ 

d'oü  :  sin  a  =  ±  v  1  —  cos*  a  et  cm  a  =  d=  v  1  —  ri"'  "- 
II  est  Evident  qo«,  pour  l'arc  £g;il  i  — ,  on  atirait  encore 


nililude  destriaiigleiOUP,OATdonDe 


BELITIONS  SHTBE  LG6  LIQNES  TBIQOHOHETBIQDES 

blables  I 

HS  _  MQ 
BO  ~   OQ ' 

,3,  ■  '"'  «    =  -Sr 

.ei  dem  autres  retatioDS  sont : 
!*)  OT  =  *Aa  =  — 


(5) 


Im  formules  qui  peraietient  de  caiculer  ies  lignes  trigonom^- 
;  donni.  loraqu'on  connatt  uae  de  sei  lignea. 
—  /^  sinu»  d'iin  ai-c  eil  la  nu>ili«  dt  la  cordt  de  Carc  double. 


-  Troucer  Ies  tignet  tri- 
ffuirunieti-iifurit  «  u»  orc  de  30"  et  d'un  ai-c  de 
«O-.  L'arc  de  6U*  ä  pour  torde  le  rayon  (399); 
par  consäquent.  on  a : 


Connai»sa.nt  le  sinua  de  l'arc  W*,  il  «st 
Tacite  de  caiculer  Ies  autres  lignes  trigono- 
metriques. 

La  formule  (1]  donne 


>r  lei   tigne»  trigonomitrigue»  d'un 

Pour  1  arc  de  «&•  le  sinus  est  ^al  au  coalnus. 

Un  angle  de  45*  ätant  lui-mAme  son  compiement,  de  la  formule  [1} 
»in*  45-  +  co«=  45.  ^  1, 
«11  lire  donc  2  «t«'  ib'  ■=  1, 

<rofi  „•„>  «•  =  1, 

«•  linib-  =  ^  =  ^  =  cos  45*, 


[.IVBB  III.   —  TRIANOLE  RECTANQLE 

ms  du  Sinus  et  du  coslnus  en  fonclion 
de  la  tangente- 


,i*a=l:lga 

=  -~~ 

.  d'oü  (S)  itn  a 

=  19» 

l'öquation  (I) 

sin  a  par  s 

a  valeur  (fi),  il 

Tienl 

(S'axc 

«■  a  +  CO» 

'«=  1 

cos'a 

(1  +  (3'  a) 

=  1 

eosia 

1 

a  X  e- 


le  :!:  dopend  de  la  grandeur  de  l'an; :  dans  Je  preniier  qua- 
itif,  6n  nrendra  Ifl  Bigne  +  ;  dans  le  SKOood  quadraiit  on 
-.  De  mime  pour  le  sjnus;dans  le  premier  quadraiii  on- 
et  dans  le  second  quadrant.  on  preiidra  le  signe  — ,  cur  Ig  a 
le  quotient  doit  ^tre  positif. 

18  entre  ies  cölös  et  les  angles  d'un  trlangle. 

jurs  les  Irois  angles  d'un  Iriangle  par  A,  B,  C,  ei  les  uötes 

'e  les  cöt^s  et  lea  anglei  d'nn  triangle  rectangle. 

le.  —  Ckaqiie  cStf  ile  l'angle  droit  est  egal  ä  l'hypolSniise 
tus  de  Cangle  epposi,  ou  par  le  coiinui  de  l'angle  adjacent 

ingle  ABC. 

>mme  centre,  avec  l'unitä  lin^aire  pour  ravo".  dfcrivons  um 

impris  enire  les  ettii  de  l'angle  B,  et  menons  la  perpendi- 

linB. 

.  triangles  BGA,  BHP  donne 


C  ftant  cotnpläi 
in  B  =  Q  CO»  G 


Fig.  308. 


II  C  =  a  ros  B. 

Chaque  c6te  de  l'angle  droit  est,  tgal  h  l'autre  cäli  multiplU .. 

"hangle  opposi,  ou  par  la  colangente  de  Vangle  adjacenl. 

—  c  /fl  B  =  c  coi  C ;  c  =  J  (ff  C  =  6  eo(  B. 

:AC  \\\'(i.  30H;.  Menons  la  tangente  ET  de  l'anirle  B.  La  simi- 

BAC  et  BKT  donne : 

AC        BA  b  c 


b~ctgB. 
it  complämenlaires,  IgB  = 
-  c  col  C,  et  de  mfime  e  =  ■ 
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Relations  entre  les  cdtes  et  las  angin  d'nn  triangle  qnelconqne. 
437.  TIi<or«nM.  —  Dnns  loat  IriangU  rectitigne  tes  citts  aont  piopor- 
lioniieli  aux  $in-us  des  angl*»  oppoafa. 


Soil  le  triangle  ABC.  Absissons  la  per- 
pendicutaire  BD  :  le  triangle  ABO  donne  (4:%> 
,  BD  =  c  8in  A,  et  le  trianel((  BDC.  BD  =  n  sin  U. 
De  ces  deux  valeura  de  BD  on  d^duit  l'^alitä 


■enisr^Mc.  —  Si  [e  triangle  a  un  angle 
obtu«,  on  trouve  la  m£me  relation,  car  on  a  : 
BD  =  c  sin  BAD, 
BD  =  o  «n  G. 

Or,  les  deuK  anales  BAD  el  BAC,  «tänt  suppl^menlaires,  ont  le  mäme  sinu« 
et  Ton  peut  dans  l'^gaiUd  BD  =  c  «in  BAD  rempliicer  sin  BAD  par  sin  BAC.  Le 
Ihäoreme  est  doDC  vrai  dans  touB  les  cas. 

408.  TI»*»r*iBB,  —  Dan*  tont  IriangU.recliU'gne,  U  eoii-rf  dt  fun  des  cdti» 
est  Igal  ä  la  somme  des  carrii  des  deux  t^utrei,  c6Us,  moins  deux  foU  le  py'oduii 
de  cea  deux  demien  par  le  cosinui  de  rangle  qu'ils  contprennenl. 
a'  =  b'  +c>  —  3beeoe\. 
Soll   le  trianale  ABC  (fig.  309).  Supposona  l'aogle  A  aigu  et  BD  perpendi-  ' 
culaire  surAC.  La  g^ometne  donne  (n*  340) : 

fl'  =6'  +  e'-a6xAD. 
Or  (430).  AD  ^  c  cos  A.  Rempla^nl  AD  par  «a  valeur,  il  vient :  . 

Le  th£or^ra»  est  encore  vrai  loreque  l'anele  A  est  obtus  (ilg.  309  bis).  Dans 
ce  cas,  la  g6om«rie  donne  (340)  a*  ^  b'  +  c^  +  ib>i  AD. 

Or,  AD==(rciuDAB.  maiscoa  DAB=  —  co*  A,  puisque  les  angles  DAB  etA 
sonl  suppl£nien(aires ;  on  a,  par  cons^quent  AD  =^  c  >i  —  cos  A^  —  c  cos  A. 
Kemplacant  AD  par  cette  valeur  on  obtient 

a'  =  6'  +c>  -Sicco«  A. 
Si  r(iDc«nsiderelestroi»an(;lesdu  triangle, onlrquveralee relations suivanies: 
a'  =  6=  +  c"  —  9  fi  e  cos  A, 
i"  =  a"  +  c'  —  2  a  c  CO«  B. 
c'  =a'  +  f  —  iabcosC. 

G  anitles  A,  B,  C,  d'un  triangle 


Fig.  309  bis. 


EXERCICE8    8UR    LE    LIVRE  MI , 

207.  —  Trouver  une  *■  proportionnelle  k  trois  licnes  qui  ont  35",  33",  4B~. 
SOS.  —  Trouter   une   m'o^enne  proportionnelle  a  deux  lignes  qui  oiil  SU* 

200.  —  On  demande  une  3*  uroponionnelle  k  deux  lignes  qui  ont  36"  et  S4". 

2i0.  —  Dansun  triangle  AbC,on  a  AB  =  S0-,AC  =  2^-,  BC  ^  30"  ;  quels 
BOnt  lesdeui  Segments  ditermines  sur  BCpar  la  bissectriceAD? 

211.  —  Toule  transversale  DEP  «t^temiine  aur  IBscAt^  d'iin  triangle  AB<1 
six  »gments  teisque  le  pi^aduiCde.iruiE.  segtnttibi  nea  eons^cb),iri4«3t  ^Vau  ' 
produil  des  trois  autres.  .,:,..  .  ..    i 


mf 


•* 


■SS  . 

>*  •  ■. 


^■■ir:  •■■ 


#■ 


V  i 


^ 


•)/ 
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212.  —  Trois  Points  D,  E,  F,  sont  en  ligne  drotte  lorsqu'ils  döterminent  sur 
le8  c^tös  d*un  iriangle  ABC  six  segments  tels  que  le  produit  de  trois  Segments 
non  consöcutifs  soit  ägal  au  produit  des  Irois  autres. 

213.  —  On  Joint  les  trois  sommets  A,  B,  G  d'un  iriangle  k  un  point  quel- 
eonque  0,  et  on  prolonge  ÄO,  BO,  CO  jusqu'ä  la  rencontre  des  cötös  opposös. 
Le  produit  de  trois  segments  non  consöcutifs  est  egal  au  produit  des  trois 
«utres. 

214.  —  Les  trois  c6t^8  d'un  iriangle  sont  120in,  %Ota^  ^^ta  -,  quels  seront  les 
trois  c^iös  d'un  iriangle  semblable  doni  le  c6t^  homologue  ä  iSO^  doit  avoir  90^°? 

215.  —  Deux  obliques  partant  d'un  m^me  point  B  renconireni  deux  paral- 
leles, la  i^tt  coupe  les  paralleles  en  D  et  en  A,  et  la  2^  cn  E  et  en  C^  de  mani^re 
que  DA  =  4»,  DE  =  12«™,  AG  =  48™,  BG  =  46™  :  on  demande  la  valeur  de  BD, 
BE,  CE. 

216.  —  On  donne  les  bases  B  et  6  d'un  tjcatpeae-et  sa  bauteur  h  :  on  demande 
de  determiner  l{i  hauteur  du  iriangle  form^  par  les  prolongemenis  des  c6tes  noa 
paralleles  du  irapöze» 

217.  —  Dans  le  problöme  precedent,  calculer  x  pour  le  cas  oü  Ton  a 
B  =  «5m,  6  =  18m  et  Ä  =  12^20.. 

218.  —  Des  exir^mites  d'une  droite  AB  parteni  en  sens  opposös  deux  droiies 
paralleles  AM,  BN;  si  Ton  Joint  par  une  autre  droite  les  points  M  etN,  la  droite 
AB  se  trouvera  partagöe  en  deux  segments  proportionnels  aux  lignes  AM,  BN. 

219.  —  Partager  une  droite  AB  en  pariies  reciproquemeni  proporiionnelles 
k  deux  droiies  M,  N,  paralleles  placäes  aux  points  A,  B,  ei  dirigees  dans  le 
m6me  sens. 

220.  —  Des  droiies  issues  du  mßme  point  A  determinent  sur  deux  droitei 
paralleles  des  segments  proportionnels. 

221.  —  Inscrire  dans  une  circonference  un  iriangle  semblable  k  un  iriangle 
donne. 

222.  —  Lorsque  deux  droiies  AB,  CD,  prolongees  s'il  est  nöcessaire,  se 
coupeni  en  un  point  E  de  mciniere  k  avoir  EA  X  SB  =  ED  X  EG,  les  quaire 
points  A,  B,  C,  D  sont  situes  sur  la  möme  circonference. 

.223.  —  Dans  un  iriangle  quelconque,  le  produit  de  deux  c6ies  est  egal  au 
produit  du  diametre  du  cercle  circonscrii  par  la  hauteür  abaissee  sur  le 
troisieme. 

224.  —  La  droite  qui  Joint  les  milieux  des  diagonales  d'un  irapeze  est  egale 
k  la  demi-difference  des  bases. 

225.  —  Inscrire  un  carre  dans  un  iriangle  donne. 

226.  —  Le  perimetre  d'un  iriangle  ABG  multiplie  par  le  rayon  de  la  circon- 
ference inscrite  est  egal  au  produit  d'un  c6te  quelconque  par  la  bauteur  corres- 
pondante. 

227.  —  Dans  tout  quadrilatere  inscrit,  le  produit  des  diagonales  est  egal  k 
la  somme  des  produits  des  eö\es  opposes. 

228.  —  Si  Ton  Joint  un  point  0  k  ious  les  sommets  d'un  polygone  ABCDE  ei 
que  Ton  prenne  sur  les  droiies  OA,  OB,  OG,...  des  grandeurs  OA^  OB',  0G^..  de 
teile  sorie  que 

OA^      qw      OG      OW  _0E' 
AO  ""  OB  —  OG  ""  OD  ""  OE  • 

le  polygone  A'B'G'D'E'  est  semblable  au  polygone  ABCDE. 

229.  -~.Un  polygone  r  un  perimetre  de  280°^  ot  un  c6te  qui  a  15«;  un 
polygqipe  semblable  a  un  perimetre  de  160™  :  on  demande  la  longueur  du  c6U 
bpmologue  au  c6ie  de  lo«. 


] 


[.. 
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230.  —  Connaissant  a  et  6  trouver  une  droite  x  teile  qu'on  aito;*  =  a^-f"  ^~* 

231.  —  Les  droitcs  a  ei  b  ^tant  donnees.  troaver  une  autre  droite  x  teile 
que  j?2  =  fli  —  6*. 

232.  -ZT  Des  perpendiculaires  k  une  droite  donnere  AB  sont  telles  que  le  carn'j 
de  la  longueur  de  chacune  est  egal  au  produit  des  Segments  qu'elle  dätermino 
sur  la  droite  donnöe  :  trouver  le  lieu  des  extr^mit^s  de  ces  perpendiculaires. 

233.  —  On  donne  une  ligne  droite  de  %^,  sur  le  mllieu  de  cette  ligne  oii 
älöve  une  perpendiculaire  de  2i"20  :  on  demande  de  calculer  la  longueur  de  la 
circonförence  passant  par  les  trois  extr^mit^s. 

234.  —  Les  carrös  de  dcux  cordes  AM»  AN,  issues  du  möme  point  A  de  la 
circonf§rence  sont  entre  eux  dans  le  mÖme  rapport  que  les  projections  de  ces 
cordes  sur  le  diamötre  AB. 

235.  —  Dans  un  cercle  ayant  1^20  de  rayon,  on  möne  une  corde  ayant  1™  : 
on  demande  sa  distance  au  centre. 

236.  —  On  donne  un  cercle  dont  le  rayon  a  8(n,  on  y  inscrit  une  corde 
ayant  d™.  On  demande  de  calculer  les  deux  segmcnts  d^terminös  par  cette  corde 
sur  le  diamötre  qui  lui  est  perpendiculaire. 

237.  —  Gonnaissant  les  rayons  AO,  ao  de  deux  cercles  et  la  distance  Oo  de 
leurs  centres,  savoir  AO  =8™,  ao  =  3™,  Oo  =  15"™,  trouver  la  longueur  Aö  de  la 
tangente  commune  men^e  exterieurement  k  ces  cercles. 

238.  —  Les  rayons  de  deux  cercles  concentriques  sont  R  et  r ;  dans  le  cercle 
R  on  möne  une  corde  tangente  au  cercle  r :  calculer  la  longueur  de  cette  corde. 

239.  —  Dans  un  triangle  rectangle  ABC  un  c6tä  AB  de  l'angle  droit  a  iS™, 
rhypotenuse  BC  a  25"*  :  on  demande  la  longueur  de  la  perpendiculaire  AD 
abaiss^p  du  sommet  de  Tangle  droit  sur  Thypot^nuse. 

240.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  un  cöt6  de  Tangle  droit  a  3"*,  le  segment 
adjacent  k  ce  cötö,  döterminö  sur  Thypot^nuse  par  la  perpendiculaire  qui  part 
du  sommet  de  Tangle  droit,  a  in^SO  :  on  demande  les  deux  cötös  inconnus. 

241.  —  Trouver  un  triangle  rectangle  dont  les  trois  c6tes  söient  trois  nom- 
bres  entiers  consöcutifs. 

242.  —  Dans  un  triangle  rectangle  les  deux  cöt^s  de  Tangle  droit  diff^rent 
de  7'»,  rhypotenuse  a  13'"  :  on  demande  les  deux  cötös  de  l'angle  droit. 

243.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  Thypothenuse  surpasse  les  cötös  de 
l'angle  droit  de  1  et  de  8  :  quels  sont  les  trois  cöt^s  du  triangle  ? 

244.  —  L'bypotenuse  d'un  triangle  rectangle  est  ägale  k  55°*,  la  somme  des 
deux  cötes  de  l'angle  droit  est  77"»  :  on  demande  les  deux  cöt6s. 

245.  —  La  somme  des  trois  c6t6s  d'un  triangle  rectangle  est  ägale  k  60°*, 
la  difference  entre  les  deux  cöt6s  de  l'angle  droit  est  5™  :  on  demande  les  trois 
cötös  du  triangle  rectangle. 

246.  —  Trouver  les  trois  cötös  d'un  triangle  rectangle  dont  la  somme  des 
cötes  egale  30"»,  et  la  somme  de  leurs  carres  338™. 

247.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  a  AB  =  lOm,  AG  =  14™,  BG  =  20"»  :  cal- 
culer la  longueur  des  segments  du  cöt6  BC  determinös  par  la  perpendiculaire 
partant  du  point  A. 

248.  —  Trouver  les  hauteurs  h,  hf,  h",  d'un  triangle  dont  oo  connait  les 
trois  cötes. 

249.  —  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  k  un  triangle  dont  on  connait 
les  trois  cötes. 

250.  -—  Trouver  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  en  fonction  des  cötös  a,  b,  e,  im 
triangle. 

GILOUKTKIK.  I  4 
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261.  —  D^as  les  problemes  prec^dents  calculer  k,  h',  h*^  R  et  r  pour  Ic  cas 
oü  Ton  a  :  a  =  8«n,  ft  =  9m  et  c  =  12"^. 

252.  —  La  sornme  des  carrös  des  segmcnts  lorinös  par  deux  cordes  qui  s« 
coupent  rectangulairement  est  ögale  au  carrö  du  diamötre. 

253.  —  Les  trois  cötes  d'un  tnaogle  sont  8<n,  9°>,  15")  :  de  quelle  especc  est 
le  plus.grand  angle  de  ce  trianglc? 

254.  —  Les  rayons  de  deux  cercles  sont  7™  et  8"™,  la  distance  de  leurs 
centres  est  de  i2^ :  on  demande  la  longueur  de  la  corde  commune. 

255.  —   Lorsqu'on  möne  la  mediane  AM  dans  un '  trianglc  ABC,  on  a 

2 

253.  —  Un  triangle  ABC  dont  les  c6tös  sont  a,  b,  c,  et  les  medianes  m,  tri 
m"  (m  est  issue  du  sommet  A,  m!  du  sommet  B  et  m'  du  sommet  C)  donne  . 


m 


l  *"•■■■.' 


t-> 


Ih^      c^      a«      ,         la*     c*      6» 

=V2  +  ?-T''"=Vt  +  2-T' 


m' 


la^      b'      c^ 

=  V2  +  2-4- 


257.  —  Les  cötes  a,  b,  c,  d'un  trianglc  sont  40«",  8"^  et  9™  .  calculer  les 
trois  medianes. 

258.  —  La  sonimo  des  carres  des  cöl^s  d'un  Parallelogramme  est  egale  ä  la 
sojume  des  carrös  des  diagonales. 

259.  -^  La  somme  des  carres  des  cötös  d'un  quadrilatöre  quelconque  est 
ögale  k  la  somme  des  carräs  des  diagonales  augmentöe  de  quatre  fois  le  carrö 
de  la  droite  qui  Joint  les  milieux  des  diagonales. 

260.  —  La  somme  des  carres  des  diagonales  d'un  trapöze  est  ögale  ä  la 
somme  des  carrös  des  cötös  non  paralleles  plus  deux  fois  le  produit  des  cötös 
paralleles. 

261.  —  La  somme  des  carrös  des  cötös  d'un  triangle  est  triple  de  la  summe 
des  carrös  des  lignes  qui  joignent  ses  sommets  au  point  de  concours  des 
medianes. 

262.  —  La  somme  des  carres  des  diagonales  d'un  quadrilat^re  est  double 
de  la  somme  des  carres  des  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  ctMes  opposes. 

263.  —  Deux  söcantes  a  un  cerclc  partent  d'un  mSme  point,  l'une  a  une 
longueur  de  3'",  et  son  seginent  exterieur  a  2'";  l'autre  a  5™  de  longueur  :  on 
demande  de  dötermincr  son  segment  exterieur. 

264.  -—  Trouver  deux  droites  qui  se  coupent  de  maniöre  que  le  produit  de» 
deux  Segments  de  l'une  soit  t*gnl  au  produit  des  deux  segraents  de  l'autre. 

265.  —  Le  produit  de  deux  itotos  AB,  BG  d'un  triangle  ABC  est  6gal  au  carrö 
de  la  blssectrice  BD  de  Tangio  B  plus  le  produit  des  deux  Segments  d6termin6s' 
sur  AG  par  la  bissectrice. 

266.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  a  AB  =  20-,  AG  =  22'«,  BG  =  30'"  :  quelle 
est  la  longueur  de  la  bissectrice  AD  ? 

267.  —  Dans  un  cercle,  qui  a  2™  de  rayon.  une  söcante  passe  par  le  centre, 
ia  partic  exterieure  de  cettc  secante  a  5™  :  on  demande  la  longueur  de  la  tan- 
gente  qui  se  terminerait  ü,  l'extremite  de  cette  söcante. 

268.  —  On  donne  un  cercle  de  2^^0  de  rayon,  on  demande  de  determiner 
sur  la  tangente  au  point  A  un  point  D,  tel  que  si  par  ce  point  on  möne  une 
söcante  passant  par  le  centre,  la  partie  extörieure  de  la  söcante  soit  egale  au 
diamötre  du  cercle. 
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869.  —  Oll  donne  ane  circonference  de  rayon  R,  on  mäne  un  diamöire  que 
Ton  prolonge  d'une  quantitö  ägale  ä  V*  R>  P^^  rextrömitö  de  cetie  droits  on 
mcne  une  tangente  :  on  demande  sa  valeur  en  fonction  de  R  dans  le  cas  ou 
R  =  2«. 

270.  —  £)tant  donnö  un  cercle,  on  möne  un  diam^tre  AB  et  la  tangente  au 
cei*cle  au  point  B.  Du  point  A  avec  un  rayon  ögal  au  double  de  AB  on  döcrit 
un  arc  qui  coupe  la  tangente  en  C,  on  tire  AC,  cette  ligne  coupe  le  cercle  en  D  : 
on  demande  la  longueur  du  segment  AD. 

271  — 0n  sait  que  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  s^cante 
et  sa  partie  ext^eure  :  dömontrer,  d'apr^s  ce  Uiöoröme,  que  d'un  m6me  point 
cxt^rieur  k  un  cercle  on  peut  mener  deux  tangentes  k  ce  cercle,  et  que  les  tan- 
gcntes  partant  d'un  m^me  point  sont  Egales. 

272.  —  Gonstruire  une  droite  x  teile  qu'on  alt  o;  =  a  =b  6. 

273.  —  Gonstruire  une  droite  dont  on  connait  les  -f. 

274.  —  Gonstroire  une  droite  qui  soit  ä  une  droite  donn^e  dans  le  rapport 
deij-ä^. 

276.  —  Gonstruire  deux  droites  x,  y  dont  on  connait  la  somme  et  la  difF6- 
rcnce. 

P 
278k— Gonstruire  une  droite  x  teile  qu'on  ait  j?  =  —  (/,  m  lignes  donn^es). 

m 

277  —  GonsInMKe  deux  droites  x»  ^.  connaissant  leur  rapport  et  leur  somme. 

278.  —  Gonstruire  deUx  droites  x,  y  connaissant  leur  rapport  et  leur  diff6- 

rence. 

279.  —  Par  un  point  P  iniörieur  ä  un  angle  A,  mener  une  droite  inscrite 
MPN  de  maniöre  que  PN  =  -f-  PM,  ou  ^«  |. 

280.  —  Par  un  point  P  exterieiir  ä  un  angle,  mener  une  droite  PNM  qui 

l'N      2 

rcncontre  les  cötes  en  N  et  en  M  de  maniöre  ä  avoir  ^-  =:  -  . 

PM       5 

281.  —  Par  un  point  P  mener  une  droite  qui  passe  pur  le  point  de  concours 
de  deiix  droites  concouruii!<'s  (ju'on  ne  peut  prolon/^cr. 

282.  —  Dccrire  une  circüiiföreuco  passant  par  «Iciix  poinls  dormes  A  et  B  et 
teile  qu'une  tangente  munec  par  un  troisiöme  point  donnö  C  ait  uno  longueur/. 

283.  —  Un  polygonc  etant  donn6,  son  perimetrc  P,  ainsi  quo  a  un  de  ses 
c6tös,  construire  un  second  polygone,  semblable  au  preniier,  connaissant  P* 
son  perimötre. 

284.  —  Par  Tun  des  poiuts  d'intersection  de  deux  circonferences,  mener 
une  secante  teile  que  les  deux  cordes  resultantes  soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donnö. 

285.  —  Gonstruire  un  triangle  connaissant  deux  cötes  et  la  bissectrice  de 
leur  angle. 

286.  — Gonstruire  un  triauglc  connaissant  un  c6te,  la  bissectrice  de  l'angle 
oppüse  et  le  rapport  des  deux  autres  cötes. 

287.  —  Gonstruire  une  droite  x  teile  qu'on  ait  o;-  =  m  (m  -{-  n)  (m  et  n 
soiit  des  lignes  donnees). 

288.  —  Une  droite  m  etant  donnee,  trouver  une  autre  droite  x  teile  que 
x^  =  -i-mK 

289.  —  Gonstruire  une  droite  x  teile  qu'on  ait  -f  a?«  =  /^  (/  est  une  liyne 

don^'oe). 
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.  —   On  donnc  /,   m,  n  :  Irouver  une  aulre  dl 


;      2S1.  —  Conslruire  une  droite  x  teile  qu'on  ait  x*  = 
donnees). 

838.  —  Moner  par  un  point  P,  inUirLeur  ä  un  cert 
divisäe  u  cc  paiol  Anna  un  rapport  donnä  -i-. 

883.  -  -  Moner  par  un  point  A  extürieur  ii  un  cercle 
({ue  la  partlo  (»t^ricurc  Eoit  -{-  de  la  aticant«  tolale. 

894.  —  Däcnre  uae  circonfäreDce  piissnnt  par  dcui  poiqts  jop»^  et  langento 
&  une  droile  donnäe. 

296-  —  ßiScrire  uoe  uirconf^reace  passaiU  pai*  un  point  donoä  el  langciil« 
ft  dem  droites  doDoAes, 

396.  —  Construire  un  losunge  donl  le  c6te  ait  une  longueur  doniire  cL  soit 
KioyeDne  proportionnelle  enlre  les  deux  diagonales. 

297.  —  Diviser  une  droile  a  en  nioyenne  et  Rxtrünio  raison  et  Ironver  lea 
rapporls  de  la  droite  aux  deux  scgriienls. 

898.  -~  Diviser  une  ligne  de  GU<|>  en  nioyennc  et  extrime  raison. 

299.  —  Les  segmenls  de  deui  droilea  divis^es  en  moyenne  et  extreme  raison 
EOnt  pr<>parlionnels. 

300.  —  Connaissant  AB,  graod  segment  d'une  droite  d:vis^  en  nioyonne 
et  exlr^iue  raison,  retrouver  la  droite 

301.  —  Inscrire  dans  un  angle  A  une  droite  MPN  tf  lle  qu  eile  «oit  divii^e  au 
point  P  en  moyenne  ul  eiträini,  raison 

302.  -~  Par  un  poinl  P  extirieur  k  un  angle  tuiner  une  droite  PfH  7U1 
rencontro  les  cäl^s  en  M  et  cn  M  de  maniäre  que  la  ligne  PNM  oit  lirisee  cn 
inoyenne  et  extrfime  raison  au  point  M 

303.  —  Par  un  point  P  inläitcur  h  un  ceicle  niener  une  corde  qui  toA 
divis^e  k  ce  point  eu  moyenne  eteitrAme  raison 

304.  —  Par  un  point  A  eilcrieui  ä  un  eei  le  niener  une  s^canle  qui  soit 
divisäe  par  la  circonfärence  en  [no^ennc  et  extreme  raison 

306.  —  Les  diagonales  d'un  pcnlagoneii^gulier  secoupent  niutuel lernen t  en 
inoyenne  et  eitrfime  raison. 

306.  —  Uno  diagonale  d'nu  penlagone  1  g  ilior  inscrit  a  4"i  «.alcul  i  le 
efiti  du  ponlagoue. 

307.  —  Les  taii^entes  extäneures  cominunes  ü  deux  cercles  rencontrent  la 
ligne  des  ccntres  en  un  uiäme  point  0  et  les  tangontcs  inti,rit.ures  la  rcncon* 
trcnt  aussi  en  un  minie  point  0 

308.  —  Dans  deux  cerclos,  1  sei-antesquijo  „  lenlles  eiljämit'^s  des  la  o»a 
paralleles  concourent  en  un  meine  point  O  sitiiii  sur  la  ligne  des  centres. 

309.  —  Prouver  que  dans  un  triangle  ^qiiilat6ral  inscrit,  le  rayon  est 
double  de  Tapothäme. 

310.  —  Un  polygone  regulier  elant  inscrit  daus  une  oirconfiirence,  cii'con- 
scrire  un  pOlygono  regulier  seiiiblable. 

311.  —  Le  pi^rimäLi-e  d'un  triangle  äquilaleral  circonscril  est  double  de  colui 
du  ti'ianglc  (iquiluLei'al  iiiserit. 

312.  —  Une  eircoiifereiice  est  comprise  entre  les  periinilres  du  carrii  cir- 
consL'rlt  et  de  l'hcxagone  inscrit  :  «lemonlrer  d'apräs  cetle  consid^ration  que  U 
rapport  de  la  circonfurcnce  au  <lianielre  est  compris  entre  i  el  3. 
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313.  -»  Galculer  le  c^tö  et  l'apothdme  du  d^cagone  regulier  inscrit  dans  un 
cerclc  de  rayon  donn^. 

314.  —  Trouver  le  pörim^tre  du  decagone  inscrit  dans  un  cercle  de  4'"  de 
rayon. 

315.  —  Le  carrö  du  c6t^  d'un  pentagone  regulier  inscrit  est  6gal  k  la  somme 
les  carr^s  du  rayon  et  du  c6t^  du  decagone. 

316.  —  Quel  est  le  pöriiAötre  d'un  pentagone  regulier  inscrit  dans  un  cercle 
•Je  2ra  de  rayon? 

317.  —Les  circonförences  G  etC  dtant  donnöes,  construire  une  circonförence 

igaleäC+C. 

318.  —  Les  cir^onförenCes  G  et  C»  i&tant  donn^es,  trouvdrune  circonförence 
ögale  &  G  —  G'. 

319.  —  Les  circonförences  G,  Cf  et  C"  ^tant  donn^es,  construire  une  circon- 
förcnce  6gale  ä  +  G  +  +  G'  —  -J-  G  . 

320.  —  On  a  uno  circonföronce  0,  8ur  le  rayon  OA  comme  diamötre  on 
4^crit  une  autre  circonförence  Bt  on  möne  un  rayon  quelconque  OB  qui  coupe 
la  petite  circonförenco  en  G.  On  dcmande  de  demöhti'er  que  les  arcs  AB  et  AG 
sont  ögaux. 

321.  —  Galculer  le  c6lüet  TapothOme  de  Toctogone  regulier  inscrit  dansua 
cercle  de  rayon  donnö. 

322.  —  Dans  une  circonference.  5  degrös  repondent  k  une  longueur  de  On^SO  : 
quelle  est  la  longueur  du  rayon  qui  a  scrvi  ü.  construire  cette  circonference? 

323.  —  Gombien  vaut  en  mötres  une  seconde  du  meridien? 

324.  —  Quelle  est  en  kilomötres  la  distance  moyenne  d*un  point  d'un  meri- 
dien au  centre  de  la  terre? 

325.  —  Deux  arcs  ont  m^me  longueur,  Tun  qui  a  20o30'  a  M  däcrit  avöc  un 
rayon  de  On^O,  Tautre  a  12^40'  :  on  demande  la  longueur  du  rayon  qui  a  servi. 
4  le  ddcrire. 


«  • 
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qui  prend  le  nom  de  base.  On  voit  quc  la  hauteur  ne  tombe  pas  tou- 
iours  dans  l'intörieur  des  flgurcs  {fin.  313). 

'      La  kmteur  d'un  trapöze  ABCD  (ßg.  ZU)  eat  la  perpendiculaire  EF, 
Cjui  mesure  la  dislance  des  deux  böses  ou  cötea  parall^l^B  BC,  AD. 

441.  —  Deux  rectaHgle»  de  m4me  base  et  de  mvme  hauteur  soat 
ägaax. 

Eq  effet,  ils  oßt  lous  leura  anglea  et  tous  leurs  cöt^B  ögaux  chacu» 
Ä  chacuD  :  donc  ile  sont  superposables. 

TH^OR^IHE 

442.  —  Dettx  rectangtes  de  m&me  base  sont  dam  le  rapport  de* 
bautextrs. 

Soient  K  et  R'  les  deux  rectan- 
gles  ABCD,  ABCIV  ayantdes  bases 
AB  et  A'B'  egales  et  dont  les  hau- 
teurs  sont  AD  et  A'D*.  II  faut  d^raon- 
Irer  que 

R_  AD 

R'^A'D'' 

1"  Supposons  que  les  hauteurs 
aient  une  commune  meaure    AE,  fig.  315. 

contenue,  par  exemple,  5  fois  dans 
AD  et  3  fois  dans  A'D',  nous  aurons 

AU       3 


Si  par  les  points  de  division  des  hauteurs,AD,  A'D',  nous  a 
des  parnll^les  aux  bases,  nous  decomposerons  les  rectangles  R  et  R' 
en  petits  rectangtes  tous  ^gaux  entre  eux  comme  ayant  mäme  base 
et  möine  hauteur.  Or,  le  rectangle  Rcontient  5  de  ces  rectangles  et 
R'  cn  contient  3,  nous  aurons  donc 


R       3' 
ou,  k  cause  du  rapport  commun 


ä°  Supposons  les  bauteurs  AD  et  A'D*  irteommeamraiblw.  On  peat 
Faire  un  raisonnement  analogue  ä  celui  du  n"  221, 2o,  ou  dire :  la  hau* 


f 
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teiip  A'D'^contieirt,  pur  exemple, »  parties  egales  i"i  A  E ,  et  la  hautcor 
AI)  contjent  m  de  ces  parties  avec  un  restc  W  inoiiulnr  quo  A  E'.  l'ar 

-.1  .AI*  1  ■       >"»..■■■        .»»  +  *■,■ 

siiile.  Je  rapport  —7-,  sera  supeneur  a  —  et  infeneur  a .  ^ou8 

*^^      AD  *^  »  » 

pourrons  alors  öcrirc : 


l  <"        ..?<A^< 


m  +  l 


m+l 


Si  par  les  points  de  diviaioa  des 
hauteurs,  AD,  AD',  noiis  menons 
des  paralleles  ätix  bases,  nous  de- 
composerons  le  reclangle  R'  en  n 
petita  rectangles  ^gaiix  et  le  rec- 
tangleRen  »( rectangles  ^gaux  aux 
prec^denls,  plusun  rectangleFGCD  '   fig.  316. 

inoindrequechacündesautres,  pnr 

suite  le  rapporl  —  sera  eup^rieur  ä  —  et  inf 

puuiTons  donc  dcrire  - 

(2)  !^<?;<^i±i.- 


compriscntredeuxlimites  -  et  ^it—  dont  la  dill'ei-eiicc  -  peut  appro- 

eher  de  z^ro  autant  que  Ton  veut,  si  Ton  prend  n  sumsamment 

grand.  Or,  la  diff^rence  entre  les  rapports  77  ft  fjT,  etant  moindre 

que  -  Bcra  a  fortiori  aiissi  proche  de  zero  que  Ton  voiidra.  De  lä,  on 

peut  conclure  rigoureiLsciiicnt  que  ces  rapports  sont  egaux  et  que, 
dans  tous  les  cas,  on  a. 

R_  AD 
R  ~A'D' 

443.  Corolleire.  —  Deux  rectangles  de  mMe  hauleur  sont 
(fJM*  le  rapport  des  bases;  car  on  peut  prendie  pour  baee  d'u» 
rectangle  Tun  quelconqiie  de  ses  cfttes. 


444.  —  Beux  rectangles  qüelconqnes  sont  dans  le  rapporl  des 
produits  de  le«r$  dimemims  respeclives. 


C.  q.  f.  d. 
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Soicnt  R  et  R'  deux  rectangles  quelconques.  Appelons  b  et  b'  leura 
bases,  h  et  h'  leurs  hauteurs.  U  faut  dämontrer  que : 
K  _bXli 
K~6'Xh' 
Poiir  cela,  comparons  les  rectangles  propos^s  ä  un   rectangle 
auxiliaire  R"  ayant  pour  diinensions  k  ei  b.  D'apres  le  ttieoreme 
frec^dent,  nous  auroos : 

R  _6     R^_i 

R"~b        R  ~ft'" 
MuUlpliant  ces  ^galiteg  membre  ä  membre,  et  supprimant  le 
Tacteur  R"  dans  le  premier  membre,  il  vienl : 
R  _  ^  X  A 
R~6'xA' 

THBOR&HB 

445.  —  L'aire  d'un  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  des 
nombres  ^li  mesur&nt  ses  deux  dintensions,  si  l'on  prend  pour  unüi 
d'aire  le  cairi  gut  a  pour  c6ti  Vunite  i  ,. 

de  bniijiieur. 

Soit,  en  effet,  le  rectangle  R  dont 
la  base  est  b  et  la  hauteur  h. 

Prcnons  pour  unite  d'aire  le 
carr^  ('.  ayant  pour  cöte  Vuait^  de 
longueur  qui  sert  k  mesurer  la  b;ise 
et  lah'auteurdu  rectangle R.Nous  an-  pjQ   gn, 

rons,  d'apr^lethtordme  pr^cödenL, 

R_*X*_*V^' 


du  rectangle  {Aritkm.  n»'  4  et  5);  de  möme,  7  et  -  repr^sentent  fes 

mesures  de  la  base  et  de  la  hauteur  du  rectangle.  Donc,  l'aire  d'un 
rectangle  est  ^gale  au  produit  des  nombres  qni  expriinent  les  mesures 
de  sa  base  et  de  sa  hauteur,  ou,  plus  simpleinent,  egale  au  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur,  ou  encore  ^gale  au  produit  de  ses  deux 
dimensioos. 

En  designant  par  S  l'aire  d'un  rectangle  qtielconque,  par  b  et  ft  sa 
base  et  sa  hauteur,  on  a  la  formule 

S^AXA. 
446   Corollalre.  —  L'mre  da  cai-rg  egale  le  produit  d'un 
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edte  par  luim^ie,  ou  et/ale  le  carri  de  soh  cAU;  car  un  carre  est  uo 
rectangle  dont  les  cöt^s  äont  ^gaux.  Ainsi  l'aiie  du  carre  dont  le  cßti- 
pst  a,  f^gale  aXaavt «-. 

L'expression  :  vaiTe  (fwn  nombre,  au  lieu  de  »etonds  pitixsainr 
i'un  nombre,  est  vcniie  de  lä. 

447.  —  L*aire  d'im  paralt^logramme  egale  le  produit  de  sa  basr 
pav  sa  katUeur. 

Pour  le  d^montrer,  il  suffit  de  prouver  que  le  parall^logranune  et 
le  rectangle  de  m^me  base  et  de  mäme  hautcur  eont  ^utvalents. 

Soielit  donc  le  paraD^logramine 
ABCD  et  ie  rectangle  AEFBde  mäme 
base  ABeftJe  mäine  hauteur  AE  :  ces 
dcux  figures  sont  äquivalentes;  car 
les  triangles  rectangles  ADE,  BCP 
Hont  ägaux  Gomme  ayant  l'hypot^- 
Duse  ögale  et  un  cöt^  de  l'angle  droit 
egal. 

Donc,  le  rectangle  et  le  paralUlo-  Fin.  318. 

gramme  auront  m^me  mesure;  mais 

l'aire  du  rectangle  AEFB  est  ^gale  ä  AB  X  AB,  donc  l'aire  du  pnral- 
lelogramme  est  aiissi  AB  X  AE,  c'est-ä-diifi  Ic  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur. 

En  d^signant  par  S  l'aire  du  parallülu^riiiiime,  par  6  et  A  sa  base 
«t  sa  hauteur,  on  a  la  formule 

S  =  AxA. 

448.  Corollair«  I.  —  Deux  pai-allelogrammes  de  mfme  base 
et  de  mime  havteiir  sont  ^quivaients. 

449.  Coi>ollalre  II.  —  Delix  parallilogmmmfis  de  mihne 
hose  sont  dims  le  rappott  de  teurs  hauteurs.  —  Detur pitiallelogi-ammex 
de  mime  kauteur  sont  dans  le  rapport  de  lears  bases. 


tbeor£;he 

460.  —  L'aire  d'un  triangle 
egale  lamoHie  du  produit  de  sa  base 
par  sa  kauteur. 

Pour  le  d^montrer,  il  sufQt  de 
prouver  que  le  triangle  donnä  ABC 
est  la  moiti^  du  paratl^logramme  ria   3ig 

ABCE    de   mdme    base   BC  et   de 
in^me  hauteur  AD.  Or,  la  diagonale  AC  pnrtage  le  parallälogram 


S"= 
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ABGE  en  deux  triangles  egaux  :  donc  le  triangle  ABC  vaul  la  mpitie 
du  Parallelogramme  ABCE;  mais  Taire  de  ce  parall^logramme  est 

BC  X  AD,  donc  cellc  du  triangle  ABC  est      *  ^  — ,  c'est-ä-dire  la 

moiti^  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

En  designant  par  S  Taire  d'un  triangle,  par  6  et  A  sa  base  et  sa 
bauteur,  on  a  la  formulc 

451.  CoroUaire  I.  —  Deux  trimigks  sont  dans  le  rapport 
des  produits  de  leurs  dimemions. 

En  efTet,  pour  deux  triangles  dont  les  surfaces  sont  S,  S'  et  ies 
flimensions  respectives  b^  h  et  b'^  h\  on  a  : 

d'oü,  en  divisant  membre  ä  membre, 

S_bXh 
S~b'xh' 

452.  CoroUaire  II.  —  Detix  triangles  de  m/me  base  sont 
dans  le  rapport  de  leurs  hauteurs.  —  Deux  triangles  de  mime  hauteur 
sont  dans  le  rapport  de  leurs  bases. 

458.  CoroUaire  III.  —  Le  Heu  des  sommets  de  triangles' 
Äquivalents  ayant  meme  base  est  une  parallele  ä  cette  base;  car  ces 
triangles  de  sommets  did^rents  auront  tous  m^me  base  et  des  bau- 
teurs  egales. 

454.  Aulres  formulea  relative»  a  Taire  du 
t,rian§;le.  —  1«  Trouver  Vaire  du  triangle  en  fonction  de  ses  cötes, 

Soient  a,  6,  c  ses  cötes,  h  sa  hauteur  relative  au  cöt^  a  et  S  sa 
surface.  On  a : 

Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  //  par  sa  valeur  trouvec 
au  n«  343,  il  vient  :    ,       , 


a  2 


^'^^'^\/p(p-a){p^b)(p^c), 


d'oü 


^~\/pip—a){p  —  b){p  —  c 


\ 


6  LlVIiE  iV.  —    MESURE 

Manslecasdu  Iriangle  equiluternl : 


a=p--b=.p-c  =  --a=- 


-v/ix(i)"=v/T;= 


"20  Trouver  faire  du  triangle  eti  fonclion  de  sex  cötes  et  du  na/om  iu 
ceirAe  circomcrit. 

Soieat  a,  b,  v  les  c6ttis  d'uii  triangle,  k  sa  hauteur  i'elatlve  au 
cAte  a,  R  le  rayon  du  ceiclc  ciiconscrit  et  S  sa  surracc.  On  a  vu  pS2j 


Si  l'on  mulUplio  Ics  dcux  membres  para,  afln  d'introtluire  Taire 
du  triangl<3  dans  le  sccond  memitro,  on  a  : 

a6c  =  2Rfl& 

Kempla^ant  aii,  ou  le  double  de  la  surracc,  par  2ä,  il  vient : 

(j6c  =  4RS, 
d'oii 

«ftc 

Si  Ic  triangle  est  ^quilateral,  on  a,  dans  ce  caB,  6  =  c  =  «i  et  par 
suitü. 


3"  Trouver  faire  du  triangle  en  fonclion  de  ses  edles  et  de  f na  des 
rayons  des  cercles  imcriu  mi  ex-inscrits. 

Soit  le  triangle  ABC.  Si  l'on  Joint  le  centre  0  du  cercle  inscrit 
aux  trüiBsommetsdu  triangle  ABC,  onled^composeen  trois  triao^es 
OAB,  OAC,  OBC  ayant  pour  hauteur  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  rl 
poitr  bases  respectives  les  trois  cötes  a,  6,  c.  On  a  donc  pour  l'aire  S  : 

ar     br     er a-\~b~\-c 

^  — T  +  T  +  T  — 5 •'■' 


a  +  b  +  c  =  ip, 


AiHE  DES   POLY(iONE9 

En  joignant  iea  mömes  sommets  du  triangle  ABC  au  cenlre  0, 
(l'un  des  cercles  ex-inscrits,  on  forme 
IHM9  triangles  0,AB,  0,AC,  0,Bi:: 
jiyant  poiir  luuitcur  le  rayon  r,  <i^ 
cerdc  ex-inscrit  et  poiir  bases  respec- 
üves  les  miaics  cötes  o,  b,  c.  Or.  I'aii-e 
du  triangle  ABC  est  equivalente  k  la 
fiomme  de  ces  deux  prcmiers  triangles 
diminiiee  du  troisi^me,  de  surte  qu'on 


.     A-fc  — a  =  2;)-2a  =  2(/J— a), 
d*aü 

S  =  ^-^i^.r,=ip-a)r,.  (2) 

Si  Ton  FCpriSsente  par  r,,  Tj  les 
r^ons  des  deux  autres  cercles  ex-ins- 
crits, on  trouve  de  m^me  ; 

S  =  (p  —  0)r,  et  S  =  (/)— c^a. 

On  a  donc  :  "o.  330 

S=/«-  =  (p  — a)r,  =(p~b)r^  ~tp  ~  c)rj. 

4»  Trmtver  l'aive  du  triangle  en  fonctiondes  rayons  des  qttatre 
renlts  imerüs  et  ex-iiiscrils. 

[^s  qMati-e  ^galites  trouv^es  plus  haut,  3^,  donnent 

__s   ,  „_s_   .__5_      _    s 

d'uA 


p<p-~d)[p  —  b){p~'-) 
&  =  \/ri\r,r. 


456.  —  Les  aires  de  deux  triangles  ^i  ont  un  angle  ^gal  ou 
stifiptmiieataire,  hnt  dam  le  rapport  des  produits  des  cötds  gut  r.om- 
prtnimit  cel  angle. 


S18  l.IVllF  IV.    —  MESCttE  DES  AIRES 

i»  Soieot  ieö  deux  thangles   ABC  .et  A'B'C  dans  lesquels  on  a 
I  angle  A  2=  l'angle  A'.  II 
Taut  prouver  que : 

ABC  _  AB  X  Af: 
AB'i:'~A'B'xAC' 

En  effet,  si  l'on  möne 
le»  hauteuTB  CD  et  CD' 

^  ^  FIG.  351. 

un  a 

CD 

ABX    2  ABVCD        AB       CT» 


ABC 

A'B'C ~  AB'  X  CD' " 


A'B'  X  CD'      A'B      CD' 


Mais  les  triangles  rectangles  AOI),  A'CD  nyiint  im  angle  ^gal  sont 
scmblablea;  parsuite, 


Remplacant  dans  Tegalit^  prt'mlentc  -^ -  p.ir  sn  valeur,  il  vient : 


2"  Si  l'on  supposc  que  dans  U's  trianglrs  AliC,  A'B'C  les  ;i 
A  et  A'  30nt  suppli^mentaires, 
on  a  encore : 

ABC        ABXAC 


A'B'C 

A'B'  X  A'/r 

En  effet,  si,  conimp 
haut,  on  mftne  le^  lian 
CD,  CD',  on  a  : 

US 

ABC 

ABXCD 

A'B'C 

A'B'X^''» 

Mais  les  trianslf^s  roctaiisles  ADC.  .VD'C    ayai 
■■Sal,  A  =  CA'D',  sont  sombiaiilos  .a  donnent : 


DC 


])<; 


Itemplacant  dany  IV'galite  prm-dente  ^.,  pnr  sa  valeur, 
onfin: 

\m:  _  AB  X  Af:         • 

.A'B'C  ~  A'B  XA'C* 


AIRES  DES  POLYGON'KS 


456.  —  Latte  d'un  losaiige  egale  lamoUiedu  produit  de  ses  deux 
diagonales. 

En  effet, 

losange  ABCD  =  2ABC=:2AC  X  ^.=  ACX  B0  =  ^^-4^' 


Eq  dösignant  laire d'ttn  losangeparSet  ses 
diagonales  par  D  et  d,  on  a  la  formule 


457.  Reniarque.  —  Un  losange  a 
lUissi  pour  «lesurc  le  produit  de  l'un  de  ses 
eötös  AD  par  la  hauteur  correspondante  CE, 
car  un  losange  est  cn  möine  tempg  un  Paralle- 
logramme. 


458.  —  L'aire  d'un  trapese  egale  le  produit  de  la  demi-somme 
des  bases  jiar  la  hanteur. 

Seit  le   trapeze  AÜCD  ayant  DE 
pour  hauteur.  Ou  a  : 

S,„TaceAB()D=r)E'l£+£5). 

V    2    y 

En  effet,  st  nousmenons  latiiagö-  ,,.|(j   334 

nale  BD,  nous  nurons  : 


irfacc  \BCD  =  ABD  +  lt(:i)i 


AßD  = 

s' 

X  DE  et  BCD 

Donc 

Surface  ABCD  = 

AI 

XDE- 

h¥x 

220  LIVKE  IV.    —  MK^L■H::  DES  AI11E8 

En  (l^stgnant  l'airc  d'un  trapexe  par  S,  an  haateur  par  h.  et  ses 
bases  pur  B  et  b,  un  a  lu  formule 

469.  Corollalre.  —  L'aire  d'un  trapeze  egale  le  prodiäl  de 
sa  liauteur  par  ta  droile  qui  Joint  le»  milieax  des  cülis  non  paralleles. 

Pour  Ic  demontrer  il  sufflt  de  pmaver  que  cette  droite  est  egale  k 
In  demi'SOinmti  doe  liases.  Soit  doiic  la  droite  MON  ((ig.  324)  menee 
par  lesinilieiixtlescöti^s  non  piirall6leg.  On  a(138)  : 


PROBLfiHE 

460.  —  ßvatmr  Vaire  ä'nn  polygone. 

Pour  evaluer  l'aire  d'tm  polygone  ABCDEF  (ßg.  325).  on  le 
decu:npusc  cn  triangleti  en  joignant  Tun  de  süs  sommels  ä  tous  Ics 
antres,  on  cherche  l'aire  de  chaque  triangle  ainsi  obtenu  :  la  somnie 
des  aires  trouv^es  est  evideminent  l'aire  du  polygone. 

Plus  gen e rate ment,  on  m^ne  la  plus  grande  diagonale  \E  du 
polygone  (ßg.  326),  et  l'un  abaisse  de  tous  Ins  autres  sommets  des 
perpendicul aires  sur  cette  diagonale.  Lc  polygone  se  trouve  ainsi 
decompus4  en  triangles  rectangles  et  en  trapezes,  on  a  par  suite  : 


FJR.  325.  FIG.  326. 

Surface  .\K:DEFG  =  \  HIV  X  AU'  +  ^  (BB  +  CC)  X  B'C'  +  -  (CC  + 
i)D')xCD'  +  iDU'x  l)i;-|-^C;G'XAG'-f^l,GG'  +  FF)xO'F' 
+  U'F'X»''K- 


AIRES  DES  POL^nONES  ■"' 

PROBIJä:HE 

461.  —  Troarer  l'aire  approckee  d'tme  figtire  plane  limitee  par 
.    um  courbe  gvetcon^ne- 

Dans  le  cas  ofi  le  tcr- 
rain  est  limite  par  une 
ligne  courbe  on  prend  sur 
cette  ligne  des  pointe  assez 
rapprochös  pour  qxw.  la 
courbü  comprise  enti  e  deax 
pointsconsecutifss'ölo!a;ne 
peu  de  la  droits  qui  tes 
Joint;  puis  on  abaisse  de 
cee   differents    pointi  des 

perpendiculaircs     sur     la  pj^  gg^ 

transversale  AB  prise  pour 

baae.   On    procede    poiir   le    reste  comme  U   a  ^tö  indiquö  dans 
Fexempte  pr^cedent. 

probl:öme 

462.  —  Tramformer  im  polygoiw  en  un  Irimgle  equimleiit. 
Seil  le  poly  gone  ABCDE. 

Menons    la    diagonale 
AD    et    du    point   E    sa 
parallele  jusqii'ä  la  ren- 
contre   du  prolongement 
de  BA;  enfin,  tirons  DF 
<[iii    di5terminc   le   trian- 
ßle    .\DF    Äquivalent    au 
triangle  ADE  comme  ayant 
m^me  base  AD  et  des  haii- 
teurs    egales,    car    leurs 
sOmniets  F  et  E  se  trou- 
vent  sur  une  m^me  paral- 
lele EF  ä  la   base.  Sons  "^'o-  328. 
pouvons  donc  remplacer  le   triangle  ADE  par  le  triangle  ADF    et 
notisn'aurons  plus  quo  °     ^i"«,  et 
h:  quadrilatere  FDCB. 
Kn  appliqiiantla  mdmc 
tnetbode  ä  ce  quadril«- 
l'iri',  nous  le  transfoc- 
irifTOns  en  un  triangle 
FI»K  äquivalent,  leqiipl 
^•stpar  (^ns(>q  iionti^q  ui- 
vulcnt   au    penta^onc 
doimii.                                                                  FIG.  329. 

«emarq«e.  -  Dans  le  cas  oü  1.  polygone  ABCDE 


si-rail  i-onwve,  on  ^nivrait  la  möme  nielhode. 


"m  LIVKB  iV. MKSBRE   D£S  AI&B8 

C(!  procede  est  d'ailleurs  ind^päudant  du  nombr«  descötes  du 
<!!>olyg(uiev  daoc  an^peut  traosformer  un  polygooe  quelconque  en 
na  triangle  äquivalent. 

i/m.  HS^jwoMrt— g  i  faiewi—ifetrlqMeB  de  la  sartece 
-XmUtUm^figie.MtMuipMvtUtlngretmme  et  d'wn  qaadrUa- 

H'ilM-mpfattiiewt  Uiianifie  «1. -igaU  ä 
iitimaifii'.äiLprääuHiäeiiieui!  e6tis  qvel- 
••Amftiteypar'le' aiiais.-dt  langte  tomprit 


■outsBD=  etiii  A,.dDnc-S  =  -  6e,i"iA. 

3*  La   eurf^e.  du  paralMoorammt  de 
•giiäs  c  <9t'&  dtanl  le  dotitilWe  l'aire  du 
Hiangle  ABC,  aura  pour  ex|)reasioii 
P  —  bXicsinX. 

It°  Un  quadritalere  quelcon 


J°  Un  quadritalere  quelcouque,  dont  on 
'rmnait  -Us  diu^nale^  a  et  &  ,ainsi  iquc 
fansle  aigu  a  qifelles  romient  entre  eUes, 
i^ät.teal  ii  la.moiti^  d-'iii)  p&calläogcaniniii 
4e  cotea^a  et  6\foiiHanttun  aogleiHigu:*; 
'todc-eu  swCm«  est  (/^.  saBler) : 

-MCD.=  ia  X  6  X  sin.«. 


-CBAPITHE  II 
ÜUlelUonatcntrelleB-carrte  eoBstruits 

im.  — rLss.pfoposHioBS  oABteuues  ^dansce  chspdlre  aaai 
MJcntiqnas^ä  celleslduji*'330  et  auivants ;  ;mais  les^demoaBtratiOBs 
u»-soDt;,.piu6  learinämes;  oälles-ci  sunt  baeees  ^uf  des 'coaatnuc- 
tions  graphiques,  de  sorte  que  Is  v^rite  s'adresse  aux  ;eux.aHt&&t 
■ta'ä  l  esprit, 

th£or£me 
• '466.  — ■  fia«^  un  iii'anjie  reCtangU  :  1°  le  caTr4- Contimit  suntrn 
citi  de  t'angie  droit  est  iqmoalettt  au  rectanglc  cvnstruii  sttr  Ch^o~ 
tdum&tläaprfi^eotian'dece  e6l6-swf  Fthypot^tutsei^  decaire  eoas- 
tmt  vKiifktfpotenuae  est«ifvivälent:äila  somme  iu  carret  canxtndU 
.<ar  les c6Us  de  l'.angte-drmt^-Z*-le  rwfoit  des tarr4s: eonttrwitt  sur 
teädiittx:HÜis.de  V angle  drcdt  est  4gal  au  ra})port'des.pr»jetti(ms  de 
'■es.  c&le&turttbifpoteHuse. 

'.  -Bait'Ieiriaiiale  rectai;gle'.A£C.'ContiLruiäons  aur  le&.tFOis  oöt^s 
'es  earrä&'£D,'£G,'.AI  et-iDQDQfiä.Ldu  «omniet  \  la  peipeudicolaipe 
i^K-aMij-pol^nuse. 

1*  Le  carre  M  oooslruit  sur  AB  est  äquivalent  au  rectaDgle  R 
<:«nstruit  sur  la  droite  BE,  egale  a.  l'hypotenuse,  et  sur  la  pro- 
iäctjon  BPdu  cOte  AB  sor  t'hypotenuse.  Eo  ellbt,  meuons  les 


TB^O&ftHS  'BB  "irrTHAOOB«  223 

droiles^AE.fiF :  les  äriangles  *BE  et.'BCF  sont  Äganx  cmnme 

»yant  un  aagle  egal'conppös 

enlre -cöbBs  egaux  ckacunÄ 

ehacan,  .savoir  :   les  .angles  ' 

ABE  el  PBC  välenl  chacun 

Tangl»-«  anginen tß'd'un'droit, ") 

lescötööBE-et  BC  sontßganx 

comme  «ÖUaidu  mfime  cerrß.  j; 

les  cötes  BA  el  BF  sont  ausai 

äganx 'pour  la  inline  raison. 

Or,   le   iTiangle  .ABB,   ayant 

pour  böse  -BE  et  pour  ^au- 

teur  la  dislAnce'BP  comprise 

enlrelescöWsdurectanklfr'R,  ■. 

^atvaüt  it  la  moilie  'de  ee  '}- 

rectangle.      De    möme,     le  ^ 

Iriangle  BCF  ayantpoai'  base  '1 

BF  el  pour  tianteur  la  dis-  ^ 

tance  "AB  comprise  entre  les  "^ 

pal■all6les^AG^el  BFi  äquivaut  jj 

ä  la  moilie  du  earre  M.  Donc 

le  carrä  M  esl  äquivalent,  au  Ko.  330. 

rectangle'R. 

'Ori  prouveraifdememe  que  le  ■  earr6""W' ■  est- «qu«™»»««*«« 
rectangte  R'. 

2*i  Le  «arr^  M) '  cODStruit  stir  Thypoti^nase' e8l.6qai«yMitR* 
la  8orame'*des  «BfT48i*I.'BbSI';noBSlruit8.8oridea-e*t6s  dei;:lji:|t|[to 
droLti.£n  dBU.;  IffcBnrSiBD'Cbtitaisamme  dss  ret^ngles^R^A'-^lt«» 
rectsDgles  "finnt  :nw- 

fieclivenient  .  eqiii»a- 
e  R  ta  au  X  eoiris  il  ;4I'. 
S*i  kcTTSpport'des 
c&itis:  coiistsintS'>aDr 
les  rflötes'de !  üapi^e 
drOLl('esk|£ghli&u-E9p- 
portüdes^'Pftyectioas 
BP.tVC^ide -eae^öMss 
surllk^pAteaewei  Gar 
oo  a  : 


TKtOKtWa 
466.  —  »  carri 
ctnabnät  aur  nn 
eHU  -iftm  Itriangle 
oppoai  ■  ä  «n  tm^le 
aigu  ou  abtut,  est 
iqutvatenl  ä  ta  somme 
des    tarnfneeiattmUs 


sur  lex  deax  autres  cdltis,  »loi'ru  ou  plus  deiLr  fois  le  reclangle  construit 
sur  t'un  de  ces  deux  eötes  et  la projection  de  lautre  sur  lui. 

i"  Soit,  dans  le  triungle  ABC,  le  cftte  BC  oppose  k  l'angle  aigu  A. 
Construisone  leg  carres  sur  les  cötes  et  menons  les  Irois  hauteurs  AK. 
BL,  CP  du  triangle.  Ces  hauteurs  döterijiincnt  les  six  rectungles  B, 
R'.  M,  N,  M',  N'.  On  prouve,  comme  dans  le  th^oröme  pr^ct'dent, 
que  les  rectangles  Ü,  R  sont  respectivement  Äquivalents  aux 
rectanyles  M  et  lU'. 

On  deniontre  cncorc  d«  möme  qiie  les  rectangles  N  et  N  sont 
equivalents;  il  suffit  pour  cela  de  mener  les  diagonales  CG  i't  BH : 
car  alors  on  a  deux  triangles  ACG  et  ABU  qiii  sont  6gan%  cumine 
ayant  un  angle  ^gal  compris  entre  cötes  ^gaux  chacun  k  chacun ;  or, 
le  premier  de  ces  triangles  est  äquivalent  k  la  tnoitie  du  rectangic  >' 
et  le  second  ä  la  moiti^  du  rectangle  N'i  par  siiitc  Ics  rectangles  N 
et  N'  sont  equivalents.  Donc,  on  a  conime  equivalence  : 

R  +  R'  =  M  -t-  M'  =  M  +  N  +M'  +  N'  —  2N,  p.iisque  N  =  N'. 
Celle  egalite  est  celle  qu'il  fallait  trouvcr;  c.ir  11  -\-  R'  est  le  cmrr 
K  con-itruit  sur  B(',  etc. 

K^'  20  Soit,  dans  le  triangle  ABC,  le  c6i6  BC  oppose  ä  l'angle  obtug  A. 

^':.  Constniisons  les  carres  sur  les  cötös  et  menuns  les  trois  hauteurs  AK, 

&i  BL,  CP  des  triangles.   Ces 

i,\_,  hauteurs  determinent  les  six 

f:\  ■•  rectangles  R,  R ,  BP,  AP,  CL, 

1';  AL.  On  prouve,  commc  au 

?■■.  mim<'ro  prfe-dent,  qne  les 

';■  rectangles  R  et  R'  sont  res- 

-'  prativement  Äquivalents aux 

f  rectangles  BP  et  CL.  On  d('- 

\  .  montre  encore  de  mi^mc  quc 

L>  les  rectangles  AP  et  AL  sunt 

'[.  eqnivalents;   iJ   suflit   pouc 

ceta  de  mener  les  diagonales 
^'  CG  et  BH ;  car  alors  on  a  deux 

triangles  ACG,  ABH  äganx 
S,\  «uminc  ayant  un  angle  ögal 

7.  ojnipris   entre  cötes  egaux 

diitcon    k    chacun:    or,    le 
*  premier  de  cos  triangles  i'^l 

eqnivalent  ä  la  muitie  dir  rec-  ,    „.,, 

tangle  AP  et  le  setKjnd  f;qui- 
^.  valent  ä  la  nioitie  du  i-cclangle  AL;  par  suite,  les  rectangles  AP  et 

1  Ai.  sont  i'quiralents.  Si  donc  on  d^signc  coiunie  plus  haut  les  rec- 

^  l-mgles  BG  et  AP  par  M  el  N  el  les  rectangles  Cll  et  AI,  par  M'  et  .\  . 

K  on  a  comme  equivalence  : 

[■  ,  R  +  R'  =  M-f-N-f  M  +N'^M  +  M  -f  2N.  piiistpifiN  =  N  . 


K  DEUS  POLYOO 


l>tti?  ^galite  est  colle  quil  fallait  trouver;  carR-j-R'est  le  carri 

cuiistriiit  sur  BC.  etc. 


CIIAFITRE  III 

Rapport  des  aires  de  deux  polygones  semblables. 
Problömes  de  constznction  sur  les  aires. 


^  I".  RAPPORT  DES  AIRES  DE  DEUX  l-OT.YGONES  SEMBLABLES 
TH^ORäHE 

467.  —  Le  rapport  dex  aires  de  deux  polygones  semfilables  est  egal 
au  rapport  des  earrh  de  deux  cdtet  homoloijues. 

i"  Soient  d'aboi-d   Ics  deux  friangleR  fiemblables  ABC,   A'B'C 
et  S,  S'  leurs  aires.  On 
anra  : 

S  _   ÄS' 

En  elTßt,  la  simili- 
tude  des  triangles  ABC, 
A'ß'C  donne  : 

ßfl_^      ft^  FW.  338. 

B'C      A'B''     ^  ' 

Si  des  aommets  A  et  A'  on  abaisse  les  perpendiciilairea  AD  et  A'D 
•in  obtient  deux  triangics  rectangles  ABD,  A'B'D'  semblaMes,  car  lea 
angles  B'  et  B  eont  ^gaux.  Ces  triangles  donnent : 

AD-      A'B'  ^  ' 

HuItipliaDt  3ieinl)t%  ä  membre  (1)  et  ii),  il  vient : 

BCXAD        AB'      2S 
BC  X  A'D'~yB.'~2S" 
d'ol 

S       Äg' 

S'      Äff'" 


«Bf  LJVRK'IT.  ^  UEaUBB  DOBiAIRBB 

S^'^'SlMeDt.en  secondMÜeui  les!  polygones'  semblables  ABCDE, 
AlKg^'E'  et  S,  S'  leurs  aires.  On  aura  : 

s  _  a:' 
s'    Wir'' 

En  clTet,  bi  l'on  m^ne  pfir  deux  sommete  huinoiogues  A  et  A'  des 
diagonales  qui  decomposent  ces  polygones  eo  autant  de  triangles 
Mnii)laUe*  on  a,  par  guite  de  la  similitude  de  ces  triangl^B  - 

ABC! 

AB'C" 


ACD 
A'CD- " 


ADE 
A*OK'7 


w 


~CTr'| 

ETy'l  FM.  331.  ' 

Mai«,  p»r  suite  de  la  similituda  des  polysone»,  on-a : 
BC  _  CD  _  ED  _ 
lÄ;'."~(yDii~"EWr 

Sfrri'6niL4Htvetiluicairj'lgffdeux  tames  de  chacun  dee;rapporte 
p«WUante,^  ü^vianti-. 

in.'.  _'a?fi_ir)' 
'  ffl^;~ai»i"~E'D^' 

CftUe  guite  d'^galit^s  montre  que  les  seconds  membrcE  des  ^ga- 
nt^s  (1)  Bont  tou»  6gt.a\. ;  par  cons^quent,  il  en  tA  de  .mäme  des 
premiert,  et  l'on  a : 

ABC        .K€.D._  ADE 

A'Bif:''^A'(yD~A'ü;E' 

Haie  cette  suite  dcrapportS'^gaux  donnc  : 

ABC  +  ACD  +  ADE- ■  _  ABC  _  Bü' 
A'B'C  +  A'COr + ATPE*'"  A'B'C  ~  ^' 


S       SC" 


THEORfiHE 

468.  —  Si  Con  conitruit  treu  figares  letiAkAlet  tur  les  cites  d'un 
triatigle  reetaagte,  m  consid&rsRt-  ce»  c6tit  comrne  tigntt  hometogues. 


PROBLtMES  DH  roSSTRWCTlON  STJU-  LK=  AllfflS 

la  fiifure  coiutrmte  sur  rkypomwse  est  ^livalenU  ä  (a  somae  <'<■« 
ieaxautrts. 

SÖitiUc  tiüangfci  i-eelangle  ABG. 
AppoWoB  XjYiZ^les  U-ois  ^plygones 
»!mblable»«y«it  pourcöt^s  homo- 
lugufls  rhjFppKiiuBea  et  les   cölös 

S.     V      ZY+Z 
((»-ft«      c'      ö'  +  C 
mais  on  sait  (336)  que  : 

donc,  il  faut  qu'on  ait  ausßt :  .  «335 

X  =  Y-|-,Z.    .      ^W   ,»  i,'(i.at"  ■'<;„;,„.■  /.j,;:;    1« 

4€9.^  CörrtllAlrev  —  Sf  fön  äSeril-des  eirconf&ences  ayani    J 
pour  diamitres  les  cdtes  d'un  triangle  rectangle,  lecerele  eonsUlarsifr 
Fhjftmt^nugeegt  A(«Mwrfe«t  ä  la-' 
somme  de»  deux  autres. 

Ce  corollaire  est  une  con- 
s-^quenee  immSdiate  du  th^o-     J» 
röme.  Mais  on  constate  encore-i  R* 
facilement  ce  fait  au  moyen 
(l(!s  aires,  car  on  a  : 

a»  =  6'  4-  c» 
«t,  par  suite, 

470.  —  Si  l'on  reprfsente  par  T  l'aire  du  triangle  ABC  (flg.  336) , 
pai-  M  et  M'  les  airee  des  segments,  par  L  et  L'  cclles  des  lunideg.  on 
n,. d'apci^il'ig^Ut^  pT^iäoatBi , 

T  +  M'+W^K  +  L+M-^+L',' 
.i'oil 

T=L-fL'- 

I»meiitö'^«r/iK»  du  triangle  rectaitgle  ABE  est  ^itatatte  ä  /■ 
iHHmne  des  swfaees  des  limules. 

in.  —  PROBLßMES  DE  CONSTRÜCTION:  SU»  IJffi  AIßKS, 

471.  —  Centtruire  u»  carri  iqvivdent  ä  la  srnnu  ou  ä  taMÜ^ 


JF" 


^38 


-  ILiEEUBE  DES   AIRES. 

s  carrps  doniies  el  x  le  cdt4  du  carr6 


Süient  a  et  6  les  cütOs 

(Icmindf^.  

I)  apräs  l'enonct',  oii  ;i : 
l  x'  =  a'  -f-ö'  ou  x'  =«'  — 6*. 

Dans  le  promier  cas  x 
est  t'hypot^nused'iin  trian- 
jHe  rectangle  dont  los  cötes 

de  l'angle  droit  soiit  a  vt  b  fig   337.  na.  338. 

{fig.  337).   Dans  le   socond 

cas  X  est  un  cötö  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  I'autre 
cöt6  est  ö  et  l'hypotennae  « (ßg.  338). 

PROBLfiUE 

472.  —  Etaiit  doniies  deux  potygones  semblables,  A  et  B,  m  eon- 
struire  un  tromeme,  X,  semblaile  aux  äeux  premiers  et  e'quimtent  ä 
leur  somme  ou  ä  Imr  Aiffärenee. 

11  est  facile  de  ramcner  ce  problöme  auprecedent.  Soient,  enelTet, 
a,  b,  X  trois  cöl^s  homologues  des  polygones  A,  lt.  X. 

On  a,  par  hypolhese, 

X  =  A±B. 

La  similitude  des  polygones  donne : 


(Ir.  I'pgalite  des  n 


m^rateurs  cntratnant  cellc  des  denominateurs, 

On  estdoncrainene  ati  probl^me  pr^c^dent.  Surladroitea*,  homo- 
logue  de  a,  on  constniit  un  polygone  semblablc  aii  poIygone  A. 

PROBI^HB 

473-  —  Coiislrmre  nii  carre  qui  soit  ä  un  carre  donne  dam  le 
rapport  de  deux  droltes  donnees. 

Si  nous  d^signons  par  a  le  c6t^  du  carr^  donne,  par  x  celui 
du  carii;  demande  et  par  m  et  n  les  deux  llgnes  donnees,  on  doit 
avoir,  d'apr^s  l¥nonce, 


e  draite  indefmie,  AB  ^  »j,   RC  ^  n,  et  sur  AC 
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conime   diamelre  d&rivons  une  demi-circonference,    .in  point   » 

C'k'Yons  la  perpendiailaire  BD ;  puis  tirons  los  coi-des  AU,  OC ;  t-nlin 

sfir  DC  portons  une  lonfjaeur  DE  ^  fl 

'■t  par  le  point  E  nienuiis  BK  parai- 

li'lc  ä  AC :  DF  est  le  cötc-  .e  du  cnrre     ; 

dcmande ;  carla  siinilitiid«!  des  trian- 

glcsDFE,DACdonne: 

.   DF  _  DA      X  __  DA 
—  —  ~  ou  -  —  ~ , 

d'uö  eoan  (465) 

^  _  Da'  _  j« 

«'""dC"""'  Fia.  339, 

474.  Remarque  I.  —  On  pourrait  encore  construire  x 
comme  au  n»  387 ;  car  l'^galitd 

--^—  donne  x^^a'  —  . 
a'      n  n 

de  Sorte  qaex  est  une  moyenneproportionnolleentre  a  et  a— , 

475.  neniai*que  II.  —  Dans  le  cas  oü  le  rapport  des  carr^s 

doit  Egaler  celui  de  deux  nombres,  si  l'on  a,  par  excmple,  —  =  -,oa 

prend  sur  une  droite  ind^flnie  une  longuenr  AB  ^gale  k  3  fois  une 
Hiiite  arbitraire  et  une  longueur  BC  ^gale  äS  fois  la  ni<»me  unite; 
puison  achöve  la  construction  comme  plus  haut. 

PROBL^BIE 

476.  —  Construire  un  polygotie  X  semblable  ä  M«  polygone  donne 
A  et  tet  que  le  premier  soit  au  secand  dam  le  rapport  de  dmx  droites 
donneet  m  et  n. 

Soient  xaia  deux  cötes  homologues  des  polygones  X  et  \.  On  a 
li'aprös  IMnooce  : 


s  lee  polygones  X  et  A  ^tant  semblables,  on  a  aussi  : 


La  question  est  donc  ramen^e  au  probläme  prMdent.  Lorsque  j; 


iaO  LIVUB  IV.   —  USeOfiB  DBB  AWEe 

8«ra  tlätermin^i'  ilEiiffira  de  constniire  sur  c«tte  lignß'  unpoly^nn 
wmtilable  au  poiygoncdönn^  A,  en.  se  rappelant,  iaatatois,  qoe  la 
droit«  X  est  homotogue  du  c6t^  m 

AftVJ  Hb— ryiaaii  —  Dan»  le  cas  oü  Je  rapport  de  dem 
po^gtram  ddik'^galer  celiii:idc  dt;uz  nombre»,  on  dätermino-deux 
ligHos  «i<et  Wiqiii  soient  daas  Ic  m^mc  rapport  que  lea  nombnefi,  t\ 
on'Dp^'CominB  il  vicnt  d'MHe  tndiqiie. 

raOBL£U(E' 

flttifimia«lr^(trecllelss  ä^tiiades 

2"  en  partie«--proptirtionaetles  ä 

dP'  hngueurt  donnies. 

i"  Snpposons   Ic  ppoblfiitie  , 

r^olu  et  soil  le   triangle  ABC 

partag^  en  4   parties  öquiva- 
Kf:  tentes  par  leg  droites  BIO',  B'C, 

m<  B"(r  paralleles  ä  BC. 

K..  Si  ron'compare  entrc  eux 

W-  les  triangles  sembtables  AB'C, 

|;  AB'Cf,  ABTTel'ABC,  i)  est  ^vi-  Pia.  340. 

^.  dcHtqu'ona: 

W,  lUie  on  a  auesi  (467) 

I  AB'C^  ABfC     ABT."_ABC 

K^  Sgl!  ~  SBf'  ~  SBf*  ~Sr  **^ 

^  Dfvisant  (I7par<2),  il  vient 

I  1  2    ~    3    ~   4    ' 

p:  Tffii=ABiXjABl 

Y.  De  m^me 

ir"'  ^'  =  Aß  X  jAB  et  SB"'  =  AB  X  -AB. 

V  *  * 

f  Les  longueure  AB',  AB",  AB'"«(Hit  doDc  moyennes  proportiornielles 

\  k  AB  et^^,  jk'AB>et|jUi  i  AB,ct~j\B; 


PBOBLiUES  DE  CONRTRUCTION  EUB  XEB  AIREÜ  tf!! 

Pour  tronver  ces  longueui^,  on  partagera  la  droite  AB  cd  4  par- 
tie»  Egales  por  leg  pointe  D,  E,  F;  puis  on  decrira  une  demi-circonf^- 
rence  eur  cette  droite  conime  diamätre.  Les  perpendiculaires  dlevees 
sur  AB,  aux  points  D,  E,  F  rencontreront  la  demi-circonferencscn 
D',  E',  F'  et  les  droites  AI)',  AE',  AF  seront  tea  longueurs  cherchfes. 

Il.guffit  de  les  portär  successivement  de  A  en"B',  Bfi  B*^  eide. 
mener  pttn  ces  points  -des  paralt^es^.BGC  Lh  questioii'  eera  -ainsi 
r^seltte^^car  (330>;.on  a  : 

ÄD''=ÄE'  =  ABXAD:=ABX^AB. 

On  a  de  mäme  : 

2 
IE'S=.\B'  =ABiX7-^B; 


2"  SuppoeoDs  encore  le  probl^me  r^solu  et  sott  ie-triangl^  ABC 
parMg^'^iidBddsttäsB'C',  B°CVB!'!Cf,.p»raUeleB'A.BC^eii  ^pailies 


na..34L: 
proporttMneHte  aux  longaears  l,m,:n,  p.  Oh  a,  conime  plucrhaot;: 
AB'C_AB'G'_     ABrC"     _  ABC 

/         f+wi      l'-^m-{-n'~  l  +  m-^-n-^p ' 

et  si  I'oD  contiaue  le  raisonnement  qoi  vient  d'ätrc  fait,  on  arrive  k 
tronver  qu'll  faut  partager  teoUä^AB'en  parties  proportionnelleB 
aux  longueurs  t,  m,  n,p.  On  achgve-d'ailleura'IaconstmctJon  ainsi 
4|u?il  a.^iDdiquÄ.p9ac  j6'paitag&-daUmDg)a«Dtpafties  äglMa.- 


(>. 


.    —    MZSUHK   I 


ClIAHTKE  IV 


Aire  d'un  polygpne  rägtilier  convexe.  —  Alre  d'un 
cercle,  d'un  secteur,  d'un  segment  de  cercle  et 
d'une  couronne  circiilaire.  —  Rapport  des  aires 
de  deux  cercles. 


479.  —  L'aire  d'un  polyuMS  rägutier  convexe  est  ^gaie  au  produit 
de  sott  perimetre  par  la  moitÜ  de  son  apothhne. 
t  .  Soit,parexemple,rhcxagone  ABCDEF, 

^;-  Menons  l'apothöme  Ol  et  joignons  Je 

J;,  centre  0  aux  dirferents  sommetsdu  poly- 

&<<  ,i;one.  Nous  avons  alor»  autant  de  triangles 

t-  i'gaux  que  ce  polygone  a  de  cAt^s.  Or,  l'tin 

5^'  Ol 

^;  d'eux,  AOB,  a  pour  aire  AB  X  -s-  =   donc 

[,'  Taire  du  polygone  est  six  fois  ce  produit 

;V  Oll  ÖABX'ä')  c'est-ä-dire     le    pörirafitre 


nc.  3i2 


l>AB,  niultipli^  par  —  ou  la  moitiä  de  son 

^ipoth^me. 

Si,  en  g^nerul,  on  destgne  par  P  le  perimetre  d'un   polygone 
regulier  convexe,  par  a  son  apothäme  et  par  S  sa  surface,  on  a  la 

l'onnule 


THäOBfiME 

480.  —  Le  rason  est  la  Imite  vers  laquelle  tmd  l'apothime  dun 
poiygme  ri^ier  imcrit  iont  le  nombre  des  c6Us  augmente  ind4ßni- 
ment. 

Soit  le  polygone  regulier  inscrit  ABCD...  Si  l'on  double  successi- 
vement  le  nombre  des  cAt^s  de  ce  polygone,  ces  cöt^s,  BN,  NC..., 
deviennent  de  plus  en  pluB  petits.  On  a,  en  effet,  BN  <  BC,  car  dans 


le  triangle  BNC  le  cöte  BC  est  oppos6  au  plus  gf md  angle  N ; 
cöt4  des  polygoaes  inscrits  sontdescordes, 
et    Dous    avoDB   d^montr^   gue   les  plus 
petites  Cordes   sont  les  plus  öloign^es  du 
eentre :  on  a  donc 

OP>OI. 
L'apoth^nie  sc  rapprochant  de  plus  on 
plus  du  rayon  h  mesure  que  le  nombre 
des  cötes  du  polygone  augmente,  pourra 
en  differer  aueai  peu  qu'on  voudra.  Donc 
&  la  limite,  on  a  : 

rayon  R  =  apothöme  a. 


TBtOtttMB 

481 .  —  L'aire  ä'uii  cercle  est  ^gale  au  produit  de  la  ärconfireme 
par  ta  moitie  du  rayon. 

En  cffet,  la  circonT^rence  ^tant  la  limite  vers  laqiielle  lend  le  p^ri- 
niötre  d'un  polygone  regulier  dont  on  dguble  ind^fmiinent  le  nombre 
des  cötös  (406),  et  le  rayon  la  limite  de  l'apothöme  (480),  l'aire  du 
cercle  sera  la  limite  de  l'aire  de  ce  m6me  potygone. 

Or,  l'^galit^  (479) 


s=Pxi 


(*) 


est  vraie,  quel  que  soit  le  nombre  des  cötes  du  polygone ;  eile  existera 
donc  encore  k  la  limite;  mais  k  la  limite  le  p^rimötrc  du  polygone 
regulier  est  ^gal  i  la  circonference  et  l'aire  du  polygone  ä  l'aire  du 
cercle;  alors  on   a:   P^^C  et  ö=^II;  ccs  valeurs  Substituts  dans 

l'egalite  (1)  donnent : 


CercleR  =  CX  J- 


(2> 


488.  Corollalp«  1.  —  L'aire  S  d'un  cercle  est  egale  au  pro- 
dait  du  nombre  constaat  b  par  le  carri  du  rayon. 
EnefTet,  ona  (411): 

H  sj,  dansriyalit»'  (2)on  remplace  C  par  sa  Viilour,  il  vieot  : 
(>(eleR=S  =  27iHx!^  =  "lt'- 
483.  Ck>rollali*e  11.  —  La  fonmtle  S  —  ^It'  condutl  d  dcujc 
autres  m^thodes  pour  determiiier  ä  ;  cai-  on  a :  i;  =  j^  • 


seil  LIVItK  IV.  -^.KESCR^'  DES  AIRES 

'^glftit^ -qul  indiqne  quc  ponr  det«rmincr  r.  on  pMil-«e  .donner 
11  Oll  S. 


^C84:  —l-Uaireid'un secteur  eircutaire est  ^le aupridutt  de *oti 
arc.  ■pa^lttitfutiti^'üu  nyon. 

flaur'fv'^luct  Ifäiredu  secteur  AOB,  di- 
visoB^  l'nrcAABrßn  un  certain..nontbre  de 
pai'licst^  jfgUea,  }ipai'  e&emple  eairois  par- 
tiesigqigDaHä'lei'poittts  de 'diwsiandeux  ä 
([ea%  et  ntcnons  OM,  ON,  nous  obtiendrous 
iiim»  troiiii' triangles    iaocäles   ^gaux;   or, 

OP 
r«n  d'eiix  a  pour  niesure  .\M  X  -^  )    le 

set-.teur  polygonal  AMNBO  a  donts  pourme- 

$anXm  X"^=F.pÄ(imötre  ASßiB-X  ^  ■  *"'*  ^*- 

LCetts  ^galitä>exi3tera.quet,quesoit  le.DoinbredeBcAt^'de  la  ligne 
biia^e ;  eile  ,sera^ono  eDCCHrewaie  k  la'  limited  e'est^ik^f^lDraquele 
ROmbre  des  cAt^  da  la^ligoe  pJjt^gORale  vsera:devoiuj  ^assexrcoHHide- 
rable  pour  qu'elle  Re  coäfondeiiareG  l'arc  A~B>'^apöthöme''OP-avec.le 
rajon  R,  et  la  surface  dusecteur  polygonal  avcclaHaH«c«^u«eotaur 
AOB :  doau  od  a  &  la  limite 


aUtt 
360  ' 


»eSiMt'Paa^eancgiitrgdKt  a^^mpourexpreisiim  :~ 


Eti  elf«t  (fig.  376),  on  a  les  dem  ^galit^s  : 
Sect.A0B=«rcAB>;5' 

(>>rele«==:aR*  =iC  X^  • 
Ro  divisant  cee  ägalit^s  membre  ä  raembre,^  vient : 

«^i.AOB_"°-^Xi_.n=m.    . 


AIRE.  D'DNS  COUBOWME  OIROOtAlItK 


486.  —  L'aired'nn  segineitt  'de  eercle 
est  eg(üe  A  lamoitiS  du  prodmt  durayon 
par  rexces  de  iarc  swr  la  moiliä  de  la  corde 
quis&us-tend  t'arc  doabie. 

Soit  le  Begment  AMB.  11  est  facile  de 
voir-qaeHon  aireS  esfla'äilKrenee  des 
aires  du  secteur'AOB  et  du  triange  AOB.  On 
a  done  :  fig.  345. 

S=iRXaroAMB-|RXAI— ^R{arcAMB-AI); 

mais  AI  est  laTnoHi^  de  iawrde ACtqui  «aua-teiid  l'arc  ABC  douWe 
de  .\HB.  OoQC 

S  =  ^R(arcAMB  — I  corde  Aq.  C.  q.  f.d. 


AIRE  jyvm  COÜRONNE  CffiCüLiMRE 
Definitiom. 
487.    -  On  appelle  courwae  cireutaire  la  poi-tion  de  plau  coin- 
prise  entre  dcux  cercles  conccntriqueB. 

Le  centre  commwi  aux  deux^eercles  est  le  caitre  de  la  couronoe, 
et  la  difference  des  rayons  en  (*Ma  hoateur  ou  Vepaüseur. 

La  diatance  du  centre  0  (fig.  346}  au  milieu  M  de  l'^paisseur  ä« 
aopime  le  rayon  moyen  de  la  couronne,  et  la  circonförence  OM  ayaiit 
son  centre  eo  0  et  pour  rayon  OM  est  appelöe  drcmf^eiice  motfenn^. 


.i^lBB.  —  fÜ'awT-'dHiBe  cowTOHwe  vtrculatr»  at.tfgäle 'äi  t^leUifm 
cerck  ayant  pour  diametre  me  corde  du  grmd  cercle  tan^eM»  >m 
petit. 

Soient  R  et  R'  les  rayons  OA  et  OB  des 
(leux  cercles  concentriques.  Au  point3, 
menoDS  au  rayon  OB  une  perpendtcülaire 
CD  qui  sera  tangente  ä  la  petite  circonf^ 
rcnce.  L'aire  de  la  couronne  conald^^e 
sera  exprim^e  par  it.fiC*. 

Eb  effet,  il  est  ^viijent  que  la  couronne 
est  äquivalente  ä  la  ^differeiwe'^des'^ldnx 
cercles.  Mais  l'aire   du  grand  cercle  est  ^^  ^^g^ 

4gale  ä  Ä.  R»,  Celle  du  petit  k  ji.  R''  ; 
Doac4tair«.deMoouroane  ^gde : 


'  LlViiH  IV.   —   MESURK  DES  AIRKS 

TiR'  — äR'  =  ä(r*  — n=). 

IIS  OC ;  le  triangle  GBO  ötant  rectangle,  on  a  : 

R'  — R'*=BC'. 

ons^quent, 

7.(R=-R")  =  ;tXBi":'. 
.  C^i*ollalre.  —  Vaire  d'une  courouiie  circalaire  a  pour 
f  produit  de  sa  rirconference  moyenne  par  sa  hatitetir. 

V  — R-j  =  7r(R  +  R'){R  — R')  =  27:('li^)(B— R-) 

it(R'  —  R")=27t.0M  X  AB  — Girc.  OM  X  AB. 


,  —  Les  aires  de  deux  cercles  sont  dans  le  rapport  des  earr^s 

ns. 

it  S,  S'  les  aires  de  deux  cercles  et  K,  R  leurs  rayons.  On  a  : 


=  ^R' 


THäOR^ME 


.  —  Les  aires  de  deux  seeteurs  cifcuUnres  appatienaitl  itu 
rcle  sollt  dans  le  rapport  des  arcs  de  ces  sectetirs. 
itj  eil  efTet,  deux  seeteurs  .\0B,  A'OB'appartenant  au  ni6ine 
>n  a  : 


Sect..V0B'  =  5RX-T-<'  \ß'. 

SecLAOB  __  arcAlt 
Secl..Vim'~inTAIi" 

APPLICATIONS  NUMKRIQI'ES 

1 

l.  —  Cakulei-l'aifed'uHcercledonl  In  lirconfeieme  a  2  mefivs. 


Si  t'on  d4ägae  par  C,  R  et  S  la  circonf^rence,  le  rayoD  et  la 
surface  du  cite\e,  on  a  : 

G=:2itR  =  2,d'oMl  =  ^  =  -: 


S  =  7tR'. 
Si  dans  4^ett«  demi^re  egalit^,  on  reinplace  R  par  sa  valeur,  i)  vienl 

S=  JT  X  (-)  =  -  =  0"*3I83  4 1  centimötre,  carrä  pr^s. 


493.  —  Catcttler  dans  »n  c^ete  de  2  metres  de  rayon,  Paire  d'un 
$eeteurciradairedont  FarcaM". 

Soit  S  faire  du  secteur  dans  le  cercle  de  rayon  R.  On  a  : 

S=5tR»xS.  =  ^"B.'=.4:5tX2'=:l"*2566ilcentimetrecarri 

prtB. 

ni 

494.  —  Catcuier,  dans  un  cerck  de  %  metres  de  rayon,  l'aire  rf"»« 
Kgtnent  eomprit  etitre  an  are  de  30"  et  sa 

corde. 

Soieol  R  le  rayon  du  cercle  et  S  la  sur- 
face  du  segment  ABM.  Si  l'on  prend  l'arc 
ABC  double  de- l'arc  AMB,  on  a  : 

S = 5  R  f  arc  AMB  —  =  corde  Ac\ 

maiB  t'arc  AMB  est  la  moiti^  de  l'arc  ABC; 

or,  ce  dernier  valant  60"  est  le  -  de  la  cir-  fig.  347. 

lonf^rence,  par  suite  1' 
^gale  au  rayon.  Donc  on  a  : 

Si  Ton  remplaee  R  par  sa  valeur,  on  a  enfln  : 

S=~  (3,1418- 3}  =  5:iii5=:0"'0472  4  I  centiJHetr«  carr^  pr^. 


LIVRE   IV,   —  UESCBS  DES  AIRES 


lRCIOES   8UR   LE   LIVRE   IV 


l'aire  d'un  rectaagle  donl  lea  dinieDslone  aont  SS^.M  «I 

ranchedient  d«  cfaemio  de  fer  doit  »Toir  40^"  de  long  lur 
imande  combien  coAteni  1e  Urraic  &  aequärir,  ai  Ton  pafe, 
■.  ITiectore. 

a  VKut  un  prä  recUnguUir«  dont  les  dimeiiHoas  lont  : 
>a  3/3  du  pti  sont  esUmdB  k  raison  de  10  fr.  l'ait  et  t'ftutr« 

t  la  bauteur  d*«!!  racUn^e  dont  la  bue  a  SS"  et  la  inrfte« 


a  de  forme  rectangulaire  est  estimS  60  fr.  rare :  i 
imensiooa,  aacbant  qult  a  itä  vendu  3,7iB  fr.  et  qua  1» 


,  la  surbce  d'un  redangle  dont  la  diagonale  a  1S™  lachant 
US  Je  rapportde  3i  tf 

tuit-il  de  carreaaiposr  paver  iine  enUine  qui  a  V,U  da 
T  On  satt  que  Je  carreau  a  0">,16  de  oAt4. 
ia  flurface  S  du  carrA  inscrit  dans  un  eerch  de  njron  R. 
la  surface  S  du  carrä  circonBcrit  au  m£me  eercle. 

u  cAt4  de  l'autre  ; 
■es  aeixt  carresT 

la  aurface  d'ur 

iegonale  est  ^gi 

■e  un  carrü  dans  lequel  la  dilTärence  eatre  la  diagonale'  et 

•";  quel  sera  le  rayon  du  eercle  circonBcrit  k  ce  can4t 

le  t/3  du  cAU  d'un  carrä  au  i/i  du  cAU  adjacent.  On 

eu  fonclion  du  cAlA  a  du  carrä  :  l"  la  surTace  du  triangle 
%  surlace  de  la  partie  restante  du  carr£. 
le  cötö  d'un  carrt  renfarmant  36™^  de  supertcie,  on  preml 
tque  angle  et  dans  le  mäme  sens.  On  Joint  les  points  deus 
a  carrä  dont  on  demande  la  Eurface  et  le  rapport  avec  1* 

a  Burface  d'un  triangle  dont  la  base  a  Ub.SS  et  la  hauleur 

gle  B  3781  de  surface  et  U?  de  base  i  oa  demande  m 


I 
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346.  —  ün  triangle  ABC  a  875inq  de  surface  :  on  demande  ses  dimensioM. 

14 
sachant  que  le  rapport  de  la  base  AC  ä  la  hauteur  BD  =  -r*  * 

347.  —  Dans  te  mSine  triangle  ABC,  on  dötache  un  triangle  de  SOmq,  et  qui 
a  mSme  sommet  B  :  quelle  est  la  longueur  de  sa  base  que  Ton  prend  k  partir 
de  A? 

348.  —  Döterminer  le  c6tä  A  du  carrö  äquivalent  k  la  surface  d'an  triangle 
T  de  62™  de  base  et  de  2i^  de  hauteur. 

349.  —  Trourer  la  surface  du  dodöcagone  regulier  inscrit  en  fonction  du 
rayon. 

350.  —  On  doane  un  trapöze  dont  la  grande  base  a  Zß«^,  la  petiie  22  et  la 
hauteur  16 ;  on  demande  de  calculer  la  surface  du  triangle  limit^  par  le  prolon- 
gement  des  c6tto  non  paralleles  du  trapöze  et  la  petite  base. 

351.  —  Calculer  la  surface  d'un  triangle  rectangle  dont  un  c6t4  de  l'angle 
droit  a  IS«  et  la  perpendiculaire  abaissie  du  sommet  sur  Thypot^nuse  9<». 

352.  —  Calculer  k  O^M  prös  la  hauteur  d'un  triangle  dont  la  base  a  60"^  et 
dont  la  surface  doit  6tre  moyenne  proportionnelle  entre  Celles  de  deuxrectangles 
ayant  4«»  de  hauteur  et  pour  bases  46<n,80  et  54>n»60. 

353.  —  La  surface  d'un  triangle  rectangle  est  de  726inq,  Thypot^nuse  a  55™  : 
on  demande  les  deux  c6tös  de  Tangle  droit. 

354.  —  L'aire  d'un  triangle  äquilatöral  4tant  4Qiq,50,  on  demande  l'aire  du 
oarrä  inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 

355.  — Trouver  le  c6tä  d'un  carrö  äquivalent  k  un  triangle.  donnö,  «n  suppo- 
sant  que  la  base  du  triangle  ait  4™,80  et  la  hauteur  5^,40. 

356.  •—  On  Joint  un  point  quelconque  0  pris  dans  Ifint^rieur  d'un  Parallelo- 
gramme aux  quatre  sommets.  D^montrer  qu'il  existe  un  rapport  Constant  entre 
U  surface  du  Parallelogramme  et  la  somme  des  surfaces  de  deux  tricmgles 
oppos^s. 

357.  —  Trouver  dans  Tintärieur  d'un  triangle  un  point  tel  qu'en  le  jotgnant 
aux  trois  sommets»  le  triangle  donnö  soit  döcomposö  en  trois  triangles  Äquiva- 
lents. {L*exercice  357  doit  Hre  fait  apr^  Vexerdce  865.) 

358.  —  P&rtager  un  quadrilatöre  quelconque  en  deux  parties  äquivalentes. 

359.  —  Les  aires  de  deux  triangles  ABC,  DEP  qui  ont  un  angle  ögal  sont 
dans  le  mdme  rapport  que  les  produits  des  c6tes  de  ces  angles. 

360.  —  Trouver  Taire  d'un  losange  dont  les  diagonales  sont  3«  et  2». 

361.  —  Diviser  un  carrä,  un  rectangle,  un  paralieiogramme,  un  losange  en 
parties  Egales  par  des  paralleles  aux  cötes. 

362.  —  Quelle  est  la  surface  d'un  trapäze  dont  la  hauteur  a  12«  et  les  bases 
48™»50  et  25? 

363.  —  Diviser  un  trapöze  en  deux  parties  äquivalentes  par  une  droite 
partant  d'un  point  donnö  sur  une  base. 

364.  —  Un  trapöze  a  im  c6te  AD  =^  80in,68  perpendiculaire  sur  les  deux 
bases,  la  base  superieure  a  90in,75,  le  c6te  BG  fait  avec  la  base  superieure  un 
angle  de  135«  :  on  demande  la  surface  de  ce  trapdze. 

365.  —  Un  triangle  ABC  a  52>n,7  de  base  et  28tn,4  de  hauteur ;  k  17™  du  som- 
met on  mene  une  paraüöle  DE  &  la  base;  calculer  la  surface  du  trapöze  ADEC 
ainsi  obtenu. 

366.  —  Un  irapöze  a  42»  de  grande  base,  28™  de  petite  et  12™  de  hauteur; 
calculer  la  longueur  de  la  droite  menöe  dans  l'interieur  du  trapöze  paratlöle- 
ment  aux  bases  et  k  3™«60  de  la  grande. 


UO  LlVttX  IV.  —  USSURK  DBB  AIREB 

867.  —  L'nne  des  base«  d'uD  tnpAte  Agale  ISi",  1a  hautaur  M( 
larface  de  SS^,  A  ime  dialance  de  !■>  da  la  baae  dono^e  ob  Inl 
parallele ;  oa  demande  la  longueur  de  la  paiiie  de  cette  drolte  eam 
fiutörieur  du  trapÖM. 

308.  —  Let  denx  cAUs  parallUe*  d'un  trapAie  ont  pour  valenn 
B">,tTi  les  dem  autret  cAUs  sont  ägalement  inclin^  aur  lea  baaea  e 
Taleur  S",3;  trouver  la  sur&ce  du  trapöxe. 

369.  ~  Un  terrain  a  la  torme  d*ua  tnpAie  isocAIe;  ki  baees  so 
Un>  1  les  deui  autres  ebtkt  aont  4gaui  k  50i°.  On  demande  ;  i'  la  sui 
terrain  ea  ares;  f  la  surface  dn  terraiu  triangulaire  qu'oa  (ibti< 
^uUnt  au  tra{>öie  le  triangl«  partiel  forma  par  les  prolongementt 
loa  paralleles. 

370.  —  DdmoQtrer  qua  dans  tout  trapäia  le  triaagle  qui  a  pour  bi 
oAUs  non  paraltäles  et  pour  aommet  le  milieu  du  c6U  oppoat,  a  ui 
4gala  k  la  moitid  de  Mlle  du  trapAse. 

371.  —  La  Burface  d'un  trapäze  est  £gala  au  produit  d'un  cAU  no 
.piar  la  distance  de  ce  cbii  au  milieu  du  cätö  opposA. 

87t.  —  Cakuler  l'aire  d'un  trapAie  sacbant  que  sa  hauteor  est 
demi-iomme  de  ses  basas;  qua  la  dilHrenceieoti«,  las  deui  b^^et. 
qu«  la  (dus  grande  base  est  ägale  k.  ThypoUnuse  d'un  triangle  recb 
Im  deux  c6tte  d«  Vangle  droit  seraieot  la  petita  base  et  ta  bauteur  d 

373.  -~  La  hauleur  d'un  trapäz«  a  10'*  et  sa  suiface  est  ^le  au 
coostruit  aveeaes  deux  baaea  paralleles.  De  plus  le  double  de  labases 
plus  le  Inple  de  la  base  iDfäneure  Agale  6  fois  la  bauteur.  Quelles  sof 
bases? 

374.  —  Connaissant  dans  ud  trepäze  B,  A  et  A,  trouver  I 
T  ™i^ — I — -h,  en  considArant  le  trapize  comme  ötant  la  difförence  i 
triangles  dont  le  sommat  common  serait  au  point  de  rencontre  d«s 
paralleles  du  trapäze  et  dont  Tun  des  triaDgles  aurail  pour  base  B  et 

376.  —  £tant  donnä  un  trapAze  ABCD,  dont  les  deüi  bases  pan 
CD  soDt  respecUvemBDt  Agales  Ä  5^  et  ä  3«,  an  demande  par  quel 
la  diagonale  AC  paaae  la  droite  EP  parallele  an  cAte  AD  qui  divise 
en  deui  parties  AEPD  et  EBCP  qui  aont  dana  le  rapport  de  2  A  3. 

374.  —  Les  deui  bases  d'un  trapAKe  ont  reipecUvoraeiit  pour  Iod 
et  T<°  :  on  demande  de  caJculerla  position  de  la  droite  parallele  sui 
dlTiserait  le  trapAse  en  deuz  parties  AquivaleDtes. 

377.  —  Un  trapAze  est  donnA  dans  lequel  les  dem  bases  paral 
bauteur  aont  reprAsenlAes  par  a,  A,  A;  on  divise  lea  cAlAs  en  3  pari 
par  des  parallälea  aux  basea,  ce  qui  partage  le  trapAze  donnA  en  Iroi 
parliela.  On  propose  de  trouver  la  aurface  de  chacun  de  cca  trapäzee 
au  moyen  des  donuAes  a,  b,  h, 

378>  —  Cateuler  la  longueur  de  la  corde  commune  k  deux  cercle 
rayons  ont  tS»  et  ISi^  de  longueur,  sachant  que  ta  distance  de  len 
est  18"'. 


880.  —  Le  cairA  construit  sur  ta  diagonale  d'un  carrA  est  le  < 
ftrri  donnA.  Demonstration  grapbique. 

381.  —  Trouver  la  superficie  d'un  triangle  rectangle  isocAle  dont 
M". 

3SS.  —  La  somme  dea  perpendieulains  aoaissAes  d'uB  point  iatAt 


BXERGIGE8  BUB  LE  LIVRE  IV  2|1 

les  c6t$s  d'utt  Polygone  regulier  est  ^gale  ä  Tapothöme  OK  multipli^  par  b 
Bombre  des  c6tö5. 

3S3.  —  Un  polygone  irr^gulier  a  un  pSrimötre  de  320<n  :  on  demande  le 
c6tö  du  carrö  äquivalent  k  ce  polygone»  sachant  que  les  c6tös  du  polyffon« 
sont  tous  tangeols  k  un  cercle  de  40*°  de  rayon. 

384.  -^  Trouver  Taire  S  d'un  pentagone  regulier  inscrit  dans  un  cercle  dt 
im  de  rayoQ. 

385.  -^  Si  Ton  d^signe  par  c  le  c6tö  d'un  polygone  regulier  de  n  c6tte« 
inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  aura  pour  l'aire  S  d'un  polygotie  de  8  fi 

cöt^s  :  S  = j • 

386.  —  Trouver  dans  un  cercle  de  rayon  R  Taire  de  Toctogone  riguiler 
mscrit. 

387.  —  Quelle  est  Taire  d'un  octogone  regulier  inscrit  dans  un  cercle  d« 
3^,20  de  rayon? 

388.  —  Trouver  ia  surface  d'un  octogone  regulier  en  fonctlon  de  son  6M  e. 

389.  -^  On  a  ^eva.  octogones  röguliers,  qui  ont  respectivement  54<nq  et  62«^  : 
trouver  le  c6tö  d'un  troisieme  octogone  regulier  dont  la  surface  soit  ögale  4  U 
somme  des  surfaces  des  deux  premiers. 

390.  —  L'aire  d'un  octogone  regulier  est  de  SO^nq;  calculer  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  et  du  cercle  inscrit. 

391.  —  Trouver  l'aire  d'un  döcagone  regulier  en  fonction  du  rayon  R  du 
cercle  circonscrit. 

393.  —  Trouver  l'aire  du  polygone  regulier  de  20  e6tös  inscrit  dans  un  cercle 
de  rayon  R. 

393.  —  Trottvef  k  0>nq,01  prds  l'aire  du  d^cagone  regulier  et  l'aire  du  poly- 
gone regulier  de  20  c^*ds,  inscrits  dans  un  cercle  de  i<»,80  de  rayon. 

394.  —  Les  aires  a,  A,  de  deux  polygones  r^guliers  semblables.  Tun  inscrit 
et  Tautce  circonscrit,  ^tant  donnäes»  calculer  les  aires  af,  K',  des  polygones 
r^guliers  inscrits  et  circonscrits  d'un  nombre  double  de  c6tös. 

395.  —  D^terminer  n  d'aprös  ces  formules. 

396.  —  Etant  donn^s  le  rayon  r  et  I'apotheme  a  d'un  polygone  regulier, 
calculer  le  rayon  r^  et  l'apothöme  a'  d'un  polygone  regulier  äquivalent  au  Pre- 
mier et  d'un  nombre  double  de  cötös. 

397.  —  Döterminer  n  d'aprös  les  formules  prdc^dentes. 

398.  —  Quelle  est  la  surface  d'un  cercle  dont  la  circonference  a  25in,13? 

399.  —  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  equivalent  k  un  trapöze  dont  les  basea 
ont  :  80n»,50,  70'«,80  et  la  hauteur  18'",40. 

400.  -7  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  dont.  la  surface  est  de  28(nq,62. 

401.  —  Deux  cercles  concentriques  ont  Tun  3<n  de  rayon,  et  l'autre  5™  :  on< 
demande  la  surface  de  la  couronne. 

402.  —  Deux  CirconförenCes  concentriques  laissent  entre  elles  üne  couronne 
circulaire  de  25>Hq,1328;  Tupaisseur  de  cette  couronne  est  de  2(n  :  on  demande 
le  rayon  de  chaque  circonference. 

403.  -—  La  surface  d'une  couronne  est  37n^q,68;  le  grand  rayon  est  iO«  : 
quelle  eSt  l'öpaisseur  de  la  couroilne? 

404.  —  Calculer,  k  o™,01  prös  le  rayon  d'un  cercle,  sachant  que  si  ce  rayoa 
augmentait  d'un  centimetre,  l'aire  du  cercle  augmenterait  de  i^<i» 


Iculer  la  Burface  d'ane  eouronne  aachast  qa'niie  corde  du  grand 
e  au  peUt  n  S°>. 

l'oD  divUe  te  diainätre  AB  d'un  nercle  0  en  deux  legments  AC, 
r  ehacun  de  ces  Segments  de  part  et  d'autre  de  AB,  ob  dterjv» 
onßrences.lalJeneformäeparreasembledecesdemi-circoiirärenecs 
cle  «D  deux  parties  proportioanelles  aui  segtnenU  du  diam^tre. 
Van  divise  le  diamätra  AB  en  i  parties  igaies  AC,  CO,  OD,  DB  et 
(es  demi-circonf^rences  en  proc^dant  comnie  dans  l'exercice  pro- 
■le  Sera  divisä  en  4  parties  4quivaleateB. 

jiB  l'exercice  pr^cMent,  si  Ton  fait  AB  =^  4t<*,  cdculer  les  surfacei 
liant  qu'elles  soDt  proporlionnelles  sui  sombres  2,  3,  t  et  S. 
:ouver  la  surCaee  d'un  seeteur  dont  1'arc  ft  2S*33'  dam  an  cercl« 

surbce  d'un  seeteur  vaut  äO'n<i.<>35D,  et  l'uv  qui  luj  seil  de  base, 
est  la  longueur  de  cet  orc? 

sui-Tace  d'un  seeteur  vaut  4Ei"1  dans  an  cercle  de  SS»  de  rayon 
i  moias  d'une  seconde.  la  graduntion  de  l'uc  qni  aert  de  base  au 

IS  aJrcs  de  deux  sectenrs  terminäs  par  des  arcs  ayant  le  mime 
jr^ä  sont  proportionDelles  aux  can-es  de  leurs  rayons. 
a  deuT  cerctes  concentriquea  dont  leg  rayons  aont  5'',3t  et  3'n,30, 

0  centrc  0  de  ces  deux  cercics  deux  rayons  OA,  OB  faisant  eotre 
le  i^  :  on  demande  de  caiculer  la  surface  de  la  plus  petite  parlit 
:ise  entre  les  rayons  et  les  circonTärences  des  deux  cercles. 
ouver  la  surface  du  legment  de  cercle  dont  l'arc  a  iS*. 

l'on  double,  triple,  etc.,  les  dimensiona  d'un  triaDgle,  que  derient 

snperBcie  d'un  terrain  triangulaire  dont  la  base  a  M^  est  da 
)d  demande  la  superfide  d'un  second  terrain  triangulaire  sem- 
lier,  dont  la  base  a  18n>.  On  demande  anssi  sa  valenr  &  raison  de 

B  parallele  fc  l^in  des  cAtäs  en  3  par- 

1  mäne  par  le  milieu  H  de  la  hauteur  d'un  triongle  ABC  uns 
la  base  AG  :  quel  est  le  rapport  du  triangfe  OBE  au  trapAze  ADEC? 

a  deux  triangles  dquilatäranx  dont  lea  cQtäs  sont  iSB.ST  et  SS<°,3S. 
e  caiculer  le  ctti  d'un  troisiäme  triangle  äqnilatäral,  dont  la  snr- 
le  4  la  aomme  des  aurfaces  des  deux  premiers? 

partage  le  triangle  ABC  en  deux  parties  äquivalentes  par  une 
J1«Ib  A  la  base  AC  :  trouTer  la  bauleur  GK  du  trapize  ADFC  ea 
hauteur  H  du  triangle. 

;ermineriea  longueurs  Ba,  Ba'.  Ba'k  prendre  mr  le  cAtö  BA  d'un 
war  a'ie  ce  triangle  sait  divisä  : 
'Ue^  equivalentea  par  les   droites  ae,  ^tf,  oV  paralläles  k  AC, 

roportionnelles  aux  grandeurs  m,  n,  p,q. 
ns  l'exercice  pr^Ment  on  fait  AB^^M*»;  cakuler  les  longueura 
)ur  que  le  triangle  soit  divise  par  les  paraUAIes  ac,  <i<i,  aV  b,  hl 
Parties  proporlioD neues  aux  nuinbres  9,  3,  6,  8. 
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;  4M.  ~  Divifier  un  trapöze;  par  uqo  parallele  k  la  base,  en  2  parties  ^quiva- 
leibles,  ou  qui  soient  dans  le  rapport  de  deux  lignes  m  ei  n, 

4m*  —  Las  deux  bases  d'un  trapöze  sont  36"»  et  48^  :  on  demande  la  loa- 
giieiir- d^mne  droite  paraltöle  aux  bases  et  qui  divise  le  trapöze  en  2  parties 
proportioanelles  aux  nombres  3  et  5. 

426.  —  Diviser  un  trapöze  en  A  parties  äquivalentes  par  des  paralleles  aux 
bases. 

427.  — En  4  parties  proportionnelles  aux  nombres  3, 4,  5,  6.. 

428.  —  Les  c6tös  de  trois  octogopes  rdguliers  sont  res^eetivement  3«,  l^; 
iS».  On  demande  quel  devra  öire  le  qötö  d'un  octogone  pour.  qull  soit  äquiva- 
lent ä  la  somme  des  trois  octogon^s  donAös. 

429.  •*  Un  cercle  a  3  mötres  de  rayon;  quel  sera  le  rayon  d'un  cercle 
quadruple  en  surTace  ? 

430.  —  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  äquivalent  en  surface  &  trois  cercles 
donnito. 

431.  —  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  dont  la  surface  soit  ^gale  k  la  diffi- 
rence  des  surfaces  de  deux  cercles  donnös. 

432.  —  Diviser  un  cercle  par  une  cireonförence  concentrique  en  deux 
parties  äquivalentes. 

433.  —  Diviser  par  des  circonfftrences  Icohcentriques  un  cercle  en  quatre 
parties  äquivalentes. 

434.  —  Diviser  par  des  circonförencea  öoncentriques  un  cercle  en  trois 
parties  proportionnelles  &  3,  5,  7.. 

435.  —  Diviser  un  cercle  p^  des  circonförences  concentriques  en  quatre 
parties  proportionnelles  aux  longueors  k,  l,  m,  n. 

436.  —  Quelle  est  la  surface  de  lliexagone  regulier  inscrit  dans  un  cercle 
qui  a  f8»q,28?. 

4^7.  —  Trouver  combien  il  laudra  de  carreaux  de  forme  hexagonale  de 
Q°^,it  de  eötA  pour  carreler  une  chambre  ayant  4«°  sur  5. 

438.  •—  On  donne  un  eöiä  AB  d'un  carrö  ögal  k  n ;  sur  le  c6tö  AB,  on  con- 
struit  un  triangle  ^uilatdral  ABP,  on  Joint  FD;  on  demande  :  1*  la  surface  du 
triangle  APD ;  S*  le  rapport  des  lignes  AG  et  AB. 

439.  —  Trouver  l'aire  du  segment  compris  entre  l'arc  de  60«  et  sa  eorde 
dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  de  S">. 

440.  —  On  a  un  hexagone  regulier  dont  le  c6t6  est  ögal  k  4^,  gur  chacun 
des  c6tÖ8  on  construit  un  carrö  extörieur  k  lliexagone.  Cela  posö  on  demande  : 
!•  de  döihontrer  que  les  sommets  extörieurs  k  lliexagone  des  six  carrös  dont  il 
vient  d'toe  question  forment  un  polygone  regulier  de  43  c6t6s ;  2"  de  calculer 
U  surfaee  de  ce  polygone  rögulier. 

441.  —  La  surface  S  d'un  terrain  dont  la  forme  est  celle  d'un  hexagone 
regulier  est  ögale  k  34sl9.  Quelle  est  la  longueur  de  son  eöik  ? 

442.  —  Calculer  k  moins  de  0»0i  la  surfince  d'un  cercle  sachant  que  cette 
surface  surpasse  de  62mq,25  celle  de  lliexagone  regulier  qui  lui  est  inscrit. 

443.  —  On  donne  un  triangle  ^quilat^ral  dont  la  surface  est  1024n<i ;  on 
demande  son  c6tö. 

444.  —  On  a  un  polygone  ABGDE  composd  d'un  triangle  öquilatöral  BCE 
et  d'un  carrö  ABED.  La  surface  de  ee  polygone  est  ögale  k  3i>36*  :  on  demande 
de  trouver  le  cötö*  AB. 

445.  —  1*  Trouver  en  fonction  de  a,  c6t6  d'un  triangle  öquilatöral,  la  surface 
du  carrö  inscrit  dans  ce  triangle ;  S*  inscrire  un  carrö  dans  un  triangle  quel- 
conque»  et  dire  sur  quel  c6tö  s'appuic  le  phis  grand  carr^. 


^ 
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446.  —  Galcuier  i^  0,01  prös  le  rapport  des  surfaces  dAS  denx  «egmaaCs  du 
cercle  GBD  et  GED  sachant  que  la  corde  GD  passe  par  le  mtlieu  du  tmyon  AB 
qoi  lui  est  perpendiculaire. 

447.  -^  Trouver  le  rapport  de  lliezagone  regulier  inscrit  k  fbesagoae  r4^- 
lier  eircoascrit. 

'  448.  —  Le  o6tö  d'un  triangle  öqtiilatöral  est  a  :  quelle  est  en  fbaetioo  de  a 
la  surface  du  cerele  circouscrit  &  ce  triangle  ? 

449.  -^  Trouver  le  rapport  de  la  surface  du  cercle  k  celle  du  triaogle  4qui- 
latöral  inscrit. 

450.  —  La  surface  d'un  cercle  et  celle  d'un  triangle  öquilatöral  inscrit  valent 
ensemble  3<"<1 :  on  demande  de  «aiculer  la  surface  du  cerde  et  celie  du  triangle. 

451.  —  Trouver  la  surface  du  triangle  öquilatöral  inscrit  en  fonction  de  R. 

.    452.  —  Galcuier  la  surface  d'un  triangle  öquilatöral  en  fonction  du  rayon  R 
du  cercle  inscrit. 

453.  -*  Trouver  le  rapport  de  l'aire  du  triangle  öquilatöral  inscrit  JL  raire  du 
triangle  öquilat^ral. 

454.  ^  Trouver  le  rapport  de  Taire  de  lliexagone  regulier  inscrit  dans  un 
cercle  k  Tatre  du  triangle  ^quilatöral  circonscrit  au  m6me  cercle. 

455.  —  Trouver  le  rapport  de  la  sijtflace  du  triangle  öquilatöral  k  celle  de 
lliexagone  inscrit  dans  le  m6me  cercle. 

456.  —  Dans  le  cas  oü  Ton  fait  R  sx  1,  quelle  est  la  surface  du  cercle,  cell« 
du  triangle  öquilatöral  et  celle  de  Thexagone  regulier  inscrit? 

457.  —  Galcuier  k  0,01  prös  le  rayon  d'un  cercle,  sachant  que  la  surface  de 
Toctogone  regulier  inscrit  surpasse  de  1"^  ia  surface  de  Thexagone  regulier 
inscrit. 

458.  —  Trouver  la  surface  d'un  triangle  dont  le  pörimötre  a  ii">  et  le  rayoa 
du  cercle  inscrit  1™,07. 

459.  —  Trouver  une  ligne  dont  la  longueur  soit  ögale  k  \'i' :  on  sait  d'ail- 
leurs  que  y  ä  est  ögale  k  la  longueur  de  la  diagonale  du  carrö  qui  a  l>ü  de  cötö. ' 

460.  —  Sur  une  droite  donnöe  construire  un  .triangle  Univalent  k  un  carr6 
donnö. 

« 

461.  —  Construire  un  carrö  qui  soit  les  3/4  d'un  carr6  donnö. 

462.  —  Construire  sur  une  base  donnöe  B  un  triangle  iSoc^le  double  d'un 
carrd  donne. 

463.  —  Construire  un  carrö  äquivalent  k  un  trapöze  donnö. 

464.  —  Sur  une  droite  donnöe,  construire  un  rectangle  äquivalent  k  an 
rectangle  donn^. 

465.  —  Sur  une  droite  donnde,  construire  un  rectangle  Univalent  k  un 
triangle  donne. 

466.  —  Construire  un  carrö  äquivalent  k'  la  somme  d'un  triangle  et  d'un 
rectangle. 

467.  —  Construire  un  carrö  äquivalent  4  la  diff4rence  d'Un  triangle  et  d'un 
trapeze  dont  les  dimenstons  sont  donn^es. 

468.  —  Construire  sur  une  base  donnöe  o  un  rectangle  äquivalent  k  1$, 
somme  d*un  triangle  et  d'un  trapöze  dont  les  dimensions  sont  dunn^. 

499,  .  Sur  une  base  donnöe  a,  construire  an  triangle  Univalent  k  la  diil4- 
renee  d'un  rectangle  et  d'un  trapöze  dont  les  dimensions  sont  doaii4es. 
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470.  —  Conslnitre  snr  ane  bas«  donnte  a  ,un  triangle  dont  l'aire  t 
mojMme  proportioanelle  entre  Celles  d'un  reclangle  et  d'un  Irap^. 

471.  —  Constpuire  la  racine  de  Täquation^  = 

472.  —  Coaslni[re  la  racine  de  l'^ualion  x  = 

473.  —  Coiutraire  les  racines  de  l'dquatioi  

474.  --  CoDstniire  les  racines  de  l'^quation  x^^a*  +  t'  +  c"- 


475.  ^  Coastruire  l'equation  x  =  — 


479.  —  Conglraire  l'eqnalioii  i'  =  -^-t-  y  a 


(•ROBLSMES  de  GtoM&HIE 

doDoSs  anx   Examens  du  BaccsIanrSat 

(LAl^-SCIBNCES  ET  SaENCES-LANGUES) 


o£om£trie  plane 


I.  Problems  du    troi«  corde*.  —  On 

connalldans  uncei'cle  derayonK,  leacordeta. 
e(  bdsrfMixornS«  e(Sp.  Troiwf  la  corde  m 
de  la  tomme  8i  +  Sß,  ou  la  corde  a  de  la 
diffirtnce  Sa  —  2p  tfc  ces  arcs. 

1"  cas.  Corde  de  la  »omme  rfe*  ares 
(ist  +  Sß).  —  Stiient  leg  cordes  AB  =  a  et 
BC=:isoiis-tendaatlesarc3SaetSß.  Menons 
le  dUm^lre  BD;  joignons  CD,  AD ;  nous 
aurons  le  quadrilatere  inscrit  ARCD.  Les 
triangles  rectangles  BAD,  BCD  permetteiit  de 
caltMiler 

AD  =  VlK^  —  o' 


Le  Premier  Ib^oreme  de  Ptolemöe  (359)  fournit  lu  relaliu 


— v'MSr  +  '\A-Gi 


I-  —  ]ci,  n  el  SR  SMil  deui 
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Ona  lHrelulicin[359): 
3R  X  n  =  0  yf*R*  —  6"  —  6  V *R'  —  a'i 
ü'oü :  __^  • 

.,„=V'-(Äy-'\/HS)" 

*a  (491)  <|ue  te  sinus  d'un  «rc  a  est  £gal  & 
la  moilii  de  la  corde  tjai  sous-tend  l'arc 
double  äs. 

Ainsi  —  fei  le  sinus  de  l'an  m ;  de  laia» 

b 
—  est  te  Binue  de  I'rtc  ß. 

On  auia  pour  U  mtae  raison  -r-  =  sf«  («  +  --  = 


Bt  (3);  de  plus,  taisoDS  : 


f=T\/Mir^i\/'-(i)' 
T=i\/'-©'-i\/-a)- 


d'oü, 

,«■„  («  +  ß)  =  «»  «  Vi  -  "■"•  p  +  sm  ß  ^1  -  im*  ■ 

Or,  on 

a  TU  (433)  que  : 

v'l-<ii.'ß  =  w.ßet  v'l -««'«  =  COT«. 

On  a  doDc  Onalemenl : 

(Sl 
et  (8) 

«f«  (.  -  P)  =  rin  a  <!0S  ß  -  ««  ß  CM  «. 

Posons 

•■  =  (i-> 

.l.(.'  +  S)=„„[^- (.-«]  =  ,«  (.-W. 

rä  (.■  -  p)  =  »in  [1  -  (.  +  p]]  =«»(.  +  ?), 

suis. 

»«.•=«..  (1-.)  =  «,.«. 

—  =»ß-)  =  *- 

Les  «qualions  (5)  ei  (6)  deviennenl : 

«■».  {.'  +  ß)  =  *in  «'  cos  ß  +  iii.  p  cos  «', 
rin  («'  -  ß)  =  J..B  «'  CO«  ß  -  sin  ß  «M  (.', 

00,  icau! 

0) 

(8) 

les  ^galitös  ei-dessus  : 

cos  («-?)  =  CO»  «  CO»  ß  +  s«i  ß  «1«  a. 

Divisons  membre  ä  membre  les  äquations  (5)  et  (8).  On  a : 

,.,      ,    ,,         S'''(«  +  ß)         ««.eosß  +  swßcw« 
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Divisant  les'  termes   du  dernier  rapport  par  cos  x  cos  f,  on  oblient,  fin 

simpliflant : 

sin  «      sin  ß 


«m  a  <tn  ß         1  —  tg  ol  tg  ß 
eoB  a  eos  ß 

Ell  op^paoi  ä*i«M  roani^re  anatogne  sur  les  formules  (6)  et  (7),  oa  trou- 
verait :  . 

(10)  tq  (a  ^  Bl=     *9  *'"  ^9  ß    ^ 

Ell  faisant  ß  =3  «  dwEiS  les  öquations  (5),  (8)  et  (9),  on  obtlMirl^  formalee  : 

(11)  sin  2a=9niia  cos  cl 

(12)  '  cos^^s^  cos«  a  —  «»»  dc 


(13)  /<7  8a  = 


•««■MiHi 


1  -  /^«  a 
Resultat»  UtaiiNiMrAft^x  qoe  fournit  la  Trigooomötrie. 

II.  On  «  Max  points  fix^  A  et  C,  et  deuz  nombres  m  et  n  poi^dil  ou 
a^gatifs.  TrovTer  le  liea  da  fietnt  0  pour  lequel  on  a  : 

m  X  ÖÄ*  4-  «  X  OC*  =  K« ;  K«  etant  une  constanle. 

Prenons  un  poiat  B  entre  AetG;le  thöoröme  de  Siewart  (49l)donne   la 
relation : 

(1)  ÖÄ*xBC4-  ÖC*x  AB-.0B«XAC  =  ABXBCXAC. 
Divisant  les  deux  membres  par  AC,  il  vient : 

(2)  OA»  X  ?^  +  OC»  X  4I-  —  OB*  =  AB  X  BC,  ' 

AU  Aü 

BC         AB  AP 

Ghoisissona  ie  point  B  de  fa^on  A  oe  que  Ton  ait: = = 


m  H         711  -J-  n 

Tequation  (2)  devient : 

ÖÄ'-^+ÖC»X— ^-ÖB'=  T1^!  • 
wi  -f-  n  m-\-  n  (m  -f  ?i)* 

<l*oCi:        Öa'  X  w  +  OC*  X  n  =  K«  =  ob"  (m  +  n)  +  ""*  ^  ^^ 


(m-hn) 

^        .   .  TT^a K*  iwn  X  AG* 

Ce  qui  donne  r  OB  = ; —  —; — : — -r-  • 

m  -\-  n  (m  4-  »)  •  * 

La  distanc!^  ÖB'  est  constaote,  et  le  pomt  0  d^rit  une  cU'Conf^rence  dont  le 
centre  est  le  point  fixe  B.' 

KenuirqHe.  —  En  donnant  A  m  et  ä  n  difi(6retite8  valeurs,  nous  retrouvons 
trois  cas  particuliers  trait^s  pr^cMemment : 

!•  Faisons:  m=  ii==  1;  ÖA*  +  ÖC' =  K*. 

On  a  vu  ce  r&ultat,  n**  349. 

2-  Faisons  :  m  =  1  ==  —  n ;  ÜI'  —  OC*  =  K*. 

On  est  ainsi  reporte  au  cas  du  n*  351. 

3*  Faisons :  m  =  nf ;  «  =  —  /wf     et      K"  =  0, 

d^s  lors  n\  OA*  ==  »»i  ÖcS 

Ce  que  nous  avons  trait^  au  th^oröme  n*  skl. 


AOBLiMES  DC  BAOGALACB^AU 


{Dijon.) 

1.  —  Bar  me  droile  Ox,  trols  poiati  fixes  0,A,B  Mnt  donnii.  IMerni 
an  point  H  tet  que  aa  distance  au  potnt  iiitermMiaire  A  loit  mo<|eane  pro| 
UoMMlIe  entre  ses  ilisUn<:eB  aui  deui  aatres.  —  DiverseB  soliftiona. 

[GrenoUt.] 
a.   —  Catculer  les  oötis  d'un  trjangle  isoc^le  connais&aiit  an  haut« 
DJKuUr.  {Dijm.) 

4.  —  Inscrire  dans  iin  triangle  ABC  ud  rectangle  de  surface  ilniin^ 
Diseiuiion.  AppHeattoH.  —  in'  =3 15"' ;  a  =  base  BC  =  10- ;  h  =  8". 

{Beianciin.) 

5.  —  Dans  UD  cercle  donnä  dont  oa.  connalt  le  rayon,  Iracer  une  et 
teile  que  la  eomme  de  sa  longueur  et  de  sa  dislance  au  centre  ait  une  «al 
donn^.  — DiMussion.  ISIonlpelliei'.) 

•.  ~  <^rcu1er  les  cAtfe  et  les  angles  d'un  Iriangle  ABC,  connaissant 
mMiuMä  Usues  des  gommets  B,  C,  et  la  hauteur  isBue  da  eommet  A. 

{LitU.) 

I.  —  Dant  UD  triangle  ABC,  od  doona  le  c6t6  kC  =  6,  le  cAt£  AB  =  c  c 
loogueur  AU  =  ^  <le  la  biüsectrlce  iDtärieura  de  l'angle  BAC  oomprise  «ntr 
soniniet  A  et  son  intemeclion  »  avec  le  c6t6  BG  -. 

1'  Caiculer  la  longueur  a  de  ce  cAtä  BC;  S*  quel  iloil  £(re  d  pour  qae  ce 
Probleme  soit  possible.  (Naacy.) 

8.  —  On  donne  dem  cercles  eit^rieurs  de  centre  A  et  B  et  do  rayons  a  et  6, 
0  dtani  la  digtance  des  ceDtres,  od  coDHldire  nne  laDgeDte  comiDune  exlärieure 
MN  limiUe  k  «esdeux  poiots  de  coniact. 

I'  Trouver  le  tieu  des  poiDtü  d'oü  Ton  voUleiegmeatUN  sous  ud  angle  droit 
el  nioDtrer  qu'il  y  a  aur  la  lignc  des  centres  deux  points  appartenant  au  liau. 

»•Etablirles  figalitis  APX  AP'  =  a' ;  BP  X  BP' =  6». 

3*  Kormer  et  iliscuter  r^quation  du  second  degrä  qui  u  comme  raciDes 
x=  AP;x'  =  AP'.  (Rennee.) 

•.  —  Un  cercle  de  rajon  R  est  vu  de  deui  points  A  et  B  de  son  plan  aout< 
des  angles  <ie  OO-  et  de  60°  respectivement  (c'e«t-ä-dire  que  le;  tangenles  mento 
de  A  foiit  eiUre  ellesun angle  de  90>  et  Celles  men^es  de  B.unaDgle  de  60*). 

On  connali  ladistance  AB  que  Ton  däsigne  par  a. 

1*  Cuiculer  les  distanr^s  OA  et  OB  du  centre  0  aui  poJDts  A  et  B ;  disculer. 

ä"  Dälerminer  R  de  teile  sorte  que  OA  soit  perpendtculaire  i  AB. 

3°  D^terminer  R de  teile  sorte  qiie  l'angle  OAB  soit  de  tlO~.         [IJlte.) 

■  V.  —  On  donne  une  demi-circonf^rence  de  diam^tre  AB  =  9R  el  deceDtreO. 
Par  an  poiDl  C  i\lu6  sur  le  diam^tre  AB  enire  A  et  O,  on  Aleve  une  perpendicu- 
lalre  ä  AB  reDContrant  la  demi-circonrerence  en  D  et  Ton  joJDt  A  ä  D.  Par  le 
point  p  on  m^ne  nne  parallele  »  AB  renuonirant  la  demi-clrconr^rence  en  E. 

fh^terminer  le  point  C  de  teile  sorte  qu'uD  nit  :  AD'  +  DE*  ^  K* 

K' iiant  uae  quaDtiiä  donnäe.  —  Discussion.  On  pren<lra  pour  inconaue 
AC  =  3:.  IMoalpellier.) 

II.  —  On  donne  une  demi-ciconf^rence  AGB  et  on  däsigne  par  OC  le  rayon 
perpendicalaire  au  milieu  du  diamfttre  AB.  IMterminer  sur  cetie  deml-circonf^- 
reDce  un  pointM  donl  la  distance  UAau  point  A  «urpasse  sa  diatance  HD  ä  OC 
d'une  longueur  dtain^  l.  Discuter  en  laissant  fixe  le  rayon  R  de  la  dcmi-circon- 
färence  ABC  et  en  ßiisant  varier  l.  (Taulouie.) 

tM.  —  Du  iloune  un  demi-csrcle  de  Ta;on  R  llmll^  par  le  diamitre  AB. 
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Soit  M  un  point  <|uetcpnque  4e  AB  et  MG  la  demi-ix>rde'perp<lndicolaire  A  AB. 

D^terminer  ta  longueur  AM  de  fagon  qne  l*on  alt  AM''+  4MC'  =  K*. 
R  ^Cant  une  longaeur  donn^«  Discater.  {Montpellier*] 

iS.  •*>  On  donne  un  demi'-cercle  de  rayon  R  d^.rit  sur  le  dtamMre  AB. 
Trouver  sur  In  defni-cireonf6rence  an  point  C  teü  qu*en  1^  jpignant  aux  points  A 
et  B,  la  somme mAG  -f  nBC  =za;m,  n,  a  Ötant  trois  qaantit^  donn^es. 

Diseuseion.  [Totäouse,] 

14.  ~  On  donne  une  circonfärence  de  centre  Oet  de  rayon  R  et  deux 
tangentes  paralleles  fixes.  En  un  point  variable  A  de  la  circonference  on  mtoe 
une  tahgente  qut  coupe  les  tangentes  fixes  aux  points  B  et  C.  On  demande  : 
1*  äi%Uib\ir  la  reiation  qui  existe  entre  AB  et  AG ;  3*  d'^tuVUer  comment  varie  la 
surface  du  triangle  BOG  lorsque  le  point  A  se  d^place  sur  la  circonference. 

{Montpellier,} 

ff  S.  •—  On  dönnt  une  circonference  de  rayon  R.  On  iriscrit  dans  cette  circon- 
f^rSnde  ün  triangle  ^uilatöral,  et  dans  ce  triangle  ^nifat^rat  on  inscrit  une 
circonference.  On  demande  de  calcnler  son  rayon.  {Dijon,) 

16.  ^  rnscrire  däns  un  cercle  donn^,  de  centre  O  et  de  rayon  R,  un  triangle 
ifiocöle  ABC,  sachant  que  la  somme  de  sa  base  AB  et  de  sa  hauteur  GH  est  ögale 
4  uhö  löngueur  donaöe  I. 

Diectiesion.  [Toulouse,] 

iV.  — ;  On  consid^re  un  triangle  equilat^räT  ABG  de  c6te  ^ga)  A  a.  On  porie 
sur  les  cötiSs  BG,  GA,  AB  des  longueurs  Egales  k  x  ei  respectivement  dans  le 
sensdfe  B  vers  G,  G  vers  A  et  A  vers  B.  Soient  BA',  GB',  AG'  ces  longueurs: 
1*  Montrer  que  le  triangle  A'B'G'  est  equilat^ral ;  3*  exprimer  sa  surface  en 
fORCtiondea  ietde  x,  et  Studier  les  variations  de  cette  sorface  quanda;  varie. 
Valeur  de  x  pour  le  minimum  de  cette  snrfaoe.  {Nico.] 

ff  8*  —  Dans  un  triapgle  ABG  rectangulaire  en  A,  rhypotönuse  BC  est  donn^e. 
On  la  repr^sentera  par  n.  Soit  H  le  piä  de  la  perpendiculalre  abaiss^e  du  som- 
met  A  sur  BC. 

1*  Determiner  la  löngueur  y  du  segment  BH  de  rhypot^nuse  en  supposant  que 
BA  ait  une  löngueur  donnöe  x; 

'^  Oeterminer  x  par  la  conditKm  que  la  difl<§rence  BA  -^  BH  alt  une  löngueur 
donn^e  m  ;  biscuter.  -^  Faire  connaltre  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
avoirm.  {Toulouse,) 

ff9.  —  D*un  point  mobile  M  sur  le  c6X&  BC  du  triangle  öquilatöral  ABG 
(BM  =i=  i;;  BG  =  a) on  abaisse  les perpendiculaires MP, MQ sur  lescötös  AEf,  A£J| 
!•  (Bleuler  en  fonction  de  a  et  de  x^  AP,  AQ,  PQ ; 

2"  l^tüdier  la  Variation  des  sommes  AP*  -f"  AQ^*'  —  Maximum  ou  minimum« 

{Toulouse,) 

tO.  •—  Besondre  an  triangle  rectangle  connaissant  Thypotenuse  4  et  la 
surface  d. 

DiScussion,  Application,-^  a=^bO^;  9=^000"^*,  {Besanfon,) 

tff.  —  Dans  un  triangle  ABG,  Tangle  A  est  de  60«,  le  cötö  a  oppois^  A  A  a 
une  löngueur  de  9^fi0f  enfin  la  surface  est  egale  A  celle  d'un  triangle  equilateral 
ayant  2"  de  cöte. 

Galculer  A 1  centimitre  pr^s  les  longueurs  des  cötes  b  et  c.        {Paris,) 

Zt,  —  Dans  un  triangle  ABG  on  donnerle  cöte  BC  =  (z,  la  bauteur  BH  =  /i,  la 
mediane  CM  =  m.  Galculer  les  angles  ACM,  BGM,  la  surface  du  triangle,  le  cM 
AG  et  le  c6te  AB.  ( Bordeaux.) 

tS.  —  Galculer  le  c6te  AB  =  x  d*on  triangle  ABG,  connaissant  le  cdte 

BG  3=  a,  Kangle  en  B,  qui  est  egal  h  Un  angle  donne  «,  et  sachant  que  la  somme 

AG  -f  AM  du  troisieme  c^te  et  de  la  hauteur  AH  est  egale  &  une  longUeur 

donnee  /. 

Discuter.  {Parts.) 
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94.  —  TrooTer  Im  angles  d*un  triangle  recUngle  sachaiit  qoe 

a  6cant  l^hypot^noBe,  6  et  c  les  cMs  cle  Pangle  droit. 

Diteu9sion.  {l^oUitrs.) 

95.  —  R^soudre  un  triangle  connaissaal  an  c6t^  ar=7948-  et  Ie8  deox 
angles  adjacents  k  ce  cöt^, 

B  =  75«d(y,  G  SS  se^SO".    . 

Calculer  la  surface  de  ce  triangle.  [Chambery.) 

Sf.  —  R^soadre  un  triangle  rectangle  conniiii^sant  Tangle  s  de  Thypot^- 
nuse  avec  la  mediane  issue  du  sommet  de  Tangie  droit,  et  la  somme  «des 
longuears  de  i^hypotönuse  et  de  la  hauteur  qui  l|ii  est  perpendicataire. 

(Dt/on.) 

S9.  —  Dans  un  triangle  ABC,  Pangle  A  a  poor  mesore  .'iO  grades  et  la 
hauteur  AH  issue  du  sommet  A  a  une  longiieur  de  1";  on  a  en  outre  la  relation 

On  demande  de  calculer  les  longueurs  des  cöt^s  a,  6,  c  du  triangle. 

{Bordeatix,) 

98.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  la  hauteur  k  est  ^ale  4  la  diffärence  des 
cöt^s  de  l'angje  droit.  On  demande  de  calculer  en  fonction  de  A,  Thypot^nuse, 
les  c(^t^  de  Tangle  droit,  Taire  et  la  tangente  de  Tun  des  angles  aigas. 

(Nice.] 

99.  —  Dans.un  triangle  ABC,  on  sait  que  Tangle  C  est  double  de  Tangle  A 

AC 
et  que  le  rapport  y»*  &  un®  valeur  donn^e,  m.  0^terminer  les  angles  A,  B,  C. 

Ad 

Nombre  des  Solutions  du  probltoe  pour  les  diverses  vaieurs  de  m :  condition  de ' 

possibilit^. 

Calculer,  sans  se  scrvir  des  tables,  les  angles  du  triangle  quand  m  est  6gai 

^  Vs'  (Com.) 


K  —  Les  longueurs  des  cöt^s  d*un  triangle  sont  en  progression  arithm^- 
tique.  On  donne  la  raison  r  de  cette  progresBion,  ainsi  que  Tangle  A  oppos^ 
au  c6t^  moyeo  a. 

1*  Calculer  a; 

3*  Entre  quelles  limites  doit  6tre  compris  Tangle  A  pour  qull  y  ait  des 
^Solutions ; 

3*  V^rMier  que  si  A  est  compris  entre  ces  limites,  11  existe  bien  un  triangle 
r^pondant  ä  la  question  :  les  cöt^s  sont  positifs  et  chaque  c6t4  est  plus  petit  que 
la  somme  des  deux  autres.  {Grenoble.) 

St.  —  Calculer  les  angles  d*un  triangle  sachant  que  les  c6t£sdu  triangle 
sont  en  progression  arithm^tique  et  connaissant  Tangle  A  oppos6  au  c6t6 
moyen  a. 

Maximum  de  Tangle  A. 

Calculer  les  angles  B  et  G  en  supposant  A  =  -^  droit. 

{Chambiry.) 

99.  —  Les  nombres  qui  mesurcnt  les  trois  angles  d'un  triangle  sont  en  pro* 
gression  aritbmätique. 

1*  Döterminer  les  angles  de  ce  triangle  sachant  que  la  somme  de  leurs  sinus 

3  +  v/3 
est  ^ale  ä  — 5-^— 

D^terminer  les  eöi&s  a,  6,  c  du  triangle  sachant  que  leur  somme  est  ögale  k 
ane  longuenr  donn^e  l.  {CUrmoni.) 
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SS.  —  DaDB  le  triangle  ABC,  on  sait  que  la  mediane  issue  da  sommet  A 

AM  =  -^=7 
2 


et  que 

cos 


2         V  4 


Gela  poft^,  on  demande  de  troa^er 
1*  168  c6iis  AB,  AC  en  fonction  de  /; 

3*  Fexpression  de  la  hauteur  AH  issae  de  A,  en  fonction  da  c6t^  AB; 
3*  les  angles  que  forme  la  bissectrice  AD  de  Tangle  A  avec  la  mediane  AM 
et  la  baatear  AH.  {Beaangon.) 

54.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  ACs  6,  Tangle  A  et  la  somme 
AB  -f  BC  =  ». 

!•  Calcaler  c, 

2*  Caicttler  la  surface  da  triangle. 

3*  Supposant  donn^s  seulenieht  6  et  s,  däterminer  A  de  teile  fa^n  que  le 
triangle  consid^^  ait  ane  surface  ögale  ä  K*. 

Gonsid^r  en  particulier  le  cas  oü  Ton  a:  * 

26* 
S  =  36.K«=  i— 

et  calculer  A.  (Grenobie.) 

55.  —  Oq  donne  les  deux  c6t^s  de  Tangle  droit'  AC  =  6,  AB  c=  c  d*un  triangle 
rectangle  ABC. 

Appetant  M  le  milieu  de  Thypot^nuse,  on  prend  sur  la  mediane  MA  prolong^e 

MD 
au  del4  de  A  un  point  D  tel  que  -^jr-  =zm^m  6tant  un  nombre  donn^  sup^rieor 

MA 

Calculer  les  angles  ABD,  ACD,  BDG  aiQßi  que  les  longueurs  BD  et  CD  et  Taire 
du  triangle  DBG. 

Effectuer  les  calculs  dans  rbypotböse  : 

.      6  =  5-,7482,  c  =  3-,4731,  m  =  1,7436. 

(Chambery,) 

SS.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  connalt  la  mediane  AD  =  m  et  les  angles 
BAD  =  45%  ABD  =  30». 

D^terminer  en  fonction  de  m  les  longueurs  des  cöt^s  a,  6,  c,  la  hauteur 
AH  =  A  et  Faire  S  du  triangle. 

Application  :  m  =  20  mötres ;  calculer  a,  6,  c,  A  ä  0",01  pres,  et  S  ä  1  centi- 
metre  carr^  pres.  (PaiHs,) 

S9.  —  Risoudre  un  triangle  connaissant  la  base  a,  Tangle  oppos^  A  et  la 
diCfärence  m  des  deux  autres  c6täs  6  et  c. 

Discuter.  (Toulouse.) 

SS.  —  Calculer  les  c6t^8  d*un  triangle  connaissant :  un  angle  A,  la  hauteur 
issue  du  sommet  A  et  la  surface  du  triangle. 

Discuter  le  problöme.  {Montpellier.) 

SS.  ~  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  cotg  A  =  2;  Cotg  B  =  3. 

1«  Calculer  tg  C,  sin  C,  cos  C,  et  Tangle  C  sans  se  servir  des  tables. 

2*  On  consid^re  le  triangle  isocöle  ABD,  dont  la  base  AB  est  6gale  ä  celle  du 
triangle  ABC  et  qui  a  la  möme  surface  que  ce  triangle. 

Cadculer  les  lignes  trigonom^triques  des  angles  du  triangle  ABD  sans  se 
senrir  des  tables.  (Lille,) 

40.  —  ABC  6tani  un  triangle  rectangle  en  A,  dont  Thypot^nuse  a  pour  lon- 
gueor  2  et  dont  Tangle  Best  ^al  A-^»  trouver  sur  Tarc  BEG  du  cercle  cir- 
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coiwcrit,  de  ccntre  0,  ud  point  H  dont  la  somme  des  distances  anx  t 
du  trwngle  moU  igaie  &  une  longueur  doDn^  l,  —  Di»cu(er.  Od  pnndi 
ineoiiDue  l'angle  x  =  BOU.  (Beaanjt 

41.  —  En  ddlignuiC  par  R  le  rayoD  du  cercle  circonscrit  i  no  trii 
rayoii  du  c«rcle  inscrit,  S  la  surfuce,  9p  le  p^rim^tre,  d^monlnr  q 

(1)  8=P^, 

(9)  ah;=4[IB 

Gala  poet,  si  lea  cAUa  a,  b,  c  forraant  une  Progression  arilhroAiqoe 
a<  6  <  e,  flablir  les  relattoiH 

(3)  BRrstoc, 

4t.  —  Dana  ui)  triaogTe  ABC,  od  donoe  la  haulenr  AD  =  1  M 
s^ment«  addiiifs  qu'elle  dätennin«  uir  le  cAi£  BC, 

savoir :  CD  ^  >iß;  BD  =  1 


rnr 

ff.  harft         io»eri(, 

litit ' ;  Od  IM  te  «ervira.  pag  des  tables  trlgonomätriqaes.  {LH 

St  e)tO-.  4F*      ^^'  ~~  I^"*  ■">  ti^iangle  ABC  de  cAtdEd,  b,  c,  on  guppose  ft  =  ! 
^  ^  ,    demande  de  iMIerminer  la  tangenlt  de  Tangle  A,  sacbant  (|ue  la  s> 

nC:  2,?'dh-   «arricoDstruitsur  le  cAt4aeutripledelasurbce  du  triangle  AK. 
P^ft'^'e/.     Chleulerasachantquec  ^=  V^*  M' 

^  -■  la*  c/     ''^*  *~  S"'  '^  *^'^  '^^  '^'"'>  Bngla  lOY  ^)  ft  i>,  on  prend  diu  loni 
^  ^le  k  a.  On  d^crU  de  A  comme  uentre  un  cercle  de  rayen  B  qni 

ß/)c  '  /^'droiteUT  ou  son  prolongement  en  deuxpoints  M  elM. 

)  !■  Catculer  les  longueurs  OUet  ON; 

ig  .  ^  2*  Calculer  la  surface  dn  iriangle  AHNi 

'gl-        3"  Calculer  le  rajon  du  cercle  circönscrit  4  ce  Iriangle; 
<  ^  aia  l*vi        «■  a  et  R  £iant  suppos^s  seul  donnds,  däterminer  Taugle  t>  de  teil« 
Z     IQ*  l'angte  MAN  ait  una  valeur  donnäe  cd. 
.  A  quelle  condition  le  probIJme  est<il  possibleT 

n    fißt.    1  r~  /  Calculer  v  dans  le  cas  oü  Ton  a : 

2.  _^.  4S.  -~  £tant  doniiä  ud  arc  de  cercle  AMB  de  rayon  R,  correspi 

f,  '  l'angle  au  centre  donaä  AOB  =  9«,  dätermlner  aur  cet  arc  de  cercle  ui 

'  lel  que  la  corde  AM  soit  ägale  A^rapotMme  OH  de  la  corde  BM  (A! 

C  Enire  quelles  limiles  doit  £tre  compris  a  pour  que  le  proMime  soit 

'  ,:Applicalion  numSriqua  ■-  2«=^  ISO*. 


_     /T  . /j  Nota.  —  On  pourra,  sl  on  te  vaul,  prandre  pour  incoanae  la  moitii 

'jt  ,i— —     aneles  AO.M  ou  MOB  et  d^terminer  cette  incoanue  par  sa  tangente. 

1  iPan 

^  4«.  —  9ur  un  des  cötda  d'un  angle  droit  de  sommet  0,  on  prend,  i 

^^3„____     cflt*  do  point  0,  deujt  poinis  A  et  B,  lets  que  OA  =  9,  OB  =  5. 

r:  ^-iy  1*  IMierminer  sur  l'autre  cätä  de  rai^;le  nn  poini  M,  lel  que  l'angle  \ 

''"'  «gal  au  double  de  l'angle  MBO. 

On  caiculera  la  longueur  OH  ^x. 

S*  D£iennin«r  I«  longueur  x  de  teile  fai^  que  l'angle  AHB  Bit  nr 
doonäe  u. 
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49.  —  Par  le  milieu  O  d'une  droite  AB,  on  niene  une  droite  OG  qai  fait  avec 
AB  ua  angle  «. 

Cafculer  la  distance  OG  lorsque  Tangle  AGB  est  partagä  par  OG  ea  deux 
parties  doQt  Tune  est  double  de  Tautre.  On  d^signera  par  2a  la  longueur  AB,  et 
Ton  examinera  sp^cialemeiit  le  cas  oü  a  est  egal  k  60*.  {Sice.) 

48.  —  Deternniner  sur  une  derai-circonference  de  diam^tre  AB  =  2R  un 
poLnt  M  tel  que  a,  6  et  c  etant  trois  nombres  positifs  donn^s,  on  ait : 

o  X  AM  4- 6  X  BM  =  c  X  IS 

On  prendra  pour  inconnue 

rangle  lÜOB  =  x. 
Galculer  en  degr^s  ou  en  grades  Tangle  MBA  dans  le  cas  oü  Ton  aurait : 

a  =  \fiy  b  =  ^%  c=z2.  (Alger.) 

49.  —  On  consid^re  une  circonference,  un  diametre  AB  de  oetle  circonf^- 
rence  et  la  tangente  BT  en  B  ä  cette  circonf^rence.  Mener  par  A  une  s^cante 
coupant  la  circonfärence  en  un  point  M  et  la  tangente  BT  en  un  point  P,  de 
mani^re  qu'on  ait  la  relation  2AM  +  MP  =  Z, 

oü  /  designe  une  longueur  donn^e.  Discussion. 

On  d^signera  par  a  le  diametre  de  la  circonference  et  on  prendra  pour 
inconnue  x  Tangle  BAM.  (Nancy,) 

90.  —  On  donne  deux  cercles  concentriques  G  et  G'  de  rayons  R  et  R',  tels 
que  R'  >  R,  et  une  droite  DD'  passant  par  le  centre  commun  0 ;  et  Ton  demande 
de  d^terminer,  d'un  möme  cöt6  de  la  droite  DD',  deux  points,  Tun  M  sur  la 
circonference  G.  Tautre  M'  sur  la  circonference  G',  tels  que  Tangle  MOM'  soit 
egal  ä  45*  et  que  la  projection  NN'  du  segment  MM'  sur  la  droite  DIV  soit  ägale 
4  +  SR  6n  supposant  que  le  sens  positif  soit  Gxä  sur  D. 

Pour  discuter,  on  laissera  R  constant  et  on  fera  seulement  varier  R'.  On 
pourra  prendre  comme  inconnue  Tangle  N'OM'.  (Lille,) 

Sl.  —  On  considöre  deux  cercles  O  et  O'  dont  les  rayons  sont  R  et  R'.  La 
distance  des  centres  est  ^gale  ä  d,  On  ddsigne  par  2u  fangle  des  tangentes 
communes  ext^rieures,  par  9&  celui  des  tangentes  communes  intärieures.  Gal- 
culer sin  tt,  sin  v,  sin  du,  sin  2v  en  fonction  de  R,  R'  et  d.  Gonnaissant  u,  v  et  la 
distance  €/,  trouver  R  et  R'.  Readre  les  formules  obtenues  calculables  par  loga- 
rithmes.  (Rennes.) 

St.  —  On  considdre  deux  circonförences  concentriques  de  centre  0  et  un 

rayon  ind^finiment  prolongö  OX. 

Soit  M  un  point  pris  sur  OX  et  ä  la  distance  du  centre  OM  =  x, 

On  mene,  d'un  m^nne  c6te  de  OX.  la  tangente  MA  ä  la  premiöre  circonference, 

qui  a  pour  rayon  K  =  4""  et  la  tangente  MB  k  la   seconde  qui  a  pour  rayon 

r  =  3-. 

MA 
D^terminer  x  de  fa^on  que  Ton  ait  -rrrr-  =:  m,  m  etant  un  nombre  donne 

Mo 
plus  petit  que  Kuniie. 

Trouver  ensuite  pour  quelle  valeur  de  m  les  triangles  OAB  et  MAB  sont 
semblables  et  par  suite  egaux. 

Galculer  pour  cette  derniere  valeur  de  m,  Pangle  AOB,  ainsi  que  la  longueur 
du  cöte  AB.  (Alger,) 

9S.  — .  D'un  point  A  on  m^ne  deux  tangentes  AT  et  AT'  ä  un  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  R.  Les  points  T  et  T'  divisent  la  circonference  en  deux  arcs 
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TBT'  et  TCT'.  Sachant  que  l'angle  TAT  ==  60%  baiculer  OA,  AT,  AT\  Tarc  TBr, 
rare  TCT',  Taire  ATBTA,  l'aire  ATCT'A,  et  le  rayon  de  la  circonförence 
circonscrite  au  tr^angle  ATT'.  [Rennes.) 

ft-i.  »  6tant  donn^  un  cercle  0  de  rayon  B  et  une  corde  AB  de  longueur 

•R^Y  on  m^ne  dans  le  grand  segment  la  corde  AC  faisant  avec  AB  un  angle 
«lonn^  « . 

On  demande : 

1*  De   r^soudre   le   triangle  ABC;  S*  de  d^terminer  a,   de  mani^re  que 

AC*  ^  BC*  =  mB*,  m  dösignant  un  nombre  positif  donnö. 

(Montpellier.) 

65.  —  Sur  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  B,  on  prend  un  point  fixe  A 
ei  on  m^ne  la  tangente  en  A;  sur  cette  tangente,  on  prend  un  point  fixe  B  k  une 
distance  donn^e  a  du  point  A.  On  Joint  le  point  B  ä  un  point  M  mobile  sur  le 
cercle : 

1*  £valuer  BM  en  fonction  de  B,  de  a  et  de  Tangle  9  de  OM  avec  OA; 

S*  D^terminer  9  de  fa^on  que  BM  =  /,  /  6tant  une  longueur  donn^e.  Discuter 
le  Probleme.  Examiner  le  cas  particulier  oii  Ton  a  : 


/  =  bV5  eta  =  Bv'3. 


{Montpellier.) 


56.  —  Par  un  point  A  pris  hors  d*un  cercle  de  centre  0  et  de  i*ayon  B,  on 
indne  une  s^cante  qui  rencontre  le  cercle  en  M  et  M\  en  faisant  avec  AO  un 
angle  x, 

1*  Calculer  la  distance  du  centre  0  k  cette  s^cante,  et  deterniiner  la  condition 
4  laquelle  doit  satisfaire  Tangte  x  pour  que  les  points  M  et  M'  existent ; 
3*  Calculer  x  de  fagon  que  la  corde  MM'  ait  une  longueur  donn^e  26; 
3**  Calculer  les  longueurs  AM  et  AM'.  {Grenoble.) 

59.  —  Soient  C  un  cercle  fixe  de  centre  0  et  P  un  point  fixe.  Par  les  deux 
points  0  et  P  on  fait  passer  un  cercle  variable  C  qui  rencontre  le  cercle  C  aux 
points  A  et  B.  En  A  et  B  on  möne  les  tangentes  au  cercle  C. 

l*  Trouver  le  Heu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  tangentes; 

S*  D4montrer  que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

{Bordeaux.) 

59.  —  On  considere  une  droite  sur  laquelle  on  marque  deux  points  A  et  B.  Un 
point  M  se  d^place  de  A  en  B  et  Ton  constrüit  les  triangles  ^quilat^raux  AMP> 
BMQ  du  möme  c6t6  de  AB. 

!•  Lieu  des  points  P  et  Q. 

2**  D^terminer  le  point  M  de  mani^re  que  PQ  ait  une  longueur  donn4e  /. 

S**  Etudierla  Variation  de  Taire  du  triangle  PMQ.  {Montpellier.) 

59.  —  On  a  dans  un  plan  deux  droites  paralleles  AA',  BB'  et  une  perpendi- 
culaire  commune  AB.  On  donne  entre  les  deux  paralleles  un  point  C  qui  se 
projette  en  D  sur  AB.  Une  droite  mobile  passant  par  C,  tourne  autour  de  ce 
point  et  rencontre  AA'  en  M  et  BB'  en  M',  Les  donnees  num6riques  etant  les 
suivantes  AD  =  2""' ;  DB  =  3*^"»;  DG  =  4*",  on  demande  d'6tudier  la  Variation  du 
rapport  des  aires  des  trapezes  AMGD,  AMM'B.  Ge  rapport  sera  exprimö  en 
fonction  du  segment  variable  AM  que  Ton  d^signera  par  x.  On  bornera  cette 
cetle  etude  au  cas  oü  les  deux  trapezes  sont  convexes.  {Älger.) 

«O.  —  On  donne  un  hexagone  regulier  ABCDEF,  de  cöt^  a.  !•  Trouver  sur  le 
p6rim6tre  de  cet  hexagone  un  point  M  tel  que  AM  divise  l'hexagone  en  deux 
parties  dont  les  aires  soient  dans  le  rapport  de  1  ä  3. 

2*  Calculer  la  longueur  AM.  {Poitiers.) 
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•f.  —  Calculer  ies  c6t^s  d*un  rectangle  connaissant  les  distances  />  et  9  d'un 
m^me  sommet  aux  milieux  des  cötös  qui  sont  issus  du  sommet  oppos^. 
Discussipn.  '  (IHjon.) 

Bt.  —  Dans  un  triangle  ABC  dont  la  base  BC  =  1"  et  la  hauteur  AH  =  1", 
on  peut  in^crire  une  inßnite  de  rectangles  tels  que  MNPQ  dont  Ies  hanleurs 
BK  =  x  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entre  a?  =  0  et  a;=l",  et  1*01 
demande  : 

V  L'expression  de  la  base  MN  du  rectangle  MNPQ  dont  la  hauteur  HK  =  a;; 
2*  Texpression  en  fonction  de  o?  de  la  surface  du  rectangle  MNPQ;  3"  T^tude  du 
mode  de  Variation  de  cette  surface  quand  a;  varie  de  0.4  1.  Trac6  graphitfoe 
repr^sentant  ce  mode  de  Variation.  Valeur  de  x  pour  .laquelle  le  rectangle 
MNPQ  a  la  plus  grande  surface.  {Äiger.) 

65.  —  On  considöre  un  rectangle  OACD  dont  les  cöt^s  ÖA  et  OB  seront  dfei- 
gnes  par  a  et  6.  Par  le  sommet  0,  on  Crace  deux  droites  OM  et  ON,  M  ^ant  le 
point  de  rencontre  deja  premiere  avec  la  droite  ind^finie  qui  contient  AC  et  N 
^tant  celui  de  la  seconde  avec  la  droite  qui  contient  BG.  Les  angles  AOM  et  BON, 
compt^s  respectivement  k  parlir  de  OA  et  de  OB,  sont  egaux  et  de  sens  oppos^s. 
D^terminer  leur  valeur  commune  x  de  fa^on  que  MN  ait  une  longueur  donnee  k, 
Discuter.  {Nancy.) 

04.  ^  Une  droite  AB  dont  la  longueur  est  de  6"*  est,  partagee  en  deox 
parties  AM  =  j?  ei  MB  =  6  —  a;,  et  Ton  demande  d'ötudier  la  maniere  dont  varie 
la  somme  des  surfaces  des  carr^s  construits  sur  les  segoients  AM  et  MB  lorsque 
X  varie  de  OäG"".  ~  On  construira  le  graphique  auquel  conduit  cette  etude. 

•S.  ~  On  donne  un  point  P  sur  la  bissectrice  de  Tangle  droit  AOB  disfant 
d*une  longueur  a  de  OA  et  de  OB. 

Par  le  point  P  on  mene  une  s^cante  CPO  qui  rencontre  OA  et  OB  respective- 
ment aux  points  G  et  D  et  Ton  d^signe  par  x  la  distance  CE  du  point  C  ä  la  pro- 
jection  E  de  P  sur  OA. 

PC 

1*  Calculer  en  fonction  de  a  et  de  a?  la  longueur  PC  et  le  rapport  -^^*  En 

d^duire  la  longueur  PD  et  le  produit  PC  X  PD. 

2»  D^terminer  x  de  fa^on  que  lo  produit  PC  X  PD  ait  une  valeur  doiweeK*. 

3*  Quelle  est  la  valeur  minimum  que  peut  prendre  le  produit  PC  X  PD, 
lorsque  a  ötant  donne,  la  söcante  CPD  tourne  autour  du  point  P. 

(Toulouse.) 

66.  —  On  donne  sur  une  droite  XY  deux  points  P  et  Q.  Par  le  milieu  0  de 
PQ,  OB  mene  une  demi-droite  OZ.  D^terminer  Tangle  POZ  =  x  qu'cltedcpit  faire 
avec  OP  pour  que  si  on  däsigne  par  M  la  projection  orthogonale  de  Fsoi*  02^  an 
ait 

PM  4-  QM  =  /,  /  6tant  une  longueur  donnee. 

On  posera  OP  =  OQ  =  a.  (Bastin:) 

61.  —  On  donne  deux  points  fixes  A  et  B  et  une  droite  indöfinie  pa»aant 
pai-  A  et  faisant  avec  AB  un  angle  de  60*.  Trouver  sur  cette  droite  un  poiat  M  IjbI 
que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points  A  et  B  ait  une  valeur  dono^e  ^. 
On  fera  AB  =  2c.  .  {Paris.) 

68.  —  On  donne  deux  points  fixes  A,  B.  Soit  0  le  milieu  de  AB.  Par  le  point 
A  on  mene  une  demi-droite  AZ  faisant  un  angle  aigu  x  avec  la  direction  AB.  On 
projette  le  point  B  en  G,  sur  AZ.  On  construit  sur  AC  et  extörieurement  au 
triangle  ABC,  un  triangle  6quilat6ral  ACM. 

Däterminer  Fangle  BAC  =  x,  de  fagon  que  OM  soit  6gal  k  une  longueur 
donnöe  /.  On  posera  OA  =  OB  =  a.  Discussion.  {Äjaccio.) 
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«».  —  On  donne  uti  angle  XOV  valanl  45-,  et  sur  l'un  des  cöt^s  de  ce 
du  mäme  cOlä  du  potnt  0,  deux  poinU  A  el  B:  od  prendra  CA  =  a)  0 
l'aulre  cöti  de  rangle  un  point  H  tel  que  la  somme  dei 
l  et  MB  ait  une  valeur  donn^  c*.  {Grenoble 

HO.  —  Oti  donne  deut  demi-droites  OX,  OY,  un  poinl  P  i  ViMir 
l'aiigle ; 

OP  =  A,  POX  =  I,  POY  =  p. 

Par  Je  point  P  on  m^tie  une  droite  coupant  les  deux  eüUs  de  l'ang 
fltB.  Caiculor  en  fonciioii  de  OPA  =  x  l'expression  ^T"  "*"  ■M'  *'  ^*" 
l'angle  x  pour  que  celte  etpression  soll  igale  4  -t-.  h  ftant  un  nombre  w 
Discussion.  —  Gas  oii  a  =  ß.  {Poitteis.) 

VI.  —  Od  donne  deitx  droiles  paralleles  A  et  j 
commune  AA'  A  ce«  deui  droitea,  A  ätant  sur  A  et  A'  $ 
B  de  AA'  et  le  miljeu  C  de  AB. 

Mener  par  B  et  C  deux  droites  paralleles  MBM',  NCN',  telleg  que  le  p^rim^tre 
du  paralUlogramme  MNN'M'  soit  ^gal  A  une  longueur  donnie  S'.  DiscuB^ion. 

Sola.  —  On  däsigne  par  M  et  ,N  les  points  d'inierseclion  des  deux  paralleles 
demandie»  avec  A,  par  M'  et  N'  leurs  points  il'jnterseiitioii  avec  A'.  On  nppellera 
ia  la  distance  AA',  et  l'oo  prendra  pour  inconnue  rangle  AUM  =  J^ 

{Saiicy.) 

IS.  —  Caiculer  les  deux  bases  d'un  trapize  isouele  connaissani  la  longnear 
a  de  la  diagonale,  celle  b  d'un  des  cüläe  non  paralleles,  et  l'angle  aigu  x  de  la 
diagonale  avec  les  bases.  Discussion. 

Application  numärique  :  Caiculer  les  basesä  moins  de  1",  sacbant  qtw  a  = 
5-,  ö  =  8-,  :E  =  30".  {Com.) 

IS.  —  On  üonne  un  rectangle  ABCD  dont  les  dimensions  sont  AB  =■  'i2~, 
AD  =  18". 

Un  point  mobile  H,  parcourl  la  droite  ind^finie  AB  d'un  mouvement  uniforme, 
avec  une  vilesse  de  3~.  et  daus  le  ^ens  DA. 

Sachantque  le  mobile  M'  passe  en  D  au  n 
demande  d'exprimer,  en  Tonclion  du  (erapfi.  r> 

L'expression  alg^brique  de  cetle  aire  oonvient-elle  au  cas  oii  les  points  M  et 
M'  se  Irouveraient  sur  les  prolongements  des  cAt^s  AB  ou  AD?  Peul>i1  arriver 
quo  les  trois  point  C,  M  et  M'  se  Irouvenl  en  ligne  droite  ?  {Alf/er.) 

74.  —  On  donne  daoa  un  plan,  deux  droiles  reclangulaires  X'OX,  VOV  et 
tur  la  premiere  un  point  A  situä  k  M-  ä  gauche  du  point  O, 

Former  l'^uaiion  du  mouvement  d'un  mobile  qul,  ä  l'origine  du  (emps,  se 
trouve  au  point  A  et  qui  est  amtai  d'une  vitesse  cousEante  de  80-  par  miouie, 
dirig^e  vers  la  droite  :  on  prend  le  poinl  O  comme  origine  des  distancea. 

Cela  posä,  on  considire  un  cercle  C  de  !5-  de  rayon,  tangent  aui  demi- 
droiies  OX,  OY,  et  un  observaleur  ajant  son  (eil  au  poinl  B  situä  sur  OY  &  lOO' 
du  point  0.- 

Ün  demande  enire  quetles  epoques  le  mobile  consid^ri  serait  invisible  pour 
Tobservateur  B,  en  supposant  le  cercle  C  opaque.  {Com.) 
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Problömes  du  Baccalauröat  (Math^icatiqubs  A). 


1 .  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R  et  un  point  I  dans  soa 
plan,  tel  que  Ol  =  3R  : 

1»  Döterminer  sur  Ol  deux  poinls  M  et  N,  situ^s  d'un  m^me  cöt6  de  0,  tels 
que  le  point  i  soit  le  milieu  du  segment  MN  et  tels  qne  le  produit  OM  x  ON 
soit  ^gal  ä  RV  Calculer  OM  et  ON ; 

2"  Üeterminer  sur  le  cercle  donn^  un  point  P  tel  que  PM*  -|-  PN*  =  5/*, 

/  designant  une  longueur  doiin^e.  Entre  quelles  limites  doit  ötre  comprise  l 
pour  que  le  probleme  soit  possible ; 

B"  Calculer  en  fonction  de  R  et  de  /  le  p^rimetre  du  triangle  PMN  et 
indiquer  sa  Variation  lorsque  /  varie  entre  les  limites  trouvees.       {Alger,) 

2.  —  Soient  C  un  cercie  fixe  de  centre  0,  P  un  point  fixe  donn^  et  AB  un 
diametre  variable  du  cercle  C  : 

1*  Demontrer  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  PAB  decrit  une 
droite,  et  que  ce  cercie  passe  par  un  point  fixe; 

2<*  Les  droites  PA,  PB  coupent  le  cercie  C  en  deux  autres  points  A'B'; 
demontrer  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  PA'B'  passe  pär  un  point  fixe, 
et  que  la  droite  A'B'  passe  ^galement  par  un  autre  point  fixe.      {Bordeaux») 

S.  —  On  donne  dans  un  plan,  deux  points  A  et  B;  soit  A  la  droite  perpen* 
diculaire  k  AB  et  passant  par  le  milieu  0  de  AB;  soit  M  un  point  variable  de  A. 
Le  cercle  passant  par  A,  B,  M  coope  A  en  un  second  point  P;  soit  Q  le  milieu  de 
OP.  On  demande  d*6tudier  la  Variation  de  la  longueur  MQ  quand  M  se  d^place 
sur  A.  {Dijon,) 

4.  — •  On  donne  sur  un  cercle  de  centre  C  un  point  A  et  un  autre  point  B 
situä  sur  le  diametre  CA.  On  Joint  le  point  A  ä  un  point  M  du  cercle;  le  point  B 
au  point  M'  diam6tralement  oppos^  sur  le  cercle;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  P  des  deux  droites  obtenues  AM,  BaM^  lorsque  le  point  Msedeplace 
sur  le  cercle.  (Ciermont,) 

5.  -—  On  donne  une  circonference  de  rayon  R,  un  diametre  BC  et  un  point 
A  sur  ce  diametre,  k  une  distance  a  du  centre  O  de  la  circonference.  On 
demande  de  mener  par  le  point  A,  une  secante  MN  de  fa^on  que  la  surface  du 
quadrilatere  BMNC  soit  maximum.  {Dijon.) 

6.  —  On  consid^re  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  deux  ctrconf^rences, 
Tune  de  rayon  a  tangente  en  0  a  Oj?,  Tautre  de  rayon  b  tangente  en  0  A  Oy,  et 
enfin  une  droite  A  qui  tourne  autour  du  point  0. 

La  droite  A  rencontre  les  deux  circonf^rences  eh  A  et  en  B,  qui  se  projettent 
en  A'  et  B'  sur  Ox.  Studier  la  Variation  de  la  longueur  du  segment  A'B'. 

{Besan^on.) 

*.  —  On  donne  une  circonference  de  centre  0  et  de  rayon  R,  et  un  point  A 
exterieur  situ^  k  la  distance  a  du  centre.  On  mene  le  diametre  OA  qui  coupe 
en  B  et  en  G  la  circonference,  et  une  s6cante  qui  la  coupe  en  D  et  £.  On 
demande : 

1'  D'evaluer  Taire  du  quadrilatere  en  fonction  de  la  distance  09s=sx  du 
centre  0  A  la  söcante  ADE ; 

2*  D'^galer  a  z^ro  la  deriv6e  de  cette  aire  par  rappori  k  la  variable  x; 
3*  de  montrer  qu'on  obtient  la  möme  equation  en  ^crivant  que  la  projection 
de  DE  sur  BC  est  ^gale  au  rayon  R.  (Dijon,) 
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On  donne  un  angle  6  et  uns  circonfirence  de  rajon  B  tnscrite  di 
On  m^ne  ensuite  une  tangenle  quelconqoe  &  celle  circonf£ren 
«Lite  coupe  leg  cöi^s  de  l'angle  en  dem  points  üiati  ä  dUtances  z  t 
lt.  On  demande  quelle  relatioa  eiUte  enire  x  el  y.         {Dijon.) 

La  droite  BC  est  perpendiculaire  au  diamitre  CA  d'une  demicirci 
In  rayon  vecteur  OPM  rencontre  BC  en  P  et  1a  demi-circonfärence 
re  rayon  vecleur  rencontre  BC  en  i"  et  la  demi-clrconfärence  en 
eOP'  =  OM,  prouver  que  OP  =  OM'. 

OA=:a,  OB  =  A,  »rangle  MOA,  j:' l'angle  M'OA;  trouver  uneretat 

ingles  x,3^  et  les  longueurs  a  et  A. 

ir  l'angle  x  dans  le  cas  parliculier  oii  b^S^a  et  x'  ^  x. 

iPoilitr,.) 

ßtant  donn£  un  deihi-cercle  ds  diamitre  AB  =  SR,  Ironver  sur  c« 
le  un  point  P  lel  qu'en  abaissant  la  perpendiculaire  PM  lur  le  diamitr« 
:,  l  «tant  un  nombre  doimä, 

9AM  — AP=i 

Quelles  limites  varie  9AM  —  AP  lorsque  P  parcourt  le  demi-cercle T 
i(i<m.    —    Calculer  AM  k  I  cenlimfetre   pri«,  sachant  que  l'on  a 
[Grmoble.) 

Sur  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R  on  conaldAre  deux  cordes 
n  m^me  poini  A  du  cercle  et  faisant  avec  OA  des  angles  b  et  ß.  Une 
le  quetconque  coupant  les  premi^res  en  B  et  en  C  est  d^Bnie  par  sa 

au  point  0  et  par  l'angle  x  que  foni  \es  perpendiculaires  abaie«to 
LBetsurBG. 
lande  les  expresslons  des  cötJB  et  de  l'aire  du  triangle  ABC. 

{Uoniptllitr.) 

ätant  donn^  un  cercle  de  rayon  R  el  un  point  Interieur  A,  ä  ladis- 
I  centre  0,  on  considire  un  quadrilatere  BCB'tT  insc.rit  dana  le  cercle 
i  diagonales  BB',  CC'  se  coupent  au  point  A;  l'angle  BACa  une  valeur 

),  moindre  que  —  :  soit  AD  sa  bissectrice. 

r  l'aire  du  quadrilatere  BC  B'C  en  fonction  de  R,  a  et  f  el  de  l'angle 
i  d^lgnera  par  x;  chacun  des  angles  .i:-et  Sf  est  mesurä  par  l'arc 
cepte  Mir  une  circonfärence  de  rayon  1  ayant  son  centre  en  A. 
r  comment  l'aire  consid^r^  varie  afec  x.  (Caea.) 

Un  cercle  de  centre  0'  et  de  rayon  r  est  int^rieur  A  un  cercle  de 
t  de  rayon  R ;  la  distance  des  centres  est  d. 

fioint  A  du  cercle  0'  on  m^ne  une  tangente  qui  eoupe  le  cercte  0  en  B 
'mlner  l'nngle  s  que  doit  faire  celte  tangente  avec,  la  ligne  des  centres 

que  le  rapport  — ^  soit  Sgat  i  une  quantiti  donnäe  que  l'on  repr^ 

K  +  1     „. 
'k^'"^"'*'-  {LilU.) 

On  donne  deux  circoar^rences  de  mime  centre  0  et  de  rayon  o  et  t 

sidire  un  point  fixe  A  sur  la  circonKrence  de  rayon  a.  Par  ce  point 
ine  demi-droite  faisant  l'angle  x  avec  OA,  coupant  en  I  la  circonH- 
ayon  o  et  en  M  la  circonfärence  de  rayon  b. 
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On  m^ne  en  I  ä  la  circonf^rence  interieure  1a  tang^ente  limit4e  en  P  et  Q  par 
la  circonf^rence  exlörieure : 

1*  Galculer  en  fonction  de  Tändle  x  et  des  doan^es  Taire  du  triangle  PMQ ; 

3*  Dans  le  cas  oü  6  =  a\/s,  d^terminer  Vangle  x  de  fayon  que  cette  aire  soit 
^gale'ä  ma^^  m  ötant  un  nombre  donnö.  Discuter  par  rapport  k  mi 

S*  Döjerminer,  dans  la  möme  hypothese  (6  =  a\/2),  la  valeur  de  m  pour 
laquelle  le  qaadrilatere  APMQ  est  un  parall6!ogramme.  {Alger.) 

15.  —  On  donne  une  circonfi^rence  de  centre  0  et  un  poiiU  P  ext^rieur  ji 
cette  circonf^rence.  En  un  point  A  de  la  circonf^rence  on  mene  la  tangente  qui 
rencontre  le  diam^tre  OP  au  point  B. 

On  demande  d'^tudter  la  Variation  de  Taire  du  triangle  PAB  quand  Tangle 
POA  varie  de  0"  ä  180\ 

Representation  graphique  de  cette  Variation. 

Nota.  —  On  d^signera  par  R  le  rayon  de  la  circonf^rence  et  par  a  la 
distance  OP.  On  posera 

POA  =  qp.  (Bordeaux.) 

16.  —  Dans  un  cercle  de  rayon  R,  est  inscrit  un  triangle  isocele  BAG 
(AB  =  AG),  dans  lequel  Tangle  au  sommet  BAC  est  ^gal  k  ^x. 

Galculer  en  fonction  de  x^  les  cöt^s  AB,  BG  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit. 

Studier  la  Variation  de  r  quand  x  varie ;  d^terminer  le  maximum  de  r  et  la 
valeur  cor respondante  de  ar.  [Paris,) 

iV.  —  EBC  est  un  triangle  rectangle  en  E.  Sur  la  hauteur  EH  comme 
diametre  on  d^crit  une  circonfSrence  qui  coupe  EB  en  A  et  EG  en  D.  On  mene 
la  droite  AD  qui  coupe  EH  en  0.  On  d^signe  EH  par  2R  et  Tangle  HOA  par  f. 

1*  Galculer  les  angles,  les  cöt^s,  les  diagonales  et  Tairedu  quadrilatere  ABGD; 

2*  Prouver  qu'il  existe  une  circonKrence  passant  par  les  points  ABGD  et 
montrer  qu'elle  coupe  EH  en  deux  points  ind^pendants  de  Tangle  9. 

(Bordeaux.) 

18.  —  Dans  un  triangle  ^quilat^ral  ABG  on  prend  le  milieu  0  de  la  hauteur 
issue  du  sommet  A.  On  mene  par  ce  point  0  trois  droites  OP,  00,  OR  qui  ren- 
contrent  le  p^rimötre  du  triangle  aux  points  P,  Q,  R  et  qui  partagent  la  surface 
du  triangle  en  trois  surfaces  äquivalentes. 

Galculer  la  somme  des  carr^s 

ÖP*  +  ÖQ'  +  OR* 

lorsque  le  point  P  est  au  milieu  de  Tun  des  cöt^s  du  triangle. 

Studier  la  Variation  de  cette  somme  lorsque  le  point  P  parcourt  le  p^rim^tre 
du  triangle.  {Nice.) 

19.  —  Un  triangle  isocele  varie  de  mani^re  que  son  sommet  0,  point  de 
rencontre  des  deux  cöt^s  ägaux  OA  et  OB,  soit  fixe,  la  longueur  commune 
donn<§e  /  de  ces  deux  cöt^s  OA  et  OB  restant  constante.  On  admet  de  plus  que,  en 

d^signant  par  xOk  =  a,  a:OB  =  b  les  angles  que  fönt  avec  une  direction  fixe 

Ox  les  cöt^s  OA  et  OB  du  triangle  dans  chacune  de  ses  positions,  on  a  constam- 

a  b 

nient  le  produit  tg  -^xtg  —  =i  K^lk  6tant  une  constante  positive.  On  demande 

de  montrer  que  le  troisieme  cöt^,  AB,  du  triangle  passe  par  un  point  fixe  G,  et 
de  d^terminerce  point.  ^  (Lyon.) 

tO.  —  Un  triangle  isocele  OAB,  d6  base  AB  ^gale  ä  3  et  d'angle  au  sommel 
AGB  ^ga)  k  60^,  tourne  dans  son  plan  et  dans  un  sens  donnä,  autour  de  son 
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0  suppos£  fixe.  Caicuter  rangle  «  que  fait  la  liauteiir  OK  du  triangle 
drolle  tixe  OX,  isaue  du  sommet  0,  au  moment  uü  la  aistance  AC  du 
cette  droite  XX'  prend  une  valeur  ^le  t  un  nombre  ilonn£  n.  DiKuter. 

:alion  :  >i  =  ^/"3.  {Nancy.) 

-  L'n  Iriangle  ABC  parcouru  tlans  l'onlre  alphaMtiqae  d«  scä  sommetB 
id  ä  une  rolation  ä  droite.  Soient  a,  ß,  y  \es  valeurs  de  ses  angles. 
Igura  plane  gIJssant  ilans  son  plan  qui  est  aassi  celui  du  Iriangle  »e 
Ktr  troU  rotations  ä  di-oile,  rolations  respectivemenl  ^aleä  ä  a,  ß,  f  et 

1  respeclivemenl  el  dans  l'ordre  indiquä  t  1*  autour  de  A  ;  ^  aulour  de 
in  Bi  occup^  aprts  la'.premiere  rolation  par  le  poiiit  de  la  flgurt 
iituä  en  B  i  3*  aulour  de  la  position  C,  occup^e  apres  ies  ileux  premiires 
par  un  point  de  la  flgure  d'abord  situä  en  C. 

mande  de  prfciser  la  grandeur  et  le  cenire  de  la  rolation  «qwivalente 
s  diplacemenis  successifs.  {Btsan^n.) 

-  On  donne  un  triangie  £quilat£ral  ABC  dans  lequel  le  cfiti  etl  £gal  a 
ointF  surle  cM  BC  iladUUnce  b  du  sommet  B. 

f  une  parallele  DE  ä  BC,  teile  que  le  Mgment  DE,  iiitercepl^  dans 
,  eoil  vu  du  point  F  sous  an  angle  droit,  c'efit-ä-dire  que  langte  DFE 
..  DiscuESion.  (Toulouit.) 

-  On  donne  dans  un  triangie  te  cAt^  o,  la  hauteur  correapoodanle  h  et 
r  du  cercle  inscril. 

terminer  l'angle  A  opposi  i  a  et  les  deux  autres  eölAi  A  et  c  du 
Onne  demande  paa  de  rendre  lesformulescatculables  par logarilhmes ; 
istruire  le  triangie ; 

cuter  en  r^ardani  h  comme  variable,  les  autres  donnto  reatant  fixes. 
iGrenoble.) 

~  Connaissanl  les  cöt£s  d'un  triangie  id'jcele.  calculer  le  rayoa  de  la 
eac4  inscrite.  le  rayon  de  la  circonfärence  circonscrile.  et  la  dislance 
es  de  ces  deux  circonfärencea.  Eu  dMuire  la  relallon  qui  e>iele  entre 
rayons  et  la  distance  des  ceatres.  {Mon^Uier.) 

-  Dans  un  tj'iangle  on  donne  un  angle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit ;  on 
la  relation  qui  exiate  entre  les  cAiie  de  ce  triangie  qui  comprenueni 

jnne.  (Dv'on.) 

-  R^aoudre  un  triangie  dont  on  donne  un  angle  A,  le  rayon  R  du  rercle 
it  el  le  rayun  r  du  cercle  inecrit.  Diaculer  en  supposant  i-  et  it  äxea  et 
t  varier  A ;  roontrer  que  pour  que  le  probl^nne  soit  possible,  le  rapporl 

quantiijs  R  et  r  ne  doit  pas  Mre  pris  arbilrairement.  Indiquer  une 
Jon  gfom^trique  du  triangie.  {Toulouae.) 

-  Dans  un  triangie  ABC  on  donne  la  base  BC  =  a,  I'angle  A  et  la  difK- 
es  angles  B,  C  : 

euler  les  angles  B,  C  et  lea  cAt£s  6,  c; 

euler  le  carr£  de  la  mediane  issue  du  aommet  A,  en  fonction  de  a,  A,  i; 
lignant  ce  carr£  par  y.  Taiaant  x  =  coe  A  el  supposanl  £  =  60*.  studier 
,  y  Tarie  avec  *,  el  conatruire  la  courbe  qui  donne  oetie  varialion  en  la 
It  sa  parlie  utile.  (iljaedo.) 

-  Construire  un  triangie  connaissant  un  cötä  o,  I«  aomme  h  +  e  des 
■es  cAtM,  et  te  rayon  r  du  cercle  iOBcrit.  Discussion. 

ler  I'angle  A,lorsquea  =  3,  6  +  e=5,B,  r=0,7. 

[Bordeaux.) 
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19.  —  tiani  donne  un  triangle  öquilatdral  ABC,  on  prend  sur  la  base  BC  un 
point  P  ftitu4  ä  une  distance  du  pied  H  de  la  hauteur  AH  ägale  ä  cette  bauteur 
(HP  =  AH) ;  et  par  ce  point  P,  on  mene  une  droite  quelconque  qui  rencontre  en 
R  le  cöte  AB»  et  en  S  le  cöte  AC. 

1*  Exprimer  les  longueurs  BR  et  CS  en  fonction  du  c6te  a  du  triangle  ^quila« 

teral  ABC  et  de  l'angle  x  =  BPR ; 

2*  Transformer  les  expressions  trouv^es  de  mani^re  que  Fangle  x  n*y  ßgure 
que  par  sa  tangente ; 

3*  j^tudier  les  \ariations  de  la  difFörence  y  =  BR  —  CS,  lorsque  la  secante  PR 
tourne  autour  du  point  P  (depuis  la  positiori  initiale  PB  jusqu'ä  ia  position 
finale  PA).  (Lyon.) 


».  —  Dans  un  triangle  ABC,  Tangle  A  est  6gal  ä,  130%  le  cöt^  AB  =  5  et  le 
cM€  AC  ?=  3 : 

•     1-  Calcuier  lecdt^BC; 

3*  Sur  la  bissectrice  indefinie  x'x  de  langle  A,  on  prend  un  point  M  tel  que 

MB 

AM  =  x.  j^tudier  les  variations  du  rapport  -^rx-'  — ^  Maximum  et  minimum; 

MC 

3*  D^montrer  que  les  points  W^  M-'  qui  correspondent  au  maximum  et  au 

MB 

minimum  du  rapport  —-^  sont  le  centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre  du  cerde 

MG 

ex -inscrit  dans  Tangle  A  au  triangle  ABC.  (Toulouse.) 

Sl.  —  Studier  la  Variation  de  la  surface  d'un  trapeze  birectangle,  sachant 
que  Tun  des  deux  cöt^s  paralleles  a  une  longueurconstamment  6gale  k  a,  et  le 
p^rim^tre  une  longueur  constamment  «gale  k  ia,  (Caen.) 

SS.  ~  Par  le  sommet  C  d'un  triangle  ABC,  on  no^ne  une  droite  CX  sur 
laquelle  on  abaisse,  des  sommets  A  et  B  des  perpendiculaires.  D^terminer  la 
Position  de  la  droite  CX  de  maniere  que  le  trapeze  ainsi  construit  ait  une 
surface  donn^e  m'.  Discuter.  (Poitiers.) 

SS.  —  ABCD  est  un  trapeze  isocele,  AB  est  la  grande  base  et  AC  =  BD.  On 
pose  : 

AB  =  9a,    AC  =  6,    BAC  =  x: 
1*  Caiculer  la  surface  du  trapeze  en  fonction  de  a,  b^x; 

2*  Caiculer  la  d^riv^e  de  S  en  fonction  de  :r; 

3*  Studier  la  Variation  de  S  quand  x  croit  de  0*  k  90*. 

(Montpellier,) 

S4.  ~  On  donne  les  deux  bases  Sa  et  36  d*un  trapeze  isocele  et  la  valeor 
commune  c  des  deux  autres  cöt^s. 

Caiculer  les  angles  du  trapeze,  les  diagonales,  Tangle  6  que  fönt  entreeiles  les 

diagonales  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit. 

a 
Entre  quelles  limites  doit  6tre  compris  le  rapport  -r-  des  deux  bases. 

1*  Si  Ton  suppose  c  moyenne  arithm^tique  entre  a  et  6; 

3*  Si  l*on  suppose  c  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  6? 

Caiculer  d  et  R  en  supposant  a  =  4",  6  =  9*,  c  =  6".        (Ortnoble.) 

SS(.  —  Soit  un  angle  XOY  =  a;  sur  le  c6t6  OX,  on  donne  deux  points  fixes 
A  et  B,  teis  que  OA  =:  a,  et  OB  =  6,  puls,  sur  le  cöt^  OY,  on  consid^re  un  point 
variable  51  dont  la  distance  au  point  0  est  repr^sent^e  par  x  =  OM. 
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fetudier  la  Variation  du  rapport  -rr^  ( ou  de  son  carr6        __  i  quand  le 

MB   \  MB«  / 

point  M  parcourt  la  droite  ind^flnie    OY.  Dessiner  le  (i^raphique  repr^sentant 
•ette  Variation  avec  les  donn^es 

a  =  3,  6  =  5, /^~=y/i.. 

MA 

Dösignant  par  M'  et  M''  les  points  de  OY  pour  iesquels  le  rapport  -rr^ 

MB 

'f^y  atteint  son  maximum  et  son  maximum  et  par  I  le  milieu  de  MW,  expricter  en 

fonction  de  a,  6,  a,  la  dislance  Ol  et  vörifler  que  Ton  a : 

W^i.'  ^  IM' =  IM"  =  U  =  IB. 

!F^'-'.-   .  MA 

^i  Montrer  enfin  qu'il  existe  une  valeur  de  x  pour  laquelle  le  rapport  -rr^  reste 

constant  quand  mdme  a    varlerait  de  o  ä  n,  de  sorte  que  le  point  M  d^crirait 
une  circonference  de  centre  0.  (Alger.) 


^  S6.  —  Un  angle  BAC  de  valeur  constante  et  donn^e  A  pivote  dans  un  plan 

^.  autour  de  son  sommet  A,  qui  reste  fixe.  Les  longueurs  des  cbt^s  AB,  AG  varient 

'0r:  ensemble  de  teile  fa^on  que  Taire  du  triangle  ABC  demeure  äquivalente  ä  celle 

d*un  carr6  de  cötö  donne  K.  ^ 


1*  Quel  est  le  lieu  g^om^trique  d^crit  par  le  poids  C  lorsque  le  point  B  d^crit 
soit  une  droite  fixe  X,  soit  une  Conference  S  passant  par  le  point  A  ? 

2"  Quelles  seront  les  longueurs  AG  =  6,  AB  z=z  c  des  cötes  de  Tangle  BAC 
lorsque  le  troisi^nie  c6te  BG  du  triangle  aura  une  longueur  donnäe  a  ?En  appelant 

Vn-  '^  a* 

Sf.  i  9  l'angle  aigu  döfini  par  tg  (^  =:  -rrr»  rendre  logarithmiques  les  expressions  de 


6  +  c  6  —  c 

et 


2  2 

f^i  Minimum  de  a  pour  des  valeurs  donnäes  de  A  et  de  K.  Valeurs  de  6  et  c 

iv'  .  correspondant  ä  ce  minimum  de  a. 

|T%  Calculer  &et  c  en  supposant  que  le  cosinus  de  Tangle  A  est  ^gal  ä  0,35  = 

1 

-J-»  que  le  cöte  K  du  carr6  äquivalent  au  triangle  est  ^gal  ä  l'",437  et  que  le 

cöte  a  est  6gal  4  3'",26.  (Grenoble,) 

39.  —  Deux  points  lumineux  fixes  A,  B  dont  on  d^signera  la  distance 
mutuelle  par  a,  ^clairent  un  point  M.  Les  intensitös  lumineuses  des  points  A  etB 
sont  Egales  et  la  lumi^re  totale  re^ue  par  le  point  M  est  ögale  ä  la  somme  des 
inverses  des  carr^s  des  distances  AM  et  BM. 

Le  point  M  parcourt  une  droite  parallele  k  AB. 

Gette  droite  passe  par  un  point  G,  äquidistant  des  points  A'et  B  et  situ^  ä  une 
distance  b  de  chacun  d'eux. 

On  d^signera  par  x  la  distance  variable  GM. 

£)tudier  la  Variation  de  Tintensitii  de  la  iumiere  que  re^oit  le  point  B. 

Determiner  ses  maxima  et  minima;  discuter  les  diverses  circonstances  qui 
peuvent  se  präsenter  suivant  la  valeur  du  rapport  de  GA  ä  AB. 

(Toulouse.) 


LIVRE  V 
PLAN  ET  LI6NE  DROITE 


CHAPITRE  PREMIER 

Dötennination  d'un  plan.  —  Drolte  et  plai^  pei*^ 
pendiculairee.  —  Propriöt6s  de  la  perpendicu- 
laire  et  des  obliques  men6es  d'un  mäiue  point 
&  un  plan. 


1 1".  —  DETERMINATION  D'UN  PLAN 
Dißnitiofis. 

495.  —  On  sait  (29)  que  le  plan  est  une  surface  teile,  qu'ell« 
contient  tout  entiSre  la  droite  qui  Joint  deux  de  ses  points  pris  k 
volonte. 

D'apräs  celte  d^ßnilion,  une  droite  et  un  plan  ne  peuvent  occaper 
dans  I'espace  que  trois  positions  relatives  : 

1»  Une  droite  teile  que 
AB  peut  avoirdeuK  points  . 

dans  le  plan  P;  alors  eile 
y  est  contenue  tout  enti^re ; 

2"  Une  droite  teile  que 
r.l)  peut  n'avoir  qu'un 
point  0  de  commlin  avec 
le  plan  P;  alors  le  point  0 
oü  la  droite  rencontre  le 
plan, est  lepiedäela droite 
snrleplan; 

30  Une  droite  teile  que  fig.  348. 

EP    pout    n'avoir   aucun 

point  de  commun  avec  le  plan  P ;  c'est,  par  cons^quent,  une  paraf- 
;^/eäceplan. 
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Deux  plans  sont  paralleles  lorsqu'ils  ne  peuvent  se  rencontrer 
quclque  distance  qu'on  les  prolonge. 

Le  plan  a  unc  etendue  illimitee;  mais,  pour  faciliter  les  demc 
«trations  et  fixer  les  id^s,  on  !e  repr^eente  par  des  figures  limit6 
ordinairement  par  un  parall^logramme. 

TBtORtUK 

486.  —  Par  une  droite  on  peut  faire 
passer  une  infinit^  de  plans  difßrents. 

Soit,  en  effet,  la  droite  AB  :  si  Ton 
suppose  qiie  Ton  fasse  colncider  avec  AB 
une  droite  menöe  dnns  un  plan  quelcon- 
qiie  P,  ce  plan  P  passerä  par  AB.  Or,  si 
Ton  fait  tourner  P  autonr  de  AB,  il  pren- 
dra  des  positions  P,,  P,...,  qui  seront 
autant  de  plans  difT^rents  passant  par  AB. 

Une  porte  qui  tourne  sur  ses  gonds 
rend  tr^s  sensible  la  demonstration  de  ce 
thöor^me,  puisque  chaque  position  qu'elle 
occupe  determine  un  plan  nouveau  pas-  fio.  3i9. 

sant  par  ses  points  d'appui. 

Deux  points,  ou  une  droite,  ne  sufßsent  donc  pas  pour  dätermii 
la  Position  d'un  plan. 

THäOR^HE 

497.  — Par  deux  droites  qui  se  coupeat.  on  peul  faire  passer 
plan  et  on  ne  peut  en  faire  passer  gu'un  serä. 

Soient  les  deux  droites  AB,  AG  qui  se  coupent  au  point  \.  Ima 
nons  un  plan  contenant  la  droite  AB;  si  nous  le  faisons  tour 
autour  de  cette  di-oite,  il  rencontrera  dans 
eon  mouvement  le  point  C;  alors  sa  position 
sera  compl^ement  determin^e,  etla  ligne  AC, 
qui  aura  deux points,  Aet  C,dans  ceplan,  s'y 
trouvera  tout  entiöre.  II  yaparcons^quentun 
plan  passant  par  les  deux  droites  donn^es. 

Ceplanestd'ailleursleseul  qui  puisse  passer 
par  les  deux  droites  donn^es ;  car,  si  on  conti- 
nueä^efairetournerautourdeAB,ilcesseradc  yiG.  350. 

contenir  le  point  C,  et,  par  suite,  la  droite  AC. 

498.  CoroUalre  I.  —  Une  droite  AB  et  un  point  exteriei 
(fig.  350)  d^terminent  «»  plan;  car,  si  Ton  möne  AC,  on  rentre  d 
le  cas  de  deux  droites  qui  se  coupent. 

Donc,  une  droite  rwAile  qui  iappuie  sur  une  droite  fixe  et  p 
far  un  point  fixe  exUrimr  engendre  un  plan. 
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4d9.  Gorallalre  II.  —  Trois  poiitts  A,  Ü,  C  (ßg.  350),  iioii 
en  ligne  droite,  äetermiiient  un  plan;  car,  si  on  Joint  Ic  point  A  aux 
points  B  et  C,  on  aura  encore  deux  droites  AB,  AC  qui  sc  coupent  et 
qui,  par  cons^quent,  determinent  la  pogition  d'un  plan. 

600;  Corollalre  III.  —  Deux  paralleles  \B,  CD  determiitent 
la  Position  d'un  plan.  Ces  paralleles 
soht  dans  un  rnSme  plan  (93),  et  Tod 
ne  peut  cn  concevoir  un  autre  qui  les 
coniienne  toutes  les  deux,  car,  par  les 
troia  points  A,  B,  C,  non  en  ligne 
droite  et  situ^B  sur  ces  deux  lignes, 
un  ne  peut  faire  passer  qu'un  seul 
plao.  FIG.  351. 

Donc,  une  droite  mobile  s'appuyant 
sürdeux  droites  ßxes  paralliles  ou  concouranles  eiigeadre  un  plan. 


TH^OR^HE 

601 .  —  L'inlerseetiott  de  denx  plans  3st  une  ligne  droite. 

En  effet,  si  trois  points  seulement  de  cette  intersection  pouvaient 
ne  pas  ätre  en  ligne  droite,  les  deux  plans  qui  auraient  ces  trois 
pointsde  commtins  se  confondraient,  C3  qui  serait  contre  rhypothese> 


III. 
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ßefinitions. 


602.  —  Une  droite  est  dite  perpendiaüaxre  4  un  plan  lorsqu'ella 
est  perpendiculaire  k  toutes  les  droites  que  I'on  peut  mener  par 
son  pied  dans  ce  plan.  Reciproquement  le  plan  est  dit  perpendi- 
culaire k  la  dhiite. 

Une  droite  non  perpendiculaire  k  un  plan  est  t^lique  k  ce  plan. 


THEOR^lfE 

603.  —  Une  droite,  dans  l'espace, 
peut  Hre  perpendiculaire  ä  autant  de  droites 
4u'0tt  vowlra,  passant  toutes  au  m^e  point 
He  cette  droite. 

Soit,  en  effet,  la  droite  ,\B.  On  peut 
faire  passer  par  .\B  une  infinite  de  plans 
{496)  et  mener  dans  chacun  d'eux  une  per- 
pendiculaire ä  AB  en  un  point  queJconque 
B.  Par  exemple,  BC  sera  perpendiculaire 
dans  le  plan  ABC,  BD,  dans  le  plan  ABD... 
Donc,  une  droite,  dans  l'espace,  etc. 


»f^fTf 
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TU&ORtttlB 


£ors{»'tfae  droite  e»t  perpeadiculaire  ä  öeux  autitt 
jKzr  so»  pied  dtau  wt  jrion,  eile  est  pei-pendiculaiif  ä 


504.  - 

drmtef  p 
■ce  platte. 

Soit  la  droite  AB  perpesdiculaire  k  denx  autrea  droites  BC,  BD 
pasBant  par  son  pied  dans  le  ptan  P.  La  droite  AB  sera  äridemment 
perpendiculaire  au  plan  P,  si  hous  montrons  que  cette  draite  est  per- 
peadiculaire ä toute autre  droite  BEmen^e  par  son  pied dansce  plan. 

Pour  le  prouver,  pro- 
longeons  AB  d'une_  quan- 
tit^  BF  =^  AB;  puis  menons 
dans  le  plan  P  une  droite 
CD  qui  rencontre  les  lignes 
BC,  BE,  BD;  enfiii,  joi- 
gnons  les  pointsd 'inte  rsec- 
tion  C,  E,  D  aux  points  A 
et  F. 

Les  deux  triangles 
CDA,  CDF  80Dt  ^gaux,  car 
ils  ont  les  troia  cötes  4gaus 
chacuD  k  chacun,  savolr 
CD  commun ;  AG  =  CF, 
comme  obliques  qui  s'^car- 

tent  ögalement  du  pied  B  fig.  3ä3. 

de  la  perpendiculaire  GB 

Ji  AF;  AD  ^  DF,  comme  obliques  qui  s'^cartent  ^galemcnt  du 
pied  B  de  la  perpendiculaire  DB  k  AF.  Mais  de  lYgalit^  des  triangles 
CDA,  CDF,  on  conclut  celle  des  angles  AGE,  EGF  et,  par  suit«,  celle 
des  triangles  GEA,  CEF,  car  ils  ont  un  angle  egal  compris  entre  cötös 
egauK  chacun  h.  chacun  :  l'angle  AGE  =  ECF,  le  cöt^  CE  est  commiiQ 
et  AC  =  CF.  Les  deux  triangles  ACE  et  CEF  ötant  ögaux,  on  a  AE  = 
EF.  Donc  le  triangle  AEF  est  isocöle,  et  la  droite  EB  qui  joiut  le 
sommet  E  au  milieu  B  de  la  base  AF  est  perpendiculaire  sur  cette 
J>ase.  C.  q.  f.  d, 

50ä.    Corollalre.  —  $i, 

par  Uti  point  0  iPun.plan  P,  o?i  mme 
d'un  m^rne  edU  de  ce  plan  uiie  per- 
pendiculaire OA  et  une  oblique  OB, 
ees  deux  droites  formmt  enlre  elles 
^n  angle  aigu. 

En  effet,  le  plan  de  ces  deux 
droites  coupe   le  plan  P  suivant 

une  droite  CD  ;  or,  la  droite  OA  est  ^la.  3-")4.     ' 

perpendiculaire  ä.  CD  et  OB  lui  est 
par  consöquent  oblique.  Gommc  les  droites  OA  et  OB  sont  du  möme 
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cöle  par  rapport  ä  CD,   il  en  r^suUe  que  OB  tombe  dans  Tun  des 
deus  angles  droits  formes  par  OA  avec  CD  :  donc  l'angle  AOB  est  aigu. 

TBiORiME 

506.  —  Toutes  (es  perpendiculaires  men^s,  dans  fespaee,  «i  tut 
mAnepoint  d'une  droite  soHt  contenaes  dans  itn  m^me  plan  perpendi- 

•  cidaire  ä  cette  droite. 

En  elTet,  Boient  les  droites  BC,  BD,  BE,...  perpendiculaires  au 
point  B  de  AB.  Le  plan  P  conduit 
par  les  deux  droites  BC,  BD  est 
perpendicuiaire  ä  AB  (304).  11 
sufflt  donc  de prouverque ce  plan 
Gontient  toutes  les  autres  per- 
pendiculaires. Or,  si  BE,  l'une 
qiielconque,  n'^tait  pas  dans  le 
plan  P,  le  plan  niene  par  les  deux 
droites  AB,  BE,  couperait  le  plnn 
Psiiijfant  une  droite  BF  qui  serait 

perpendicuiaire  ä  AB  (ö04);mais  fig.  355. 

alors  dans  le  plan  ABE  on  aurait 

au  point  B  deux  perpendiculaires  BE,  BF  ä  la  mönie  droite  AB,  ce  qui 
est  impossible.  Donc  la  perpendicuiaire  BE  est  aussi  dans  le  plan  1'. 

507.  Corollalre.  —  Le  plan  P  est  le  Heu  des  pefpeiidinilain's 
tiev^s  au  point  B  de  la  droite  AB. 

Donc,  une  perpendicuiaire  BC  en  un  point  B  d'une  droite  AB,  en 
toamant  autour  de  cette  dioite,  engendre  mh  plan  qui  lui  est  perpeii- 
dicufairf. 

TH^OR^HE 

508.  —  Par  un  point  donii^,  onpeut  mener  un  plan  perpendicu- 
iaire ä  une  droite  donn^e  et  on  ne  peut  eii  mener  qu'un  seul. 

II  y  a  deux  cas  ä  consid^rer  : 
Ic  point  donn^  est  sur  la  droite  ou 
hors  de  cette  droite. 

i^SoitOun  point  qtielconque 
He  la  droite  AB. 

Etevons  au  point  0  deux  per-  < 

[K^diculairesä  la  droite  AB:  l'une, 
OG,  dans  le  plan  AOC ;  l'autre,  OD, 
dans  le  plan  AOD.  Le  plan  COD 
contenant  deux  perpendiculaires 
passant  par  le  point  0  sera  lni- 
mi^me  perpendicuiaire  4  AB  (504),  ^'f'-  ^^■ 

et,   comme  il  contient  toutes  les 

perpendiculaires  au  point  0   de  AB  (506),  la  droite  AB  sera  oblique 
ft  tout  autre  plan  passant  par  lepoiatO. 
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2"  '^oit  le  poinl  0  pris  hors  de  ta  droite  AB. 

Uupoint  0,  abaissons Bur AB  laperpcodiculairc  OCqui  d^terniinc 
l6  plan  ACO;  puis  menons  par  le 
m^nie  pomt  G  et  dans  un  autre 

plan  quelconque  ACD  la  perpen-  - 

diciiliire  CD  äla  droite  AB.  Leplan 
P  men^  par  les  deux  droiteg  CO, 

CD  est  perpendiculaire  ä  AB  (504).  , 

Mais,  comme  par  ccb  dcux  droJtes 
on  ne  peut  faire  passer  qu'un  plan 
P,  ce  plan  est  le  seu!  que  Ton 
puisse  mener  par  le  point  Üper- 
pendlculairomcnt  ii  AB. 

509    Corollali-e.  -  Le  ''*^  ^'' 

Iteu  tlet  potiiis  de  l'espace  igalement  distaats  des  exlremitet  i'une  droite 
ent  utt  plan  peipendieulaire  au  mitieu  de 
cetle  droits. 

1^;  -  Soient  une  droite  AB  et  M  un  point 

E/'V  quelconque  du  lieu.  Lesdroites  MA,MB 

^;  ^tant  egales,  le  triangle  AMB  est  isocele 

1^.  et   la  mediane  MO  est  perpendiculaire  ä 

^\  la  hase  AB.  Tous  les  points  tels  que  M 

•V:;.  «ont  donc,  dans  le  plan  P,  perpendicu- 

^':  lairesau  milieu  0  de  AB. 

,;  510.    —    R£clproquenient , 

i  laut  point  M,  du  plan  fail  partie  da  lieu, 

',  "^ar,  la  droite  M,0  4tant  perpendiculaire 

5-  au  milieu  de  .AB,  les  obliques  M,.A,  M,B 

r  sunt  Reales. 


THEOREME 

511-  —Pol' un  poiia  dontt4  on  peut  mener  uae  droite  perpendica- 
laire  ä  un  plan  donne  et  on  n'en  peut  mener  gu'utte  (flg.  359). 

B  y  a  deux  cas  k  consid^rer  :  le  point  donne  est  dans  le  plan  ou 
hors  du  plan. 

i»  Soit  0  Je  point  donnö  dans  le  plan  M.  Menons  dans  ce  plan  et 
par  le  point  0  une  droite  quelconque  AB.  La  perpendiculaire  en  0, 
au  plan  M,  doit  ötre  perpendiculaire  i  .\B;  mais  eile  doit,  en  outre, 
^tre  contcnue  dans  le  plan  P  perpendiculaire  au  point  0  de  .\B. 
Soit  CD  la  Irace  du  plan  P  sur  le  plan  M.  La  perpendiculaire  chercWe 
doit  ötre  aussi  perpendiculaire  en  0  4  CD.  Si  donc  nous  trajons, 
■tans  le  plan  P,  une  droite  OE  perpendiculaire  ä  CD,  cette  droite  est 
auBsi  perpendiculaire  au  plan  M  (504),  et  c'est  la  seule  droite  du 
plan  P  perpendiculaire  au  point  0  de  CD  (71). 
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So  Soit  te  point  0  donn^  hors  du  plan  M  (fig.  360). 

Traf  ona  dans  le  plan  M  une  droite  quelconque  BD ;  puie  menods 
pac  le  point  0  le  plan  OBCper- 
pendiculaire    k    cette     droite.  , 
Soit  BC  BOn  intersection  avec 
le  plan  M.  Dans  le  plan  OBC, 
abaiäsons  du  point  0  la  perpen- 
diculaire    OE    gur   BC  :   cette 
droite  OE  se^  perpendiculaire  . 
ä  toute  autre  droite  DE  du  plan 
H  et  par  cons^quenj  perpen- 
diculaire. k  ce  plan.  En  effet, 
prenons  Bur  le  prolongement  de 
OEune  longueurEO'^galeäEO 
et  Ürons  lea  droites  OB  et  OD, 
03  etO'D.  La  droite  BDätant, 
par  construction,   perpendicu- 
laire au  plan  OBC,  le»  angles  „     <y^ 
OBD,  O'BD  sont  droits,  et,  par 

suite,  les  triangles  BDO,  BDO*  sont  ^gaux  comme  ayant  un  angle 
^gal  compriB  entre  deux  cöt^s  ^gaux  chacun  k  chacun,   savoir  : 
l'angle  droit  du  premier  triangle  6gal  ä  celui  du  second,  le  c6t6  BD 
commun  aux  deux  triangles  et  les  cöt^s  BD,  BO'  egaux  comme  droitea 
s'^cartant  ägalement  de  8E  per- 
pendiculaire sur  le  railieu  deOC. 
II  r^sulte  de  Wgalitö  de  ces  trian- 
gles que  DO  est  ^gal  k  DO'.  Le 
triangle  ODO'  est  donc  isocöle, 
et,  comme  consequence,  la  droite 
DE  qui  Joint  son  sommet  D  au 
milieu  de  sa  base  00'  est  per- 
pendiculaire k  cette  base.   La 
droite  OE  etant  perpendiculaire 
aux  deux  droites  BC  et  DE  qui 
passent  par  son   pied  dans  le 

plan  M  est  perpendiculaire  k  ce  fig.  360. 

plan. 

Toute  autre  droite  OD,  menee  du  poii.'.  0  jusqu'ä  ta  rencontre  du 
plan  M,  est  oblique  k  ce  plan;  car,  si  l'on  trace  la  droite  DE,  on 
obtiendra  le  triangle  ODE,  dans  lequel  l'angle  OED  est  droit,  puisque 
OE  est  perpendiculaire  au  plan  M  :  donc  l'angle  ODE  est  aigu;  et, 
par  suite,  la  droite  OD  est  oblique  au  plan  M.  Du  point  0,  on  ne  peut 
donc  abaisser  qu'une  seule  perpendiculaire  OF  au  plan  M. 

612.  Remarque.  —  Nous  rappetons  ici  que  ta  projection 
d'ua  point  sur  un  plan  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaiss^e  de 
ce  point  sur  le  plan. 
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g  m.  —  proprietes  de  la  perpendiculaire 
et  des  obliques  meniies  dtn  mfi.me  point  a  un  plan 

theob^ue 

513.  —  Si  d'uttpoint  extirimr  ä  un  plan  mi  mene  nneperpe»- 
diculaire  et  differentes  obliques : 

f  0  ha  perpendimlaire  est  plus  courle  qua  tonte  oblique; 

2"  Deux  obtiqaes  qui  s'kartent  egalement  du  pied  de  la  perpea- 
diculaire  sonl  Egales; 

3"  De  deux  obliques  qui  s'ecarlent  viegalemmt  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire,  la  plus  tongae  est  celle  qui  s'en  ecarte  le  plm. 

i"  La  perpcndiculaire  AB  au  plan  P  est  plus  courte  que  l'oblique 
AC;  car  la  draite  AB  perpcndiculaire  au  plan  P  l'esl  aussi  k  la  droile 
BC  nienee  par  son  pied  dans 
ce  plan;  par  suite,  le  tiiangic 
ABC  est  rectangle  en  B.  On  a 
donc  :  AB<  AC. 

2°  Soient  les  obliques  AC, 
AD  et  telles  que  BC  =  BD.  Les 
trianglesABGjABD,  rectangles 
en  B,  sont  ^gaux  cunime  ayant 
nn  angle  ^gnl  conipris  entic 
c6t4s  t^gaux  chaciiii  &  chacun  : 
donc  AC=  AD. 

3»  Soit  BE>BD.  Prenons 
8iir  BE  une  longueur  BF  =  BD,  fig.  36i. 

on  aura  (2»)  AF  =  AD ;  mais 

dans  le  plan  ABE,  des  deux  obliques  AE  et  AF,  AE  est  la  plus  lon- 
gue,  donc  on  a  AE  >  .\D. 

514.  Corollalre  l.     - 

La  perpendiculaire  abaissee  d'ua 
poiitl  sur  nn  plan  mesure  la  dis- 
tance  de  ce  point  ä  ee  plan;  car 
c'est  la  plus  courte  distance  du 
point  au  plan. 

515-  Corollalre  II.  — 

Le  Heu  des  pieds  des  obliques   ■_ 

egales,  menees  d'uii  point  ä  tm 

plan,  est  une  circonf4rence  dont 

le  centre  est  laprojecliondu  point  fig.  36?, 

sur  leplan. 

En  elTet,  soient  AC,  AC,  AC',...  des  obliques  egales,  menees  da 
point  A  au  plan  P.  Les  distanccs  des  pieds  C,  C,  C,.,.  au  point  B, 
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projection  du  point  A,  aont  egales  :  ces  pieds  sont  dune  siir  une 
niöine  circonference  dont  le  centre  est  B.  i 

516.  —  R4clproquenient,  uii  poiiil  quelconqiie  C  de  cette 
tii-confeience  fait  parlie  du  Heu;  car  les  obliques  AC  et  AC  sont 
ejtales,  puisque  BG  =  BC. 

11  r^siilte  de  lä  que,  potit*  abaisser  d'un  point  A  unc  perpendi- 
ctilaire  AB  sur  un  plan  1',  jl  suffit  de  prendre  sur  le  plan  P  troia 
points  C,  C,  C  egalement  distants  du  point  A  .-  le  centre  du  cercle 
passant  par  ces  trois  points  sera  le  pied  B  de  la  perpendiculaire  AB, ' 

517.  Corollalre  III.  —  I^e  Heu  des  points  de  l'espace 
etfatemetit  distants  de  trois  points  donnis  est  une  droite  perpendi' 
ciifaire  aa  plan  de  ces  trois  points. 

En  effet,  soit  M  un  point 
du  Tieii.  Alors ,  on  a  : 
MA  =  MB  =  MC,  Soit  0  la  pro- 
jection du  point  M  sur  Ic  plan 
P  des  trois  points  A,  B,  C.  Le 
point  0  est  k  egale  distance 
de  .\,  B,  C  (51 6) ;  par  suite,  touc 
les  poinb  du  lieu  seront  sur  la 
perpendiculaire  ^levde  par  le 
centre  0  de  la  circonference 
passant  par  A,  B,  C. 

Reciproquement,  tout  point 
M,  de  cette  perpendiculaire  fait  ^^^   ggg 

pnrtiedu  lieu;  carles  distances 

M,A,  M|U,  M,C  sont  egales  comme  obliques  s'^cartnnt  ögalement  du 
pied  de  la  perpendiculaire  M,0. 

THäOR^UE 

518.  —  Si  du  pied  d'une  perpendiculaire  ä  unptan  o«  mene  une 
perpendiculaire  ä  une  droite  du 
plan,  tonte  droite  joignant  le 
pied  de  la  seconde  perpendicu- 
laire ä  un  point  de  la  premiere 
est  perpendiculaire  h  la  droite  du  - 
pfai,       '  ■■  - 

Soient  AB  la  perpendicu- 
laire au  plan  P,  BC  la  perpen- 
diculaire mende  par  son  pied  ß 
sui-  DE,  droite  quelconque  du 

plan  P.  11  s'agit  de  demontrer  of.. 

que  la  droite  AC  qui  Joint  le 
point  C  k  un  point  arbitraire  de  AB  est  perpendiculaire  si 
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t  elTet,  faiBons  CD  =  CG  et  joignons  lee  pointa  D  et 
I  et  A  :  les  obliques  BD,  BB  s'^cartant  ^galemeot  du 
rpendiculaire  BC  sont  ägales;  par  suite  (513,  2°)  AD: 
;le  ADE  est  donc  ieocMe,  et  la  droite  AC  qui  Joint  )e  » 
u  de  ia  baee  est  une  perpendiculaire. 
itor^me  est  fr^quemment  d^signä  sous  le  nom  d«  Ih 
perpendieulaires  (AB,  BC,  AC). 

I.  Remarque.  —  La  droite  DC,  ^tant  perpendiculai 
)C  et  AC,  est,  par  suite,  perpendiculaire  au  plan  BAC 


CHAPITRG  11 
>arall61isine  des  di?olte8  et  des  plans. 

'.  —  Si  deusß  droites  sont  parallHes,  tout  plan  perpendit 

e$t  aussi  ä  Ptmtre. 

le  plan  M  perpendiculaire  k  AB.  il  faut  prouver  que  & 

li   perpendiculaire    h  une 

elcon  que  CD  parallele  i  AB. 

ITet,  les  paralleles  AB,  CD 

lent  un  plan  P  qui  ren- 

:  plan  M,  guivant  la  droite 

s  AB  perpendiculaire  au 

ist  ägalement  perpendicu- 

D :  donc  CD,  parallele  ä  AB, 

plan  P,  est  aussi  perpen- 

'.kBD. 

rons  que  CD  est  perpendi-  ^'°-  ^^■ 

.  une  autre  droite duplan  M. 

elTet,  tracons,  dans  ce  plan,  ED  perpendicutaireäBD,  el 

■pendicutaire  k  toute  droite  AD  du  plan  P  (51S)  et,  par 

lerpendiculaire  k  ce  plan.  Donc,  l'angle  CDEest  droit, 

iculaire  ä  BD  et  ä  ED  du  plan  M  est  perpendiculaire 


.  —  Deux  droites  perpendieulaires  ä  uh  pim  lont  panU' 
.366). 


PARALL£:LISME  des  DROITES  et  des  PLANS.  S&7 

Gn  eJTet,  soient  AB  et  CD  perpendiculaires  au  plan  H.  Si  ces 
druites  n'^taient  point  paralläes, 
on  pourrait  mener,  par  le  point  D, 
une  parallele  k  AB  qiii  serait,  d'a- 
prte  le  th^orime  pr^cädent,  per- 
pendiculaire  au  plaa  M  :  par  un 
mäme  point  D,  on  pourrait  donc 
Clever  deux  perpendiculaires  k  un 
meme  plan,  ce  qui  est  impossible. 
Donc,  les  droites  AB,  CD  sont  pa- 
ralleles. 

FIG.  366. 


528.  —  Deux  droite»  parai- 
liles  ä  une  Iroisiime  sont  paral- 
liles  entre  »lies. 

Soient  A  et  B  respectivement 
parallälea  h.  C.  Si  un  plan  quel- 
conque  M  est  perpendiculaire  k  la 
droite  C,  il  sera  perpendiculaire  <t 
chacune  des  droites  A  et  B  :  donc 
CCS  droites  aont  paralleles  entre 


th£ob£he 

523.  —  Une  droite  parallile  ä  une  autre  droite  $ituee  dam  un  plm 
est  paralUle  ä  ce  plan. 

En  effet,  spit  la  droite  AB  paral- 
lele 4  la  droite  CD  cuiitenuc  dans  le 
plan  M.  La  droite  ABötant  dans  le 
plan  ABCD  des  paralleles  AB,  CD, 
ne  pourra  rencontrer  le  plan  M  sans 
rencontrer  CD^  maig  AB  ne  peut 
rencontrer  sa  parallele  CD  :  donc 
Aß  parallele  &  CD  est  aussi  paral- 
lele au  plan  M.  f,g.  geg. 

TKäORftHB 

524.  —  St  par  une  droite  paralUle  ä  un  plan  on  fait  passer  un 
Meondplan  jaicowpe  lepremier,  l'iiUersection  est  parallele  ä  la  droite- 
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Soient  AB  parallele  au   plan  M  et  CD  rintersection  du  plan  M 

avec    im    plan    P    contenant    la  

droite  AB.  II  faul  demontrer  que 
CD  est  parallele  h  AB.  En  elTet,  la  I 
droite  CD  etant  dans  le  plan  M,  il 
arrive  qiie  AB  ne  peul  la  rencontrer 
eans  rencontrer  aussi  ce  plan,  ce 
qni  est  impossible,  puisqiie,  par 
hypothöse,  AB  est  parallele  au 
plan  M:  donc  AU  t;st  parallele  i  CD. 

THEOR^HB 

526.  —  Si  par  uti  poiiil  d'tin 
plan  parallele  ä  iiite  droile  aa  iiiene 
une  parallele  d  cette  droile,  eile  est  „„. 

tout  eiüiere  daiis  le  plan: 

Ea  GlTet,  soit  la  droite  .\B  parallele  au  plan  M  qui  contient  le 
point  C.  Le  plan  P  determine  par 
la  droite  AB  et  le  point  C  coiipe  le 
plan  M  Btiivant  nne  droite  paral- 
lele ;\  AB  (524).  Celle  droite  nesl  . 
aulre  que  CD  inentV  par  le  point 
C  parull Clement  k  AB,  puigque  par 
ce  point,  dans  le  plan  M,  on  ne 
peul  mencr  qu'unc  seule  parallele 
iAB. 

626.  Corollatre.  —  L'tn- 
tersection  de  deu-v  plaiis  paralleles 

ä  tt»e  droite  est  paralleü  ä  cette  o-n 

droite. 

-     Soll  .\B  l'interseclion  des  plans  M  et  P,  tous  dciix  paralleles  ä  la 

droile  EF. 

Si  par  un  poinl  A  de  l'intersection  on 
möne  une  parallele  a  EF,  celte  parallele 
devra  6tre  contenue  dans  le  plan  M  et  tlans 
le  plan  P,  puisque  lous  deux  sont  paral- 
leles ä  EF :  donc  eile  ne  sera  aulre  que  leur 
intersection  AB. 

TH^OR^ME 

627.  —  ßeti-r  plans  perpendkulaires 
ä  la  m^tne  droile  soiU  paralleles. 

En  effet,  sicesplansavaienlunpointde  j^j^,  371 

commun,  on  pourrait  par  ce  point  mener 

deus  plans  perpendiculaires  k  ia  mime  droite,  ce  qui  est  impos- 
sible  (508). 
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589-  ^  Le  tieu  des  paralleles  ä  ua plan  M,  meneespar  uii  jioinl  A, 
est  uu  plan  P  parallele  au  plan  M. 

Soit  AB  unc  parallele  quelcon- 
que  au  plan  II,  meiiee  par  le 
pointA.  Abaissons  faperpendicu-' 
laife  AC  sur  le  plan  M  et  faisone 
passer  un  plan  par  les  deux 
(Iroites  AB,  AC.  Sa  trace  CD  sur 
le  plan  M  seia  parallele  ä  AB  et 
perpendiculaire  k  AG  :  donc  AB, 
parallele  ä  CD,  est  aussi  perpendi- 
culaireä,  AG  (324).  II  resulte  de  14 
que  toute  parallele  au  plan  M, 
men^e  par  le  point  A,  est  perpen- 
diculaire k  AC,  eile  est  donc  con- 
tenue  dans  le  plan  P  perpendicu-  ^"^' 

lairc  au  pointvV  de  AC. 

SS9.  —  R£dpi-oqtiementf  toute  droite  men^e  par  le 
pointA,  dans  le  plan  P,  est  parallfele  au  plan  M.  Donc  le  Heu  des 
paralleles  au  plan  M,  menees  par 
le  point  A,  est  le  plan  P  passant 
par  le  point  A  et  .parallele  au 
plan  M. 

THEOREMS 

530.  —  Les  inlersections  de 
deux  plan»  paralleles  par  un  troi- 
tieme  sottt  paralleles. 

En  effet,  soient  M  et  N  deux 
plans  paralleles  et  AB,  CD  les 
intersections  de  ces  deux  plans 
par  un  troisiSme  P.  Les  droites 
AB,  GD  sont  situ^s  dans  le  meine 
plan  P,  elles  ne  peuvent  d'ailleurs 
se  rencontrer,  puisqu'elles  sont 
dans  des  plans  paralleles  :  donc  „„   -«o 

elles  sont  ellea-memes  paralleles. 

TBEOR^UE 

531 .  —  Si  deux  plans  smt  paralleles,  toute  perpendiculaire  ä  l'itn 
Vest  aussi  ä  fautre. 

Soit  ia  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  M.  Montrong  qu'cllo  est 
auBBi  perpendiculaire  au  plan  P. 
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A  cet  effet,  mcnons  dans  le  plan  P,  par  le  point  B,  une  droife 
qiielconqiie  BC  qui  sera  parallele  au  plan  M.  Le  plan  des  droites  AB. 
BC  coupera  le  plan  M  Buivant  la 
trace  AD  qui  sera  parallele  k  BC 
(530).  Or,  AB  ötant  perpendicu- 
laire  a«  plan  M  est  perpendicu- 
laire  ä  AD  situ^e  dang  ce  plan  : 
donc  AB  est  aussi  perpendiculaire 
ABC,  parallele äAÜ. Mais,  comrae 
BC  a  et^  men^  quelconque  dans 
le  plan  P,  AB  est  perpendiculaire 
k  ce  plan. 

632.  CowroUaife. —Deux 

plaiis  H  et  N paralleles  ä  ttit  A-i- 
tihne  P  aont  faralUles  entre  eux,  «i 

car,  si  l'on  m6ne  une  perpendicu- 
laire au  plan  P,  eile  le  sera  ausei  aux  plansM  et N,  qui  BontparcoR- 
s^uent  paralläles,  comme  perpendicutait'eB  k  une  mäme  droite. 


533.  —  Par  un  poinl,  on  peut  mener  un  plan  parallile  ä  ««  attlre 
^an,  et  on  nepeut  en  vienergu'un 

seul. 

Soient  un  point  A  et  M  un  plan 
quelconque. Dupöint  A,  alutigsons 
sur  le  plan  M  la  perpendiculaire 
AB,  et  menons  par  le  point  A  le 
plan  P  perpendiculaire  ä  la  droite 
AB.  Ce  plan  est  parallele  au  plan 
M  (527);  il  est  d'aillcurs  le  seul 
qui,  paBsant  par  le  point  A,  puisse 
etre  parallele  au  plan  M;  car  par 
le  point  Aon  ne  peut  mener qu'un 

seul  plan    perpendiculaire    ä  la  ^v^  " 

droite  AB  (508).  fig.  öto. 

THEOB^HE 

534.  —  Les  portions  de  droites  paralleles  comprises  entre  deux 
plans  paralleles  sont  Egales  (fig.  376). 

En  elTet,  soient  AB  et  (ID  les  portions  de  paralleles  comprises 
entre  les  plans  paralleles  Met  N.Le  plan  des  paralleles  AB,  CDcoupe 
les  plans  M,  N  suivant  les  droites  AC,  BD  qui  sont  paralleles  (530); 
donc  la  Tigure  ABCÜ  est  un  parallelogramme  et  AB  =  CD. 
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6ä5.  Corollalre.  —  Deux  plam  paralleles  sont  partout  egate- 
ment   itstanti,  car  nous  pouvons 
supposerque  les  parallöles  AB,  CD 
sont  deux  perpendiculairea. 

th£oh&u 

536.  —  Deuxanylesmnsituis 
dam  «n  mSme  plan  qui  ont  les 
e6ti»  respeclivtment  paralleles  sont 
igaux  ou  luppUmentaires  et  leurs 
plant  tont  paralleles  (fig.  377). 

f  Soient  BAC  et  EDF  deux 
aoglee  qui  ont  Ifis  c6t^a  paralleles 
chacun  ächacun.Poupprouverque  ^ro-  376. 

cee  anglea  sont   ^gaux,    faisons 

AB  =  DE,  AG,  =  DF,  et  menons  AD,  BE,  CF,  BC,  EF.  Les  droite» 
AB,  DE  ötant  paralleles  par  hypothtee  et  Egales  par  constraction,  la 
flgure  ABED  est  un  parall^logramme  et 
AD  =  BE.  Oa  prouverait  de  mäme  que 
AD=CF;  les  droites  BE,  CF  4Unt  Egales 
et  paralleles  k  une  troisieme  AD  sont  4gales 
et  paralleles  entre  elles ;  par  cons^quent,  la 
figure  CBEF  est  un  parallelogramme  : 
donc  BG  =  EF.Lesdeuxtriangles  ABG,  DEF 
ayant  leurs  troia  cAt^s  ^gaux  chacun  ä 
chacun  sönt  ^gaux,  et  l'angle  BAC  ^  EDP. 

Les  angles  BAC  et  GDF  qui  ont  aussi 
les  c6t^s  paralleles  sont  supptämentaires; 
car  GDF  est  le  Supplement  de  EDF  et  par 
consequent  de  BAC.  »^ 

2"  Le  plan  BAG  est  parallele  au  plan 
DEF ;  car  les  droites  AB,  AC  etant  chacune  parallele  ä  une  droite  da 
plan  EDF  sont  paralleles  h.  ce  plan  (523);  elles  sont  de  plus  situ^ 
dans  le  meme  pLan   men^  par  le  point  A  paralieiement  au  plan 
EDF  (528). 

637.  nemarque.  —  On  voit  sans  dlfficult^  que  les  angles 
donn^s  sont  ägaux,  s'ils  out  leurs  cötes  paralleles  et  dirig^s  dans  le 
meme  Bens  ou  en  sens  contraire,  tandis  qu'ils  sont  supplementaires 
si  deux  de  leurs  cAtes  sont  diriges  dans  le  meme  sens  et  les  deux 
autres  en  sens  cantraires.  C'est  ce  qu'on  a  döjä  vu  en  geom^trie  plane. 

TH^OR^HB 

638.  ~-  Les  droitet  renamtr^et  par  trott  plaiis  paralUles  sont 
partagiei  dmi  un  m4me  rapport  (flg.  378). 


UVRE    1 


Soi«nt    K    ot    L,  deux    droitee    qiielconques    reacontr^s  auz 
points  A,  B,  C,  I),  E,  F  par  les  trots  plans  paratidles  H,  N,  I*. 
II  faulprouvprqu'on  a  : 


Alt_DE 
BC"~EF 

A  cet  effet,  mcnons  AH  parallele 
h  1a  droite  L.  Lc  plan  des  droites 
AC,  AH  renconlre  les  plans  paral- 
leles N  et  P  siiivant  les  droites  BG, 
CII  qiii  sont  paralleles  (530);  or,  le 
lri;ingle  ACH,  dans  Icquel  BG  est 
parallele  i  CH,  donne  ; 

AB      AG 


maiB  (534)  AG  =  DE  et  GH  =  EF. 
D'oü  Tegalitö  thorchee : 


CHAPITRE    III 


Angle  diödre.  —  Diödre  droit. 

Angle  plan  correspondant  ä  un  diödre. 

Rapport  de  deux  angles  diödres. 

§  I.  —  ANGLE  DIEDRE.  —  BIEDRE  DROIT 


539.  —  On   appelle  angle  diedre,  ou   simplemenl  diedre,  la 

figure  formee  par  deux  plans  qui  se  coupent      

et  se  termiDent  ä  leur  commuQe  iotersection. 

Ainsi  (fig.  379),  les  deux  plans  CB,  DB  sont 
les  faces  du  diedre  et  leur  intersection  Aß  eo 
est  Varite.  Un  livre  entr'ouvert  präsente  l'image 
d'uD  diödre. 

Bn  general,  on  desigae  un  diedre  par  quatre 
lettres  en  mettant  les  deux  de  Tarnte  au  niJlieu, 
Pap  exemple,  on  dit  le  diödre  CABD.  Lorsque 
le  diMre  est  isole,  qu'il  n'y  a  par  consequent 
pas  lieu  k  confusion,  on  le  desjgne  par  les 
deux  lettres  de  l'aröle.   Par  exemple,  on  dit  ^^-  '"^ 

le  diödre  AB.  Dans  le  cas  oü  les  deux  plans  ne  sont  pas  limitäs 
ä  leur  intersection,  il  y  a  qualre  angles  diödres  de  formes  {fig.  380). 


ANOLE   BIEDRE. 


'   DitDRK   DÜOIT 


La  grandeur  d'un  diedre  ne  depend  pas  de  Telendue  de  8 
faces,  supposees  illimitees.  mais 
seulementde  leur  ecarlement. 

540.  Sens  d'un  dlfedre.  — 
Un  di^dre  est  orienle  dang  le 
sens  direct  lorsqiie  l'ohservaleur 
ayant  la  töte  en  A  et  les  pieds  en  B 
(^^.379)dansrinlerieiirdudiedre, 
a  le  crtte  AC  ä  sa  droile  et  la  cöt6 
AD  k  sa  gauclie.  Autrement,  le 
di^dre  est  dit  retrograde. 

541.  —  On  dit  que  deux 
diedres  sont  adjacents  locsquils 
ont  mdme  aröte  et  uiie  face  com- 
mune intermediaire.  Ainsi,  lea 
deux    diödres    PABN    et    NABM 

{fig.  381)  sont  adjacents.  cap  ils  tta.  iW. 

ont  mSme  aröte  AB  et  une  face  commune  N 
intermediaire  eptre  tes  plans  M  et  P. 

On  appelle  angles  diedres  opposes  par 
l'arele  deux  diödres  tels  qne  !es  faces 
de  Tun  sont  les  prolongemeuts,  au  delä 
de  l'arete,  des  faces  de  l'autre.  Les  deux 
diödres  NABM,  N'ABM'  {fig..  380)  sont 
opposes  par  raröle, 

Deux  diädres  sont  6gaux  lorsqu'ils 
sont  superposables. 

542.  —  Lorsqu'un  plan  P  {/ig.  382) 
coupe  un  plan  MN  suivant  une  droile  AB, 
il  forme,  d'un  möme  cöte  de  ce  plan,  deux 
di&dres  PABN,  PABM.  Si  ces 
diMres  sont  inegaux,  ce  qui 
a  lieu  le  plus  souvenl,  on 
dit  que  le  plan  P  est  oblique 

,  au  plan  MN ;  s'ils  sont 
egaux,  le  plan  P  sst  perpen- 
dkulaire  au  plan  MN. 

Un  diödre  est dioiMors- 
qu'une   de    ses    faces   est 
perpendiculaire  ä  l'autre. 
th£or£he 

543.  —  Pol'  une  droite 
d'un  platt,  on  peut  mener  vn 
second  plan  perpendicu- 
laire au  premier,  et  on  n'en  peut  . 


Fig.  381. 


Fig.  38«. 
I'  //u'un  seiil. 


Soient  la  droite  AB  dans  le  plan  MN  et  le  plan  P  mobile  autou:- 
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de  AB.  SuppoBonB  que  le  plan  P,  d'abord  couche  sur  ]; 
du  plan  NN,  se  rel^ve  et  tourne  dans  le  Bens  indiqu^ 
jusqu'äcequ'il  vienne  rencontrar  l'autre  partie  ABM  du 
di^rePABN,  nul  d'abord,  croltrad'unemani^recontim 
le  diMre  adjacent  PABM  diminuera  constamment  jusqu'ä  oevenirnul. 
Or,  parnii  toutea  tes  positions  occup^es  pur  le  plan  P,  il  eBt  Evident 
qu'il  y  en  a  une  et  um  aeuleP^  pouriaqiielleles  deuxdi^reB  P,ABN, 
P,ABH  sont  ^aux.  C'est  dans  cette  seute  position  que  le  plan  P,  est 
perpendjculaire  au  plan  MN. 

644.  Ctei-olUklre.  —  Tous  let  diedres  droits  tont  e'gaux. 
Demonstration  identique  äcelle  du  n°  43. 

646.  Remarque.  —  Tous  les  diedres  droits  etant  ^gaux,  Ic 
iiMre  droit  peut  6tre  choisi  pour  unit^  de  mesure  des  diedres. 

THÄORÄHB 

646.  —  La  tomme  de  deux  mgles  diidres  dont  les  faees  exterieuret 
forment  un  mime  plan  vaut  deux  diedres  droits. 

Voir  le  n"  45  pour  la  dämonstration . 

647.  C:orollali*e  I.  —  La  somme  de  tous  les  angles  diedres 
PABN,  P.ABP,  l\ABP,-...fonn^saHtourd'uaetn^mearfte  AR  (TIS.3S3) 
ntuie  doiu  le  plim  MN  et  d'uii  menie  cdt^  de  ce  flau,  vaut  deux 
diidres  droits  (^). 


648.  Corollalre  II.  —  La  somme  de  tous  les  cmgles  diedr 
PABN,  NABP,...  formes  autour  d'une  meme  aräe  AB  (fig.  384), 
occupant  tout  l'espace,  laut  guaire  diedres  droits  (49). 


649.  —  Si  deux  angles  diMres  adjacents  sont  supple'mentaire 
teurs  faces  extirieures  sont  dam  mm  m^me  plan  {50;. 
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550.  —  Lorsqu'unptan  e$t  perpenäiculaire  surm  aütre,  ricipro- 
^wtment  eelui-ei  l'est  tnr  te  prmier  (47) . 


551 .  —  Dem  diedres  opposis  par  VarHe  $ont  egaux  (51). 

55S   Car€Malre.  —  LorsquedemplaHsseeoupentmfi}mtaul 
guatre  akgte$  dUdres,  $i  Tw«  de  ces  diedres  est  droit,  tom  lei  qmtre  te 
tont. 
I  II.  _  ANGLE  PLAN  CORRESPONDANT  A  UN  ANGLE  DI^DRE 

553.  DAAnltion.  —  On  appelle  mgleplatt  ou  aitgte  rectiligne 
correspondanl  k  un   diödre  donne,   l'angle 

forma  par  deux  perpendiculaires  men^es  en 
an  möme  poinl  de  Taröte  du  diödre  et  dans 
ehacuoe  de  ses  facea.  Ainai  l'angle  GHI  formö 
par  le»  perpendiculaires  GH  dans  1e  plan  AF 
et  IH  dans  le  plan  AE,  est  l'angle  rectiligne 
correspondant  au  diMre  AB. 

Cet  angle  est  le  m6me,  quel  que  soit  le 
point  de  l'arete  que  l'on  choisisse;  car  deux 
angles  teU  que  GHI,  MON  formßs  de  cette 
maniöre  out  leura  cötds  paralleles  et  sont 
^gaux  (536). 

FIG.  385. 
theob£:me 

554.  —  Lorsqtie  deux  diedres  sortt  igaux,  leurs  angles  plans  sont 
aussi  igaux  et  r4ciproquement. 

Soient  les  deux  diödres  ^gaux 
AB,  Ä'B'  ayant  pour  angles  plans 
CSD  et  G'B'D'.  11  faut  d^montrer 
que  ces  angles  plans  sont  ^gaux. 

Ä  cet  effet,  portons  le  cKMre 
Ä'B'  sur  le  diödre  AB,  la  face 
A'B'C  Bur  la  face  ABC,  de  mauiöre 
que  I'aröte  A'B'  soit  sur  l'aröle  AB 
et  le  point  B'  au  point  B.  La  face 
A'B'iycoTncideraavecIa  face  ADD; 
car,  s'il  en  ^tait  autrement,  le 
.  diddre  A'B'  serail  ou  plus  petit  yj,,   ggg 

ou  plus  grand  que  le  diödre  AB, 

ce  qui  n'est  pae.  Les  facee  des  diödres  coTncidant  et  I'ar4te  A'B'  ^tant 
sur  Tarnte  AB,  laperpendiculaire  O'B'  ä  A'B'seconfondraavecIaper- 


Ire  CB  ä  AB,  il  en  sera  de möme  de  DB  et  DB  ;  par  cons^- 
angles  pluns  (^BD,  CSD'  colncideront  et  seront  ^gaux. 

-  n£clproquein«iit,  soient  CBU,  Cß'D  deuz  angles 
IIS.  Demontrons  que  tes  diMres  AB  et  Alt'  sont  egaux. 
et,  portons  la  face  A'B'C  sur  la  face  ABC,  de  inani^re  que 
t  soit  sur  l'ai'äte  AB,  le  point  B'  au  point  B  et  le  cöt^  BC 
?  BC;  dans  cettc Position,  la  face  A'BC  se  confondra  avec  la 

(498).  Mais,  ü  cause  de  Ngalite  des  angles  plans  CBD, 
:6te  BD'  s'appliquera sur  le  cÖt^  BD,  et  les  deui  faces  A'B  D', 
onfondront  aussi  et  par  suite  les  deux  diödrea  :  donc  ils 

itemarque.  —  Au  lieu  de  demontrer  directement, 
1  geom^trie  plane,  les  theor^nies  que  nous  avons  enonces 
,  on  pourrait  encüre  les  consid^rer  comme  ^tant,  pour  la 
iea  coroUaires dix  theor&me  qui  vient  d'ätre  d^montr^.  Ainsi, 
ple  : 

iiedres  opposeapar  l'arite  sonl  egaux,  car,  en  les  coupant  par 
erpendiculaire  ä  I'aröte,  on  obtient  deux  angles  rectilignes 
nme  oppos^s  pnr  le  sommet. 
e  möme  motif,  on  peut  dire  que  : 
X  plana  paralleles  aont  reaeontr^s  par  un  trotsieme  : 

düdrex  alternes  internes  sota  igaux ; 
diiires  alternes  externes  sont  egaux; 

diedres,  etc. 

iroposition  et  sa  recippoque  se  d^montrent  cncore  directe- 

me  en  g^ometric  plane. 

jnfln  une  autre  proposition  qui  decoule  aussi  tr^s  directe- 

n^me  theor^tne  :  Le  Heu  des  points  ^aatement  distants  des 

d'undiedreest  le  plan  bissecteur  dudiedre. 
;t,  si  Ton  coupe,  en  un  point  quelconque,  l'aräte  du  diödre 
an  quj'lui  soit  perpendiculaire,  on  voil  immediatement  que 
luvedans  le  cas  de  la  bissectrice  d'un  angle  rectiligne. 

TB^OBäHE 

—  L'angle  rectiliipte  d'un  dtedre  droit  est  un  angle  droit,  et 
9ment. 

e  diödrc  droit  PABM  form^  par  le  plan  P  perpendiculaire 
,n  MN.  Les  ditdres  adjacenta  PABM,  PABN  sont  ^gaux  par 
B.  Si  donc  nous  construisons  les  angles  rectilignes  COE, 
;s  diädres,  ils  seront  egaux  aussi  et  par  consequent  droits. 

—  R£clproquement,  si  l'on  suppose  droit  l'angle 
COE,  son  adjacent,  l'angle  rectiligne  COF,  sera  droit  aussi. 


SAPPORT  DE  DEUK  AKGLEB  DIEUKKS.  377 

Les  di^dres  PABM,  P.\B.V,  aynnt  des  angles  reclilignes  egaus.,  aont 
egiiux,  et  sont,  par  suito,  dos  diö- 
Ui-cs  droits. 

559.  Remarque.  —  Noas 

poiivons  encore  deduire  de  ce 
llicoieme  que  : 

1"  Les  angles  dtedres  droits  sont 
egaux,  pußque  les  angles  plana 
correspondanls  le  sont ; 

2"  Si  un  plan  est  perpendieu- 
taire  sur  un  aulre,  r4ciproquemmt 
celui-ci  Test  sur  te  Premier,  puisque 
les  angles  plans  correspondants 
Bont  quatre  angles  droits.  pjq_  387, 

I  III.  —  R.\PPORT  DE  DEUX  ANGLES  DIEDRES 

THEO  R^HB 

560.  —  Le  rapport  de  dettx  «j  gles  dtedres  est  le  vi6ne  que  cetui 
de  leurs  angles  plans. 

Soient  les  diMres  AB,  CD  dont  les  angles  plans  correspondants 
sont  EBI,  KDN.  II  faut  demontrer  que  : 

DiMre  AB       EBI 
DiMre  CD  ~  KDN  * 

En  elTet,  supposonsqiie  les  angles  plans  EBI,  KDN  aient  une  com- 
munc  mesure  EBF  et  qiie  cette  commune  mesure  soit  contenue  quatre 
Tois  dans  EBI  et  trois   fois  dans 
KDN.  Ces  deux  angles  aerontentre 
eiiK  comme  les  nombres  4  et  3,  et 
noiis  aurons  : 

EBI       4 


Si  nouB  menons  les  plans  ABF, 
ABG,  ABH  et  les  plans  CDL,  CDM," 
les  diödres  AB.  CD  seront  partag^s 
Tun  et  l'autre  en  petits  di^dres 
tous  cgaux  entre  eux  comme  cor- 
respondant  ä  des  angles  plans 
ögaux.  Mais  quatre  de  ces  diödres  ^^    ggg 

sont  conteniis   dans   AB  et  trois 
dans  CD  :  donc  ces  diMres  aont  entre  eux  comme  les  nombres  4  et  3,  ■■ 


V.  —  PLAN  ET  LIONE  Dl 


OiMre  CD     3 
commun  ^'  on  a  donc  t 

DiMre  AB  _  EBl 
DiMre  CD  ~  KBN  ' 

ue.  —  Cette  d^monstrati 
e  EBF  eerait  encore  rigt 
e  serait  plus  petite  que 
ent,  dans  le  cas  od  les  d 

donner  une  d^monätra 
oü  les  diMres  n'onl  pas 
de»  angleB  dl&di 

apport  que  leg  angles  ] 
Tont  Bcrvir  de  meeure 
angte  diidre  a  pour  mesu 
ivaluera  par  cons^quen 
Igle  plan  qui  le  mesure. 
diödres  est  (546)  le  diid 
l'angle  plan  droit. 


CHAPITRE  IV 

diculaü'es  entre  i 
drolte  et  d'un  p 


S  PERPENDICÜLAmEE 

THBORäHB 

am  sont  perpendictdatre 
nterseetion,  est  perpendi 
et  P  perpendiculaires 
tre  pari,  une  droite  quel 
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perpendiculaire  sur  AB.  II  s'agit  de   denioiilrer  que  CD  est  auesi 

perpendiculaire  au  plan  M.  A  cet 

effet,  menons  du  point  D  la  per- 

pendiwilaire  DE  ä  AB  :  l'angle 

plan  CDE  eorrespond  au  diödre 

droit  PABN,   done  l'angie  plan 

CDE  est  droit  aussi;  par  suUe, 

CD  perpendiculaire  ä  AB  et  ft  DE 

est  perpendiculaire  au  plan  M. 

THEORlfeHE 

564.  —  St  deux  plam  sotU 
})erpendiculaires  et  que  d'nn  point 

ite  l'un  on  abaisse  une  jierjiendi-  ^^  ggg 

culaire  sur  füufre,  eile  sera  taut 
entieredam  le  premier  platt  (flg.  389). 

Soient  P  un  plan  perpendiculaire  sur  le  plan  M  et  CD  une  perpen- 
diculaire au  plan  M  menee  par  un  point  C  du  plan  P.  La  perpendi- 
culaire men^e  du  point  C  i  l'intersection  AB  est  perpendiculaire  au 
plan  M  (563)  et  c'est  la  Beule  qu'on  puisse  nieiier  du  point  C  &  ce 
■plan,  donc  eile  se  confond  avec  CD  :  donc  CD  est  tout  entiere  dans  le 
planP. 

TH^OR^ME 

565.  —  Deaa:  plant  soiU  perpendiculaires  si  l'un  cotUieiil  aiw 
perpendiculaire  ä  Vautre. 

Si  le  plan  P  conticnt  la  per- 
pendiculaire CD  aü  plan  U,  il 
est  perpendiculaire  ä  ce  plan. 

En  eiTet,  menons;,  dans  le 
plan  M,  la  droite  DE  porpendicu- 
laire  k  l'intersection  AB  des  deux 
plans.  CD  etant  perpendiculaire 
au  plan  M  est  perpendiculaire  aux 
droites  AB,  DE;  par  cons^quent, 
l'angle  CDE  est  l'angle  plan  cor- 
respondant  au  diMre  PABN;  or, 
tet  angle  est  droit :  donc  le  plan 
P    est    perpendiculaire    sur    le  ^      ijon 

plan  M. 

THEOR&HK 

666.  —  L'interseclion  de  deur  plans  perpendiculaires  ä  un 
Iroisieme  est  perpendiculaire  ä  ce  plan. 

En  effet,  soit  AB  l'intersection  des  plans  N  et  P  perpendiculaires 

)9  . 
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attplan  M.  Le  point  A  etanl  un  poiat  de  rinlersection  appartient 

8UX  deux  plans ;  si  donc  nous  abaissons  de  ce  point  une  perpendi- 

culaire  au  plan  M,  eile  derra  (564) 

sc  trouver  dans  le  plan  N  et  dans 

le  plan  P,  donc  eile  ne  pourra 

,6tre  que  l'intersection  \B  de  ces 

deux  plans. 

567.  CoraUalre  1.  —  Par  un« 
droite  perpendiciilaire  ü  im  plan  pasaent 
une  inpiiiU  de  plans  ptfpenriieuleäies 
ä  celui-lä.  car,  par  Tinte rseclloii  d«  d«ux 
plans,  »LI  peut  l'uire  passer  une  intlnitä 

668.   Cterallulre   II.   —   Par  vne 

di'oile  oUiiiiie  li  un  plan  passe  un  plan 
et  iinaeulpeiptndiculaire  ä  ce  plan. 

Ell effet,  p»r un  iioint  C  dune  oblique 
lelle  que  Alt  au  plan  M,  on  peut  abaisser 

une  pei'peiiilicutaJre  CD  ä  ce  plan.  Or.  piG.  391. 

loul  plan  pasaaiit   par  AB,  perpendicu-  , 

laire  au   plan  M,  eontiendra  CD   et  se  contondra,  par  consequent,  afec  le  seul 
plan  des  droiles  AB,  CD. 
§  II.  —  ANGLE  n'UNE  DROITE 
ET  D'UN  PLAN 

569.  Dennitlona.  —  Nous 
avonsd^jä  dit  (328)  ce  qu'on  enleud 
par  projection  d'un  point  et  d'une 
dpoile. 

On    appelle    encore    projeclion  - 
d'une  ligne  AB,  droits  ou   courbe, 
sur  un  plan  P  (fig.  393)  le  lien  des 
projections  des  pointsJe  cette  ligne  ^ia   392. 

sur  ce  plan.  Les  perpendiculaires 

menöes  des  differents  points  de  !a  ligne  au  plan  sunt  appelies 
projetantes.    L'ensemble    de    ces 
.projetantes  forme  la  surface  pro- 
jetanie  sur  le  plan  P,  qui  est  le 
plan  de  projeclion. 

570.  —  La  projection  avr  un 
.plan  d'une  droite  oblique  ä  ce  plan 
-est  une  droite  (fig.  393). 

En  effel,  soit  l'oblique  AB  au 
plan  P.  Si  nous  faisons  passer  par 
jla  droite  AB  le  plan  M  perpen- 
diculaire  au  plan  P,  il  eontiendra 
toutes  les  perpendiculaires  ä  ce  ''**■  ^''''■ 

plan(56'i)abaissee8  des  diiFerenls  points  de  AB.  Donc  l'intersec- 
lion  ab  des  deux  plans  sera  la  projection  de  la  droite  AB  :  donc 
enlln  cette  projection  est  une  ligne  droite. 

B71..  CoFollalrc  I.  —  La  projeclion  tw  un  plan  d'une  droUe  perpendicu- 
laire  ä  ce  plan  est  un  poiiil. 

972.  Cornlloire  II.  —  La  projection  sur  un  plan  dun«  di'oile  parallele  ä 
.    ee  plan  esl  paraitile  ä  ceiie  äroiit  et  lui  est  igate. 
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THfORfiHB 

573.  —  Le  plus  petit  des  anglet  qü'une  droite  oblique  d  un  plan 
puisse  faire  avec  differentet  droites 
de  ce   plan,  est  celui  qv'elle   fait 
mvee  sa  projection. 

Soit  la  droite  AB  oblique  an 
plan  P.  II  »ufQt  övidemment  de 
coQsiderer  les  angles  formäs  par 
la  droite  AB,  avec  les  droites  du 
plan  P,  passanl  par  son  pied  B. 
■Soient  donc  A'ß  la  projection  de 
AB  et  BC  une  droite  queleonque.  II 
Taut  demontrer  qu'on  a  : 
ABA'  <  ABC. 


Fig.  394, 


Henons  AA'  et  prenons  sur  BC  une  lon^ueur  BG  6gale  ä  BA'. 
Les  triangles  ABA',  ABC  ont  par  construclion  deux  cöt^s  figaux 
chaeon  ä  chacun  et  le  troisiöme  cöti  de  Tun  plus  petit  que  le 
-  troisieme  cöte  de  l'autre ;  car  AA'  est  une  perpendiculaire  au  plan 
P  et  AG  est  une  oblique  ä  ce  mßme  plan,  Nous  avons  donc  (513): 
AA'  <  AC,  d'oü  ABA'  <  ABC.  C.  q.  f.  dl 

Ö74.  CaroUalre.  —  Leplua  grand  des  angleg  qu'une  droile  puiate  faiiv 
mvee  diffiirentes  droHe»  (Tun  pian,  tat  Vangte  obtaa  qu'ellt  fait  avee  sa  pi-o- 
.  }e-:lion. 

En  effel,  si  BD  (fiq.  394)  est  le  prolongemenl  de  AB,  les  anales  ABD  et  ABA' 
vollen!  deux  droits,  di  (iecetlesommeon  relranche  ABA',  c'est-ä-dire  le  plus  petit 
niijle  aue  la  droite  AB  fasse  avec  les  droite»  uui  passenl  par  son  pied,  il  restera 
Uli  angte  ABD  plus  grand  que  tout  autre  ABC. 

575.  BMinltloN.  —  On  appelle  angle  d'une  droite  et  d'un  plan  i'angle  aig;u 
forma  par  celle  droile  et  ea  projectiqo  sur  ce  plan. 

676.  —  La  droite  d'un  plan  fahant  le  plus  grand  angle  avec  «n 
\tecond  plan  est  la  perpendiculaire 
ä  Vintersection  des  deux  plans. 

Soient  las  plans  M  et  N  se 
coupant  suivant  EF  et  A  un  point 
queleonque  du  plan  N.  Menons 
4ans  ce  dernier  plan  la  perpendi- 
culaire AB  et  une  oblique  quel-  ■ 
conque  AC  ä  Vintepsection  EF. 
Si  a  est  la  projection  du  point  A, 
aB  et  aC  seroni  les  projections  de 
AB  et  de  AC.  II  faut  alors  ppouver 

'"''°'"'^..>*c.  ■"»•«• 

Or,  oB  est  perpendiculaire  sur  EF  (SIS),  d'oti  aC  >  oB  Pre- 
nons sur  aB  une  longueur  aC  =  aC.  Le  point  B  est  alors  enlre 
les  poiQtB d  et  G  :  donc  langlcABa,  exterieur  au  triauffle  ABC 
est  plus  grand  que  l'angte  AC'n  ;  mais  les  triangles  rectanirles 
ACa,  ACa  «ont  övidemment  egaux ;  par  suite  l'angle  ACa  est  öttal 
äl  angle  A.Gffl:  donc  l'angle  ABa  plus  grand  que  AC'o  est  aussi 
plus  grand  que  ACn^.  C  q  f  d 
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_w__...-_.  —  Dans  le  c«b  particulier  bii  ie  plan  kl  est  lioriionUl,  la  perpen- 
diculaire  AB  est  la  ligne  de  ptut  ffraniU  ptntt  du  plan  S.  Cesi  la  direcUoi.  sm- 
vanl  laqueile  glisserait  librement  on  mobile  pesmt  abanuonne  i  lui-menie  iiii 

On  voil  d'ailleurs  que  l'angle  ABn  n'esl  aulre  que  l'anglc  pla« 
du  di^dre  NEFM. 

PROJECTION   D'UNE  ÄIRE  PLANE 
677.  Tbeoräme.  —  La  projeclion  d'une  aire  plane  est  igaie 
au  produit  rfe  cette  aire  par  le  cosinug  de  l'angle  de  son  plan  aeec  le 
plan  de  projeclion, 

SuppoBoiis  [l'ubord  Un  irianRle  ABC  iloni  Tun  des  ciiies  AB  cuinciJe  avec  le 
plan  de  (trojection.  Du  sommel  C  abaisEons  la  per- 
liendiculuire  Cc  3ur  Je  plan  du  projeclion;  puis  de 
e  la  perpenilitulaire  cU  sur  ie  cöW  AB.  Joignons  CO, 
cette  droile  est  !a  hauteur  du  irian^e  ABC  et  l'angle 
GDc  ^  a  est  l'angle  dei  deux  plans. 
On  a  cD  =  CD  cos  «. 
La  projeclioii  du  triatigle  ABC  est  la  surface 

ABc  =   ^"^"^  cos  «  =  surface  ABC  X  cos  «. 

Supposons,  en  secomt  lieu,  que  le  Iriangle  Aouni 
n'ait  üucuu  ciU:  parallele  au  plan  de  projeclion  P, 
maU  que  le  somiiiet  le  plus  bas  B  soit  contenu  dans 
ceplan.  ProloiigeonsCA  jusqu'A  sa  rericonIreDavec  Fig.  39S  bU. 

le  plan  I*. 

Les  proieclions  des  triaiigles   BDC  et . 
BDA  sont 

BDe  =  BUC  X  cos  > 
BDa  =  BDA  X  cos  « 
Retranchant  cc«  üquation!^  membre  k 
membre,  il  vienl     8ac  =  BAC  X  cos  «. 

Le  Ihäor^me  Atanl  d^montni  pour  ua 
Iriangle,  s'äten'l  &  un  polygone  quelcouque 
qne  I  on  peul  toujours  decoinposer  eu  trbn- 
gles;  donc,  en  generat,  l'aire  de  la  projec- 
tion  d'une  surface  quelcoj)que  sur  uu  plan 
egale  cette  surface  mullipfiee  par  le  cosi- 
"  iiufi  k  l'atigle  de  son  plan  avec  le  plan  de 
projectipn.  F,g.  395  ttr. 

878.  —  Deux  droites,  non  tituiet  dam  k  meme  platt,  ^tant 
donnies  : 

1"  On  peut  toujours  leur  mener  une  perpendiculaire  commune; 

2"  On  tt'en  peut  mener  qu'unej 

3'  Celle  perpendiculaire  est  la  plus  courle  dutance  des  deux 
droiles. 

1  Soient  les  droites  AB,  CD  de  deux  plans  differents.  Parun 
pointC  de  CD,  menons  une  parallele  CEä  AB  ot  faisons  passer  un 
(ilan  Ppar  CE  et  CD  :  ce  plan  sera  parallele  ä  AB  (523).  Projetoiis 
AB  sur  Iß  plan  P.  La  protection  ab,  parallele  a  AB  (5721,  rencon- 
trara  CD  en  un  point  G,  oü  eile  lui  serait  parallele  et  CD  serait, 
par  suile.  parallele  ä  AB,  ce  qui  est  conlre  l'liypothese.  Menuns 
GH  perpendiculaii-e  au  plan  P.  Cette  droile  est  cootenue  luut 
entifere  dans  le  plan  projetant  ABa*.  et  comme  eile  est  perpendi- 
culaire airx  droilps  «i,  CD.  eile  est  aussi  perpendiculaire  ö  AB  (98); 
GH  est  donc  um;  perpendiculaire  commane  aiix  droites  AB  et  CD. 

2"  LaperpeiidiculairecommuueäABeläCDrestaussiäaÄparal- 


I^le  &  AB  et  par  consequcnt  au  plan  P  :  eile,  est  donc  tout  entiere  dang 
le  plan  projetant  AttoA,  et  ne  peut,  par  suite,  rencontrer  CD  qu'au  seul 
point  G  que  cette  droite  ait  dans  ce  plan.  Donc  celte  perpendiculaire 
commune  n'est  autre  que  GH. 

3"  La  droite  GH  est  plus 
conrte  que  tonte  autre  droite 
IK  men^e  entreABetCD;  car 
IK,  oblique  au  plan  P,  est  plus 
grande  que  la  perpendiculaire 
IL  ou  que  son  ögale  GH.  Donc 
la  perpendieulaii-e  GH  est  la 
plus  courtedistanee  des  droit«s 
AB  et  CD. 

:    579.  dorollalrei.— 
Laperpendictilaiie-HG{Gg.  396)  ^'*'" 

commune  ddeuxtfroitet  KB, CD,  nonsituiet  dam  le  mime  plan,  eil  igale 
a  la  ditiance  enire  AB  et  sa  projection  ab  dans  le  platt  deprojeclion  P. 

Onpeutdireencoreque:  la  perpendiculaire  commune  ä  deux  dioites 
est  egale  ä  la  distance  des  plans  paralleles  tneitet  par  ce»  drottes. 

.580.  Corollalre  n.  —  £a  perpendiculaire  commune  ä  deux 
dioites  AB,  CD.  «ob  situees  dans  le  mime  plan,  est  parallele  ä  finter- 
sei-tiOH  de  deux  plarn  respectivement perpendiculaires  a  ces  droites. 

En  efifet,  si  l'on  in^ne  deux  plans  quelconques  M  et  P  respecti- 
vcuient  perpendiculaires'nux  droites  AB  et  CD,  ces  plans  se  coupe- 
ront,   car  sils  «aient  paralleles,  les  droites  AB,  CD  le  seraient 
^galement,  ce  qui  est  contraire  ä  l'hypothese.  Soit  donc  XY,  l'inter-' 
seetion  des  plans  BI  et  P.  Toute 
perpendiculaire  ä  AB  est  paral- 
lele au  plan  M;  de  m^me,  toute 
perpendiculaire  ikCD  est  parallele 
au  plan  P;  par  sulte,  la  perpen- 
diculaire commune  ä  AB  et  A  CD 

est  parallele  aux  deux  plans  M  et  ' 

•  P,  donc  eile  est  parallele  aussi  h 
leur  intersection  XY. 

"i  D'autre  part,  on  peut  trouver  ■ 
aisement  cette  perpendiculaire 
commune  donton connaftladirec- 
tion. Carle  liendetout^perpendi- 
culaire  aux  deux  droites  qui  ren- 
contre  .\Bestle  plan  ABU  parallele 
k  XY  menö  par  AB ;  de  m^me  le 

lieu  de  toute  perpendiculaire  aux  "^'  ^^'  " 

deux  droites  qui  rencontre  CD  est  le  plan  CDV  parallele  k  X Y  menä 
par  CD  :  donc  l'intersection  HG  de  ces  deux  demiers  plans  est  la  per- 
pendiculaire commune  aux  deux  droites  AB  et  CD. 
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CHAPITRE  V 

Angles  triödres  et  angles  polyödres.  —  Limites  de 
la  somxne  des  faces  d'un  triödre.  —  Sonune  des 
Eaoes  d*unangl6  polyödre  convexe.  —  Tri&dres 
supplömentaires  et  thöoröxnes  sur  les  triödres. 


I  1.  —  ANGLES  TRIEDRES  ET  ANGLES  POLYEDRES.  —  LIMITES 
DE  LA  SOMME  DES  FACES  D'UN  TRIEDRE.  —  SOMME  DES 
FACES  D'UN  ANGLE  POLYÄDRE  CONVEXE 


FIG.  398. 


Däfinitions. 

581.  —  On  appelle  angle  triedre^  on  simplement  trüdre^  la  flgure 
fbntt^e  par  trois  plans  qui  se  coupent  en 
un  m^me  point  et  sont  limit^s  aux  droites 
d'interseotion  de  ces  plans.  Les  plans  ASB, 
BSC,  CSA  qui  se  coupent  au  point  S  sont  les 
fiicß$  d'xm  triMre,  le  point  S  en  est  le  sommet; 
tesdroitesSAy  SJB,  SC,  intersections  d^s  plans, 
en  sont  les  arites, 

L'angle  triödre  est  appel^  rectangle^  birec- 
tangk  ou  trirectangk^  selon  qu'il  a  un,  deux 
ou  trois  di^dires  droits. 

£n  g^n<eral,  on  appelle  angle  polyidre  ou  angle  solide^  la  figure 
form^  par  plusieurs  plans  qui  se  coupent  - 
en  un  möme  point  et  sont  limit^s  aux  droi- 
tes d'intersection  de  ces  plans  (fig.  399). 

682.  —  On  dit  qu'un  angle  solide  est 
convexey  lorsqu'uhe  section  plane  rencon- 
tränt  toutes  ses  ar6tes  est  un  polygone  con- 
vexe. 

THBORli^HB 

FIG.  899. 
583.  —  Chaque  face  ffun  trüdre  est 

maindre  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grande  qus  leur  differeme. 

i®  II  est  Evident  qu^il  ne  peut  ötre  question  que  de  la  plus  grande 
des  trois  faces  du  tri^dre.  IMinontrons  donc  que  la  plus  grande 
face  ASB  du  tri^dre  SABC  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux 
ccntres  ASC,  CSB. 


FIG.   400. 
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A  cftt  effet,  formons  dans  l'angle  ASB  tin  angle  ASD  =  ASG,  puis 
menong  une  droite  quelconque  ABqui  rencontre  SD  au  point  D ;  enfin 
l>i-enons  SC  =  SD  et  joignons  lee 
points  A  et  B  au  point  C ;  les  triangles 
ASD,  ASC  ont  par  conslruction  un 
angle  egal  compris  entre  edtes  egaux 
chacun  ä  chacun  :  donc  ces  deiix 
ti-iangles  sonl  eguux  et  AD  =  AC, 
Mala  le  triangle  ABC  donne  : 

AD  +  UB<AC  +  BC; 

retranchant  de  part  et  d'autre  les 
quantiteg  egales  AD  et  AC,  il  vient : 

DU<BC. 

Or,  les  deux  triangles  BSD,  BSC 
ont  SB  coniniun,   SD  =  SC  et  DB  <  BC  :  il  en  reaulte  BSD  <  BSC. 
Nous  avons  donc  : 

.\SD+ DSB  <  ASC  +  BSC 
QU  ■      .     ASB  <  ASC  +  BSC. 

2"  Si  de  l'int^galit^  pr^c^dente, 

ASC  +  BSOASB, 

un  rctranche  de  part  et  d'autre  ASG,  il  vient  l'inegalit4  qu'il  fallait 
trouver  ; 

BSC  >  ASB  — ASC. 

THEOREME 

584-  —  La  somme  des  trois  face«  d'tm 
trieilre  eit  moindre  que  quatre  anglea  droits. 

Soit  letriödreSABC.  Si  nouspi-otongeons 
l'aiöte  SA  au  deli  du  aommet  en  .V,  nous  ' 
formons  un  second  triödre  SA'BC  qui  donne 
BSC  <  BSA'  +  GSA';  or  ,  en  ajoutant 
ASB  -|-  ASG  aux  deux  membreB  de  cetle 
inegalit^,  nous  n'en  changerons  pas  le  sens, 
et  nous  aurons : 

ASB  +  .VSa  +  BSC<:ASB  +  BS\  -t-A8C  +  CSA'.  ^^^-  ^^^ 

G'est  l'in^galit«  qu'il  fallait  trouver,  car  le  premier  membre  est  la 

somme  des  trois  faces  du  tri^dre  CQnsid^riJ  et  le  second  est  la  somme 

de  quatreangles droits,  puisqu'ils  sontdeuxä  deux  suppl^mentaires. 

II  est  d'ailleurs  evident  que  la  somme  des  trois  faces  est  plus 

grande  que  zöro. 
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i.  —  La  somme  des  face»  (fw»  angle  poli/edre  convexe  est 
•e  que  quatre  angles  droits. 

t  rangle  polyMrc  convexe  SAfiCDE.  Meuons  un  plan  quel- 
!  qui  coupe  loules  les  arötes,  ce  plan  dötermine  le  polygone 
,e  AßCDE.  Considerons  les  triödres  ayant  pour  sommets  les 
Ä,  B,  C,  D.  E.  Ces  triMres  donneot  (583) : 

F,AB<  8A,E  +  8AB 

AflC<'8BÄ  +  SBC 


ütionnanl  tgules  ces  inegalitös  membre  ä  meinbre,  nous 

d'uiie  pari,  la  somme  des  angles 
lygone  ABCDErct.ide  l'autre,  la 
;  des  an(;les  adjacents  aux  bases 
iangtes  dont  le  sommel  commun 

S.  Or,  ii  y  a  aulant  de  triangles 

e  sommet  est  en  S  que  de  c<Hes  ' 

i  polygone  ABCDE.  Si  donc  nous 
ons  par  »  le  nombre.des  cöLes 
lygone  ABCDE  el  par  S,  la  somme 
gles  en  S,  la  somme  des  angles 
^gone  sera  2m  droits  —  4  droiti,  et, 
>i/s  —   S,  sera  teile   des  angles  fig.  402. 

nls  aux  bases  des  Irin ngles  dont 
nmet  commiin    est   en   S.    Nous  aurons  donc  : 

im  droits  —  i  droits  <  Sii  droits  —  S, 
ipr^s  reduction,  l'inegalite 

S|  <  4  droits. 

is  la  somme  S,  des  angles  en  S  est  composee  des  faces  de 
f  polyfedre.  Donc,  la  somme  des  faces  d'un  angle  poly^dre 
liodre  que  quatre  angles  droits. 

.  —  TRlEDRES  SUPPLEMENTAIRES   ET  THEORfiMES 
SÜR  LES  TRlEDRES 

6.  DCnnltton.  —  On  appelle  triidres  suppl^mentaires 
Iri^dres  tels  que  les  faces  et  les  diödres  de  Tun  soient  les 
imeots  des  diädres  et  des  faces  de  l'autre. 


laiEDREä  SUFPLtHKNTAllUilS         '  'iSI- 

THfiORfiHE  (lemme). 

587.  —  /«»  pcrpendiciilah'ns  CD,  CEabautees  cT »n  poinl  C  pris 
dam  l'oitberture  d'nn  aiigte  diMre  AB  sur 

les  faces  M\,  NA  de  ee  dernier  fotil  un 
(tilgte  DCE  qui  est  le  Supplement  de  l'angle 
diedi-e. 

Si  du  point  C  prU  dans  l'ouvertiire  du 
diedre  AB  on  abaisse  sur  les  plans  MA.  NA 
les  perpendiculaires  CD,  CE,  le  plan  Cl)£ 
sera  perpendiculaire  avv  Tace^  du  diedre 
elpar  cons^quenl  ä  son  arete  Aß  (bti6). 
Donc,  si  Fest  te  point  od  CDE  reacontre 

.  AB,  le  diMre  aura  pour  mesure  l'angle  ' 

rectiligne  DFE.  Or,  tes  quatre  angles  d'un 
(Hiadi'ilaler&valentqualredroil8,etconime  p^  ^^j 

\es  angles  eo  D  et  en  E  sont  droits,  on  a        ' 
DFE  +  DCE  =  2  droits. 

TStÖRtUE 

588.  —  Les  perpendiculaires  S'A',  Sff,  S'C,  menies  dun 
point  S'  pris  dans  l'intirieur  d'un  triidre  S  sur  les  faeet  de  ee 
Iriedre,  formeiit  un  second  triedre  S'  supplementaire  du  premier  S 
donl  les  faces  sont  les  Supplements  des  angles  diidres  du  premier,  et 
K^ClPEOquEHENT  les  faces  du  premier  sonl  les  Supplements  des 
angles  diedres  du  second. 

En  effet,  d'apres  le  theoröme  precedent,  on  a  d'abord 
Face  A'S'D'  +  diedre  SC  =  2  droits. 
Face  A'S'C  +  diödre  SB  =  2  droits, 
Face  B'S'C  +  diedre  SA  =  2  droits. 

Räclproqucment.  —  Pour  demon- 
trer  la  secoode  partie   de  lenonce,  11   - 
suffit  de  faire  voir  que  le  premier  triedre 
setrouve  dans  les  memescondilionsque    j 
le  second,  c'est-a-dire  que  ses  arStes    i 
sollt  perpendiculaires  aux  faces  du  se-  »      i^. 

cond.  Or,  le  plan  S'B'C,  conduit  selon 

les  perpendiculaires  SB',  SC,  est  perpendictilaireaus  faces  SAG, 
SAB,  et  par  suile  ä  l'aröle  SA  (566).  donc  reciproquemeiit  SA 
est    perpendiculaire    au  plan  S'B'C;   on  prouverait   de   möme 
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qne  les  arötes  S( 
plans  S'A'B',  S'A 
laire  du  diödre  i 
S'B';  enflQ  la  Taci 


r  589.  —  Datu 
est  plus  groHd  que 
SoientSetS'd 
premier  eta',  f, 
laires  de  ces  diödi 
On  a,  psr  suit< 


mais  (S83)  chacur 
dee  deux  autres,  ' 


590.  —  Las 

droits  et  six  droit 

SoientS  et  S' 

du  premier  et  a',1 

di^dres-  Tout  trN 


L'in^galite  pr 


AHGLES  POLTiDEBS  8THÄTIIIQUBB 

d'oü  l'oo  tire  ces  deux  autres  : 

A  +  B  +  C  <  6''  «  A  +  B  +  G  >  **- 
On  a,  par  suUe,  cette  derniöre  ögalitö  :. 
a'<A  +  B  +  (;<«'. 


CHÄPITRE  VI 
Anales  trifedres  symÄtriques.  —  Pr6ciaer  la  dls- 
posltion  des  äl6ments  d'un  tiödre;  th6or6mes 
sur  les  tlödres.  —  Gas  d'ögalitö  des  tiödres.  — 
Analogies  et  difförences  entre  lea  proprifitÄs 
des  trlödres  et  celles  des  triangles  recUlignes. 

§  I.  ANGLES    TRlEDRES    SYMETRIQUES. 

PRECISER  LA  DISPOSITION  DES  ELEMENTS  D'UN  TRiEDRE. 

THEOREMES  SÜR  les  TRlEDRES. 

(J91.  DSrinitJon.  —  Si  i'on  prolonge  au  del&  de  son  somffiet 
les  aretea  d'un  triödre  SABC,  on  forme  un  secood  trifedre  SA'ß'C 
sym^trique  du  premier  [fig.  406).  ... 

Sens  d'oD  trifedre.  —  Si  Ton  sup- 
pose  an  observateur  ayanl  la  tfil«  en  A 
et  lea  pieds  en  S  et  regardanl  l'int^ 
rieur  du  triödre,  le  triödre  sera  direct 

si  SB  est  a  droite  el  SC  k  gauche  de  ; , 

l'obsGrvateur ;  ^utreraent  le  triödre  est 
retrograde  (ßg.  406). 

Si  I'on  prolonge  au  delä  de  son 
sommet  S  les  arötes  d'un  angie  polyödre 
qnelconqne  SABCD.on  forme  un  second 
angle  polyödre  SA'B'G'D'  qui  est  synU- 
trique  du  premier,  ' 

Lösifaces  ASB,  BSC,  CSD.  DSA  de 
l'angle  poly^dre  donn6  sont  respective-  '. 

ment  ögales    aux   faces    A'SB',  B'SC,  ,  t 

CSD',  D'SA'  de  l'angle  polyfedre  syme-  F'S-  *03,  -.  t^, 

triqup,  comme   angles   opposös   par  le  ' 

sommet;  de  mäme  les  diödres  SA,  SB,  SC,  SD  du  premtenU^le 
solide  sont  respectivement  egaux  aux  iliMres  SA'.  SB',  SC  SD*  do  , 
second.  II  rösnlte  de  lä  que  l'angle  poly6dre  donnä  etson  sym^f  ' 
trique  ont  tons  leurs  eläments  egaux  chacun  ä  chacun!  11  est 
il'ailleurs  facile  de  pricüer  la  disposition  de  cet  iUmenH  et  de  \oir 
qu'ils  sont  dispos^s  dans  un  ordre  inverse.  Imaginons.  eneffet,  > 
un  observateur  le  dos  appuye  contre  I'arSte  SA,  la  t4teen  A,  et 
les  pieds  en  S,  et  regardant  t'interieur  de  Tangle  polyidre  SABCD, 
il  verrait,  l'arfite  SB  ä  sa  gauehe,  et  l'arete  SD  ä  sa  droite.  Ce 
pulySdre  est  Oriente  dans  le  seos  retrograde.  Si  cet  obserTaWur 
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;le  polyidreS 
angle  solide  e 
I  verrait  ä  sa 
i  dans  un  ortj 
direct,  C'es 
Qt  pas,  en  gei 


I  deux  diidrei 
mtent  dam  ce 

son  symötri- 

diMres  SA, 
ons  la  bis- 
"  et  faisons 
äO»  autour  de 
•avecSG,S(:' 
la  facö  ASC: 
l'  et  SC  sont 
avec  le  plan 
et  SC  etanl 
;ide  avec  le 
inisetrouver 
x>Ii]cide  avec 
leux  triMres 

lont  les  diädr 

de  US  tri^ 
es;  car  si, 
IS  tourner 
lur  de  .ry, 
C  avec  SA 
C ;  tiuiis  le 
■e  SA  n'6- 
face  A'SB' 
B.  Poiir  la 
e  coTncide 
Sorte  que 
uelconque 
.  Donc  les 
rposables. 


TB&0RfiUE9  SUR  LES  TSifiDRES.  S8I 

Soit  S.\BC  un  triMre  dans  leqael  les  diidres  SA  et  SC  sont  «gaux : 
'  les  faces  ASB,  BSC  oppos^es  ä  ces  diMres 
sont  aussi  egales. 

En  effet,   si  l'on  construU  le  tri^dre 

.  symetrique  SA'B'C,  on  peut  le  faire  coTn- 

Cider  avec  SABC  (592,  1»).  Dans  la  super- 

position,  la  face  A'SB'  recouvre  exactement 

^SC;  or,  A'SB' =  ASB,  doncASB  =  BSC. 

TOtORtMK    ■ 

594.  —  Si  MB  triedre  a  deux  diidres 
inegaux,  les  face»  oppotees  ä  ce»  diedres 
sont  aussi-  inegales  et  la  plus  graade  est  op~ 
pos4e  au'  plus  grand  diedre  (flg.  409). 

Si,  dans  le  triedre  SABC  noits  avons 
SB  >  SA,  nous  aurons  aussi  ASC  >  BSC. 
Pour  le  prouver,  conduisons  par  SB  un  piG,  408. 

plan  BSD  qui  determine,  avec  le  plan  ASB, 

le  diMre  ABSD  =  SA.  Alors  les  faces  ASD,  DSB  sont  Egales,  coinme 
opposees  ä  des  diedres  egaux,  dans  le 
ti-iedre  S.\£D.  Mals  le  triMie   SBDC 
donne : 

DSB4-DSOBSC, 
ou 

.\SD  +  DSC>BSC, 
ou  enßn 

ASG>BSC. 

596.  Remarque.  — Les  deux  pjG_  409, 

proposilions    röciproques   aux   deux 
proposttifms  pfec^dcntes  sont  egatement  vraies,  Donc  : 

,  i"  Sinn  triedre  a  deux  faces  egales,  les  diedres  opposes  «  ces  facet 
sont  egaux; ■ 

2"  Si  MÄ  triedre  a  deux  faces  illegales,  tes  diedres  opposes  ä  ces 
faces  sont  aussi  inegaax  et  le  plus  grand  est  oppose  ä  la  plus  graade 
face.  (Demonstration  tr^  facite.) 

THSORftHB 

596.  —  0«  peut  toujours  former  un  triedre  atec  trois  facet 
doiuiees,  si  la  plus  grande  est  moiiidre  que  In  somme  des  deux  autres  et 
si  la  somme  des  trois  est  moindre  que  quatre  droits. 

Soient  ASC,,  ASB,  BSC,  les  trois  faces  cons^cutives  donnecs  dans 
un  n)4me  plan  et  la  plus  grande  .\SB  entre  les  deux  autres. 
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At«  an  rayon  arbitraire,  döcrivons  du  aommet  S  irnc  circon  - 
f^rence  ABH.  La  somme  des  troie  facea  dono^B  4taiit  moindre  cpie 
quatre  droits,  l'arc  C,ABC,  est  moindre  que  la  circonKrence  ABM, 
et,  par  suite,  le  point  C,  se  trouve  entre  lea  points  B  et  C,.  Henons 
maintenant,  des  points  C,  et  C,,  le«  cordcB  C,D  et  C,E  respectivemeot 
perpendiculaires   aux   rayon  b 
SA,  SB.  Comme  la  plus  grande 
face  ASB  est  moindre  que  la 
somme  des  faces  ASC,,  BSG,, 
l'arc  AB  est   plus  grand  que 
<^acun  des  arcs  AC,,  BC,  et 
moindre  que  la  sommfe    des 
arcs  AD  et  BE  ^gaux  respec- 
tivement  aux  arcs  AC,  et  BG,. 
Les  points  D  et  E  sont  donc, ' 
8ur  l'arc  AB,  le  point  E  entre 
AetD;  m^is comme lepojntG, 
est  auf  l'arc  BMC , ,  les  points  C, 
et  E  se  trouvent  chacun  sur 
.  Tun  des  deux  arcs  sous-tendus 

par  la  corde  C|l>  :  cette  corde  pm    410. 

estdoncn^cessaiiomentcoupfe 

par  la  corde  G5E  en  un  point  c  Interieur  ä  la  circonWrence.  Par 
Suite,  on  a  Hc  <  HE  ouHt'<HC,.  Si  donc  on  4l6veau  point claper- 
pendiculaire  cC  au  plan  ASB  et  que  du  point  H,  comme  centre,  on  de- 
crive  dans  le  plan  HcC  un  arc  de  cercle  avec  HC,  pour  rayon,  cel  arc 
coupera  la  perpendiculaire  cC  en  deux  points  äqiiidistants  du  point  c 
et  de  chaque  cötö  du  plan  ASB.  Si  l'un  de  cee  points  est  C,  on  le  joindra 
au  point  S  et  le  triMre  demand^  sera  SABG,  car  il  a  ses  faces  Egales 
^x  trots  faces  donn^es.  En  effet,  les  droites  CH  et  CF  ^tant  perpen- 
4jculaires  A  SB  et  ä  S.\  (518),  le  triangle  SHC  est  rectangle  et  egal  au 
triangle  SHC^,  puisqu'ils  ont  un  cöt4  commun  SH  et  HG  ^  HC,,  donc 
les  angles  HSC,  et  HSG  sont  egaux;  par  suite,  la  face  BSCi  est  4gale  ä 
la  face  BSG  et,  de  plus,  i'aröte  SC  =  SC,  =  SC,.  Les  deux  triangles 
rectangles  CSF,  G,SF  ont,  par  consöquent,  le  cöte  SF  commun  et 
lea  hypotönuses  SC,  SC,  Egales,  donc  ils  sont  ^gaux  et  l'angle  C,SF 
est  ^gal  k  l'angle  CSF,  d'oü  rösulte  l'egalit^  des  faces  ASC,  ASC, ;  enün 
la  face  ASB  est  egale  ä  elle-möme.  Si  I'on  joignait  au  point  S  le  second 
point  d'intersection  de  la  perpendiculaire  tC  avec  l'arc decrit du  point 
H,  on  formerait  au  second  triedre  symötrique  du  pr^c^dent. 

597.  Remartiue.  —  On  peut  construire  un  triedre  avei 
trois  dißdres,  si  la  somme  des  trois  diödres  est  comprise  entre  deux 
droits  et  six  droits  et  si  le  plus  petit  augmente  de  deux  droits  est 
plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres.  En  effet,  ces  conditions 
^nt  remplies,  on  peut  construire  le  triedre  suppl^mentaire  du 
triMre  demaad^,  et,  par  suite,  ce  dernier. 
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I  II.  —  CAS  D'ßGALITß  DES'TRißDRES 

THäORäME 

698.  —  Zfeitr  triedres  sowt  ^aux  lorsqu'ils  ont  : 

i<>  Ün  äUdre  egal  adjaCent  ä  deux  face»  respectivemetit  egales  H 
dispm^es  dmis  k  m^meordre; 

2°  üne  face  egale  adjacertte  ä  detix  diedres  respectivtment  ^au» 
et  dUpösis  dans  le  m^me  ordre. 

l»  Soient  les  triödres  S  et  S'.  On  a  par  hypothöse  : 

Di^re  SA  =  S'A' ;  face  ASB  =.A'S'B'  et  face  ASG  =  A'SC . 

II  s'agit  de  prouver  que  les  triMres  S  et  S'  sont  ägaux.  A  cet  effet, 
portons  le  triödre  S'  sur  le 
triMre.S  de  maniöre  que 
la  face  A'S'B'  colDcide  avec 
son  egale  ASB.  Les  diödres 
^A  et  S'A'  ^tant  ^gaux.  et 
les  faces  ASC,  A'S'C  t'tarit 
placees  du  mdine  cöt^  du 
plan  ASB,  la  face  A'S'C 
cotneidera  avec  son  ^gale 
ASC  et  par  consequent  S'C 
avec  l'aröta  SC  :  les  deax 
titidres  cQ^ncideront  alora 

(Jans  toutes   leurs  parties,  fig.  411. 

dune  ils  seront^gaux. 

2"  On  a  par  hypothese  {fig,  41i)  : 

Face  ASB  =  ASB';  diMre  SA  =  S'A',  diödre  SB  =  S'B'. 

II  faut  dömontrer  que  les  triedres  S  et  S'  sont  ^gaux. 

En  effet,  placons  la  face  A'S'B'  sur  son  ^gale  ASB,  de  manifire  que 
lesarötesS.\,S'A'coTncident,deniömeque  SB,  S'B'.  Comme  les  diedres 
S.\, S'A' sontögaux,Ia face  A'S'C se posera sur  laface  ASC;  k  cause  de 
l'egalitö  des di^res  SB,  S'B',  la  face  BSC  se  posera  aussi  sur  la  face 
BSt; :  donc  l'aröte  S'C  se  trouvera  dans  les  deux  faces  ASC,  BSG,  et  se 
coiifondra  par  consequent  avec  SC,  et  les  deux  triedres  seroat  6gaux. 

THEOREME 

599.  —  Deux  triedres  sont  4gaux  lorsqn'tls  mt  : 

1"  Les  trois  faces  respectivement  Egales  ei  dispos4es  dOns  le  m4me 

»rdre; 

i"  les  trois  diedres  respectivemem  egaux  et  disposes  dam  le  m^me 

»rdre. 
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l"  Soient  les  tri^res  S  et  S'  dans  lesqueU  on  a : 

FaceASB:;=A'S'B',  ASC  =  ASC' pt  BSC  =  BS'C'. 

11  fiiut  prouver  que  les  triMreB  S  et  S'  sont  pgaui. 

Kn  pffet,  prenons  sur  les  arötes  des  deux  triMres  Bix  longueurs 
e£;iiles  :  SA  =  SB  =  SC=S.'A'==S'B'=:SC,  et  joignona  leurs  extre- 
niites.  Les  triangles  isoceles  S,\B,  S'A'B'  sont  egaux  corame  ajant  un 
in^le  egal  comprU  entre  döux  cötes  egaux;  il  en  est  de  miiae  des 
tiiangles  SAG,  S'A'C,  SBC,, SBC;  pjir  suite  lee  triangles  .-VBC;  A'B'C 
eont  ^gaux  comme  ayant  les  trois  cöt^s  ^gaiix  chacun  k  chacun.  Si 
des  sommets  S  et  S'  nous  abais- 
•ions  les  hauteurs  SP,  SV  siirles 
plans  de  ces  deux  triangles,  les 
points  P  et  P'  seront  les  centi-es 
des   cercles    circonscrits  ä  ces 
tningles  (SI7),  et,  comme  ces 
triangles  sont  egaux,  les  rayons 
\1',  A'F  sont  aussi  egaux ;  et  les 
triangles  rectangles  SAP,  SAP* 
ont  SA  =  S'A',  AP=A'P';  par 
cons^uent,  ces  triangles  sont 

egaux  et  SP  t=  S'P'.  Si  donc  on  fig.  4«. 

porte  le  triödre  S'  sur  le  tritidre 

S  de  mani^re  que  le  triangle  ABC  coTncide  avec  son  ^gal  ABC,  le 
pomt  FtomberaaupointPetlaperpendiculaire  PS'8urPS;et,  comme 
ces  droites  sont  Egales,  le  poInt  S'  coTncidera  avec  le  point  S,  et,  pnr 
«uite,  le  triMreS'A'B'C'avecSABG.  Do nc ces  deux  tri 6d res  sont  egaux. 

2"  Soient  dans  les  mgmes  triödres  les  di^dres  SA  =  S'A',  SB  =  S'B', 
S(.  =  S'C : 

Les  triedres  supplementaires  destri^dresS  et  S' ont  leurs  faces 
respectivement ,  Egales  coinine  Supplements  (588)  des  di^dres  de  ces 
IriMres  et  dispos^es  dans  le  möme  ordre;  donc  ces  triMres  supple- 
mentaires  sont  egaux ;  ils  opt,  par  suite,  leurs  diödres  reapectivement 
•  ^gaux  et  dispos^a  dans  le  möme  ordre.  Donc  les  faces  des  triedres  S 
et  S';,  qui  sont  les  Supplements  de  ces  difidres,  sont  respectivement 
egales  et  dispos^es  dans  le  mßme  ordre ;  donc,  enfin,  les  triedres  S 
et  S'  sont  ^gaux. 

■  6Q0.  Remarque.  —  Si  dans  les  deux  theoremes  precedents 
les  elements  egaux  des  triedres  consideres  n'i^taient  pas  dans  le 
m^me  ordre,  les  triödres  seraient  symetriques  et  non  plus  egaiue. 
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EXERCICE8  8UR  LE  LIVRE  V 


477.  —  üne  portion  de  courbe  plane  döternrine-t-elle  la  position  d'un  plan? 

478.  —  Par  un  point  donnö  sur  une  droite,  mener  un  plan  perpendiculaire 
a  celte  droite. 

479.  --  Par  un  point  donnö  hors  d'une  droite,  faire  passer  un  plan  qui  soit 
perpendiculaire  k  la  droite. 

480.  —  Trouver  le  lieu  des  perpendiculaires  menöes  dans  Kespace  en  un 
point  donnö  d'une  droite. 

481.  —  Une  oblique  AB  ayant  4«»  de  long  rencontre  un  plan  MN  au  point 
B,  la  perpendiculaire  Aa  abaiss6e  du  point  A  sur  MN  a  3»".  On  demande  la  valeiif 
deaB.  • 

482.  —  A  6™  d'un  plan  MN,  on  d^crit  une  circonference  sur  ce  plan  avec  uri 
rayon  de  8».  On  demande  la  surface  du  cercle  trac6  sur  MN. 

483.  —  Trouver  une  serie  d'obliques  Egales  partant  d-ün  m6me  point  A  et 
telles  que  le  carre  de  chaeune  d'elles  soit  6gal  ä  la  somme  des  carr^s  de  deux 
lignes  donnees  AB,  BD. 

484.  —  Un  point  A  est  ä  7«»  au-dessus  du  centre  d'un  cercle  qui  a  20«<!'  de 
surface.  On  demande  la  distance  du  point  A  ä  la  circonference  du  eercle. 

485.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  Tespace  ägalement  distants  de  deus 
points  donnes  A  et  B. 

486.  —  Trouver  dans  Tespace  le  lieu  de  tous  les  points  6galement  distants 
de  trois  points  non  en  ligne  droite. 

487.  —  Trouver  sur  un  plan  le  lieu  de  tous  les  points  egalement  distauls 
d'un  point  donnö  A  hors  de  ce  plan. 

488.  —  Üne  droite  dgalement  inclihde  sur  trois  droites  qui  passent  par  son 
pled  dans  le  plan  est  perpendiculaire  k  ce  plan. 

489.  —  Du  point  A  hors  d'un  plan  MN  on  döcrit  une  circonference  sur  ce 
plan,  puis  on  möne  une  tangente  BG  k  la  circonference  et  enfin  on  Joint  le 
point  A  au  point  C  Galculer  AG  k  0"^,Qi  pr6s  sachant  que  la  distance  du  point 
A  au  plan  MN  ou  Xo  6gale  12™,  le  rayon  oB  =  7"»  et  la  tangente  BG  ==  13»». 

490.  —  Trouver  le  lieu  des  paralleles  menöes  k  une  droite  AB  par  les  poinls 
d  une  autre  droite  GD  situee  dans  un  autre  plan. 

491.  —  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  dröites  AB,  CD  donnees 
dans  l'espace  et  non  situ^es  dans  un  mSme  plan. 

•     492.  —  Par  une  droite  donnöe  AB.  mener  un  plan  parallele  ä  une  autre 
droite  donnee  GD. 

493.  —  Par  un  point  donne,  mener  une  parallele  k  un  plan. 

494.  —  Par  un  point  donne  P,  faire  passer  un  plan  parallele  k  deux  droites 
AB,  GD,  qui  ne  sont  pas  situees  dans  le  m^me  plan. 

495.  >-  Par  un  point  donnö,  mener  un  plan  parallele  ä  un  plan  donnd. 

496.  -^  Mener  3  plans  paralleles,  M,  N,  P,  passant  par  3  points,  A,  B,  G,  non 
en  ligne  droite. 

497.  —  Lprsqu'une  ligne  droite  et  un  plan  sont  perpendiculai/es  a  la  m^me 
droite,  ils  sont  paralleles. 

g^miStrib.  «0 
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'rouver  le  lieu  des  poinU  ögolement  distanti 

'rouver  le  lieu  des  parallulcs  meneea  k  un 

Trois  plans  iianilliles,  M,  S,  P,  sont  rencon 

raile  AB  reiicontre  les  plana  en  A,  E,  B,  et  Ii ,  , 

»,  BE  =  8">.  CD  =  iä'n.  Calculer  CF  et'FD. 

lOraque  deui  plans  passeiit  par  deax  droiles  paralleles,  leur  ii 

araliele  k  ces  droiles. 

^rsqiie  dem  plans  qui   se  eoupent  sout  paralleles   k   une  ni 

iDterseetion  est  |>ara]läle  k  cetle  druile. 


I'angle  forme!  par  dem  murs  qi 

ar  le  colcul  sl  deu%  murs  sodI  ou  non  perpeiiili- 

r  que  l'ani^le  d'une  droite  el  d'un  plan  est  le  plus  petitdca 
lit  nelto  lignc  avei:  Icsdroites  qui  passent  parEonpieddiiiislcpluii. 
e  toutes  las  draites  issues  d'un  mäme  point  d'un  plan,  troiiver  ce'.'.e 
US  grand  angle  avec  un  i'  plan  qui  renconlre  le  1"'. 
ar  deux  poiuts  donnOs  oii  par  une  droite  donniie  siii"  un  plan,  fiiire 
eond  plan  pei'pendiciilaii'e  au  preinier. 

'ar  deui  poiats  doniius  ou  par  une  droite  donaCe  hors  ü'uu  plan, 
un  »econd  plan  pcrpendieulaire  au  premier. 

.a  projeclion  d'uno  droits  gur  uo  plan  est  un  point  ou  une  di'oile. 
les  perpendiculaircs  abaissees  du  mömo  poinl  A  sur  de.  plans  qui' 
la  mime  droite  KL  sont  toutes  dans  un  m^nie  plan. 
Tne  droite  et  un  plan  qui  lui  est  parallele  sont  perpendiculaires  au 

In  meridien  coupe  un  mur  verlical  selon  une  vertioale. 

){^montrer  :  l^que  tout  point  du  plan   bissecicur  d'un  anglet  dlMre 

it  distant  de  ses  faces;  3*  que  toul  point   pris  dans  l'intärieur  du 

du  bissecteur  est  inägalemenl  distant  des  faces  du  digdre.     . 

["rouver  le  lieii  des  points  de  l'espace  tels  que  chacun  d'eui  soit 

stant  des  trois  arStes  d'un  triädre. 

Ii  un  angle  Iri^dre  a  deuT  faces  Egales,  ha  diädres  opposäs  k  ns 

ti  deux  diädi-es  d'uu  trlädrc  sont  egaui,   les   faces  opposiSes  sont 

Jans  un  angle  Iriädre,  au  plus  grand  diedre  est  opposiie  la  plus 
et  i'eciproquenienl. 


LIVRE    VI 

POLY£DRES 


CHAPITRE  PREMIER 

Polyödres,  prisxnes,  parall^lipipödes. 
Propri6t6s  de  ces  solides ;  leurs  volumes. 


Definüions,  : 

601.  —  On  appelle  polyedre  im  solide  limite  de  toutes  parls 
par  des  polygones  plans  (fig.  413). 

Ces  polygones  sont  les  faces  du  pblyödre ;  les  intersections  des 
faces  en  sont  les  avHes;  les  points  de  rencontre  des  ar^tes  en  sont  les 
sommets. 

602.  —  On  nomme  diagonale  la  droite  qui  Joint  deux  sommets 
non  situes  sur  la  möme  face  du  polyMre.  Exemple  :  DF. 

Un  polyMre  est  regulier  lorsque  ses  angles  solides  sont  ^gaux  et 
que  ses  faces  sont  des  polygones  reguliers. 

Nous  verrons  plus  loin  qu'il  ti'existe  que  cinq  polyedres  reguliers. 

Un  polyedre  est  convexe  lorsqu'il  reste  tout  entier  d'un  m^me 
cöte  de  l'une  quelconque  de  ses  faces  prolong^e  indefiniment. 

603.  —  Quelques  polyedres  ont  des  noms  particuliers ;  on 
appelle  tetraedre,  pentaedre,  hexaedre,  octaedre,  dodecaedre,  icosaedre 
les  polyMres  qui. ont  quatre,  cinq,  six^  huit,  douze,  vingt  faces. 

Les  autres  polyedres  se  d^signent  par  le  nombre  de  leurs  faces. 

604.  —  On  nomme  prisme  un  polyedre  qui  a  deux  faces  Egales 
et  parallMes  et  dont  toutes  les  autres  sont  des  parallel^grammes. 

605.  —  Voici  comment  on  peut  construire  uri  prisme  :  on  prend 
un  polygone  quelconque  ABCDE  {fig,  4i3),  et,  dansun  planparallMe,  on 
forme  un  second  polygone  FGHIK  dont  les  cötes  soient  dieux  A  deux 
^gaux  k  ceux  du  premter,  paralleles  et  dirig^s  dans  le  m^me  sens; 
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on  Joint  ensuite  les  sommets  homologues  par  les  droites  AF,  Rß, 
CH,....Levolume  AH  ainsi  forme  est  ud  prisme,  car  par  conslmcliua 
dem  de  ses  faces  sont  egales  et  paralleles 
et   toutes   les   autres   sont    des    parallelo- 
grammes. 

Les  deux  faces  ABCDE,  FGHIK  egales  et 
paralleles  sont  les  bases  du  prisme;  toutes 
les  autres  faces  constituent  la  surface  late- 
rale ou  corivexe  du  prisme. 

La  hauteur  d'un  prisme  est  la  perpen- 
diculaire  abatssee  d'un  point  de  la  base  supä- 
rieure  sur  le  plan  de  la  base  inf^rieitre. 

606.  —  Un  prisme  est  droit  lorsquf  ses 
arätes  sont  perpendiculaires  aux  plans  des 
bases;  il  est  oblique  dans  le  cas  contrnire.  fig.  4t3. 

Un  prisme  tire  son  nom  de  ses  bases  : 
ainsi  un  prisme  est  dit  triangutaire,  quadrangutaire,  pentagonal,  «U., 
Selon  que  ses  bases  sont  des  triangles,  des  quadrilat^res,  des  penta- 
gones,  etc. 

607.  —  Le  prisme  quadrangulaire,  qui  a  pour  base  des  paralle- 
logrammes  et  dont,  par  consequent,  les  six  faces  sont  des  paratlelo- 
grammes,  prend  le  nom  particulier  de  paralletipipide. 

608.  —  Le  parall^lipipMe,  dont  toutes  les  faces  sont  des 
rectangles,  s'appelle  paralUlipipede  rectangle,  et  il  porte  le  nom  de 
ctiife,  si  elles  sont  des  carr^s  ^gaux, 

TBAOIttMX 

p  609.  —  II  ne  peut  y  ofotr  gue  eiiig  polyedres  regulier»  :  l« 

^  letraedre,  l'octaidre,  l'icosaidre,  t'kescaidre  et  le  dodicaedre. 

^  £n  efTet,  un  angle  solide  exigeant  au  moins  trois  faces  et  la 

r"'  somme  de  ces  faces  ne  pouvant  Jamals  Egaler  360"  (585),  il  suffit 

i  d'examiner  quels  sont  les  polygones  r^guliers  dont  les  angles  assem- 

t  bl^s  3ä3, 4  ä4, 5  ä5...  fassentune  somme  moindre  que  4  droits.  Or, 

l  chacun  des  angles  d'un  triangle  ^quilat^ral  valant  60»,  pour  construiie 

!!  un  angle  solide,  on  ne  peut  t^unir  ces  angles  que  3  &  3,  4  ä  4  ou 

;  5  ä  3,  ce  qui  donne  le  tetrafedre,  l'octaödre  et  ricosa^dre.  II  est  4vi- 

;  dent  que  ces  angles  ne  peuvent  etre  riiunis  6  ä  6,  car  un  angle  solide 

f  a  moins  de  360»,  et  6  fois  eO»  =  360".  Les  angles  d'un  carrö  valant 

I  90°,  on  ne  peut  assembler  ces   angles  que  3  ä  3,  ce  qui  donne 

(  rhexa^dre.  Pour  le  pentagone,  chacun  des  angles  valant  108*,  on  ne 

r  pourra  non  plus  r^unir  les  angles  que  3  ü  3,  ce  qui  donnera  ie  dode- 

\  caödre.  Chaque  angle  d'un  hexagone  valant  lä)»,  il  est  impossiblc 

k  de  construire  un  angle  solide  en  r^unissant  3  de  ces  angles ;  l'impos- 

\  sibilitö  de  construire  un  angle  solide,  en  r^unissaot  3  ftogles  d'un 
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polygone regulier  existe,  a  fortiori,  aice  polygone  aplusdesixcöt^s: 
donc,  il  n'y  a  que  cinq  polyidres  röguliers. 

TH&ORifeME 

610.  —  Dans  tont  parallMpip^de,  les  faces  oppos4es  sont  ^gaies  et 
paraUelex. 

Soit  le  parall^Iipipede  AG,  Par  d^fini- 
lion,  les  deiix  bascs  AC  et  EG  sont  Egales 
et  paralleles;  il  reste  ä  demontrer  quela 
märae  cbose  a  lieu  pour  deux  faces  oppo- 
8^es  quelcenques,  par  exemple,  pour  les 
faces  AH  et  BG.  Toutes  les  faces  de  ce  solide 
ätantdesparallelograniRies,  les  ar^tesAEet 
BF  (ce  sont  les  cötes  opposes  du  parall^loT 
gramme  AF)  sont  Egales  et  paralleles ;  il  en 
est  de  mäme  de  AD  et  de  BC.  Par  cons^- 
quent,  les  angles  EAD,  FBC  sont  6gaux  et  ns.  4ii. 

lenrsplans  sont  paralleles  :  les  paraltelo- 

grammes  AG  et  BHsontdonc^gauxcommeayant  un  angle  4gal com- 
pris  entre  cötes  ^ganx  chacun  h  chacun. 

611.  C;oi*oll«lre  I.  —  Bmis  un  parallelipipede,  on  peut 
prendre  pour  basesune  face  quelamqae  et  son  oppogee. 

En  effet,  dans  ce  solide,  deux  faces  quelconques  oppos^es  sont 
Egales  et  paralleles. 

eis.  Corollalre  II.  —  Toute  »ection  plane  KLMN  faite  dant 
HR  parallelipipede  par  un  plan  gut  rea- 
eotttre  deux  faces  opposies  est  un  panUli- 
logramme. 

En  effet,  cette  section  est  un  quadri- 
latöre  dont  les  cöt^s  oppos^  sont  paral- 
leles comme  interseclions  de  deux  plans 
paralleles  coup^s  par  un  troisienne. 

THEORäHE 

613.  —  Les  quatre  diagonales  d'un 
paralUHpipide  se  coupent  au  mime  point,  fig.  415. 

qui  est  le  milieu  de  chacune  d'elles. 

Soit  le  parallelipipöde  AG.  Les  arötes  DH  et  BF  ^tant  I'une  et 
l'autre  Egales  et  paralleles  h.  AE  sont  Egales  et  paralleles  entre  elles ; 
donc  le  quadrilatöre  BDHF  est  un  parallölogramme  et  les  diagonales 
BH  et  DP  6«  coupent  en  leurs  milieux.  Consid^rons  maintenant  les 
diagonales  DF  et  AG.  Les  arStes  AD  et  FG  ^tant  I'une  et  Tautre 
igales  et  parallöles  ä  EH  sont  ^ales  et  paralleles  entre  elles,  donc  le 
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quadrilät^re  ADGF  est  un  par«llelogramme  et  les  diagonales  DF  et  AG 
se  coupent  en  leurs  milieux.  Les  trois  dia- 
gonales BH,  DF  et  AG  se  coupent  donc  au 
m^me  point  0  et  en  leurs  milieu^.  Od  de- 
montrerait  de  mäme  que  les  diagonales 
.CE  et  DF  se  coupent  en  leurs  milieux. 
Les  quatre  diagonales  se  co:ipent  donc  au 
m£me  point  0,  qui  est  le  milieu  de  chacune 
d'elles. 

Le  point'O  est  dit  le  ceittre  du  parall^li- 
pip^de. 

FiO.  416. 

614.  —  Dans  un  paraldUpipede  rec- 

tangle,  le  carr^  d'une  diagonale  est  egal  d  bt  somme  des  carte»  des  troU 
dimeasioiis  du  parallMipipede. 

Seit  le  parallelipipede  i-ectangle  AG.  II  s'agit  de  d^montrer  que  : 

W'  =  15IT'  +  Da'  +  DC'- 
En  efTet,  le  triangte  FBI),  rectangle  en  B, 
donne 

DP*  =Tb'  +13B'  ="DH'  +^*; 
mais  ie  triangle  ADS,  rectangle  en  A,  donne 

DB' =  M' +  AB' =  Da' 4- DC', 
donc 

i5F'  =  DH'  +  Dä'  +  DiT'  ■  i'i«-  4'7. 

615.  Coi-ollalr«.  —  Les  quatre  diagonales  d'un  parallelipi- 
pede rectaitgle  soitt  Egales;  car  la  d^monstration  pr^c^dente  s'applique 
ä  l'une  quelconque  des  diagonales. 

tb£or£he 

■  '616.  —  Deux  paratlelipipedes  rectangle»  de  niime  base  et  (fc 
meine  hauteur  sonl  ^gaux. 

En  effet,  ils  ont  leurs  faces  et  leurs  diMres  egaux  deux  ä  deux, 
donc  ils  sont  superposables. 


617.  —   Deux  parallilipipedes  rectangles  de  meme  base  sonl 
dam  le  rapport  des  hauleurs.  .  -    _  ■ 

Soient  P  et  P'  deux  paraiUlipipMes  rectangles  ayant  des  bases 
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,ABCD,  ABC  D  egales  et  dont  les  hauteurs  sont  AE,  AE .  II  faut 
dömontrer  quc 

P  _  AE 

P'~A'E' 
Siippo8on  sqne  les  faautears 
iiient  une  commune  mesure 
contenue,  par  e;£emple,  4  fois 
dans  AE  et  3  fois  dans  A'E', 
nous  aurons  : 

AE  _i 
.   A'E'~3'  i'io    *'S. 

Si  par  les  points  de  division  des  hauteurs  AE,  A'E'  nous  menons 
des  sections  droites.  nous  decomposerons  les  parallel! pipMes  P  et  F 
en  petits  parallölipip^des  rectangles  egaitx  entre  eux  comme  ayant 
leurs  bases  et  leurs  hauteurs  egales.  Or,  le  parallclipip^de  P  contient 
4  de  ces  petits  parall^lipipMes  rectangles  et  le  parallelipipede  F  en  ' 
contient  3,  nous  aurons  donc  : 

,  1*       * 


ou  ä  cause  du  rapport  commun  - 


Oll  demontrerait,  comme  au  ri"  228,  que  le  th^or^me  est^gale- 
ment  vrai  lorsque  les  hauteurs  AE,  A'E'  n'ont  pas  de  commune 
mesure. 

Ce  theor^me  s'^nonce  encore  ainsi  : 

Deux  paralt^lipipedes  reetangles  qui  ont  derix  dimensiom  com' 
munes  sont  dam  le  rapport  de  leurs  troUiemes  dimeimom. 

THläOB£:H£ 

618.  —  Deax  parallelipipedes  rectaiigles  qtü  ont  une  dimension 
commuite  sont  dans  le  rapport  des  prodatts  de  leurs  dimsusions  respec- 
tires  non  communes. 

Soient  P  et  P  les  deux  parallelipipedes  reetangles,  dont  nous 
d'-signerons  les  dimensions  respeetives  par  a,  b,  c  et  a,  b',  c',  il  faut 
demontrer  que : 

P'~6XC'' 
Four  cela,  comparoas  les  parallelipipedes  propos^s  ä  uo  paralti- 
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lipipMe  rectangle  auxiliaire  P"  ayant  pour  dimensions  a. 
c'est-ä-dire  deux  dimensioDs  communes  avec  chacun  des  dei 
miers.  Les  parallelipipödes  P  et  P"  ayant  deui  dimensions  com 
a  et  b,  sont  entre  eux  comme  leurs  dimensions  r  et  e',  d'oit  : 

L— £. 

V"~c 

Üe  mänie,  les  parallelipipMes  P"  et  V  ayant  deux  dim' 
communes,  a  et  c',  sont  entre  eux  commc  les  dimeosiuns  6  et  6 

F  ~6  ■ 

Hultiplianl  membre  k  membre  les  deux  egalites  pr^^ei 
supprimant  !c  factenr  P*',  il  vient : 

P_  bXe 

THEOREME 

619.  —  Dem-  parutle'Upipedex  rectanglex  quekonqms  tont  ■ 
rapport  des  produits  de  leurs  trois  dünetisions. 

Soient  P  et  P  deux  parallelipipf^des  rectangles  qiielct 
a,  b,  c  les  dimensions  du  jiremier  et  a.  b\  c'  Celles  du  second. 
d^montrer  quc  : 


P      rt  X  6  X  c 

Pour  cela,  comparöns  les  p^rall^lipipedes  pröposes  k  un  Iroisi^me 
paratl^lipipMe  rectangle  V"  ayant  deux  dimensions,  a  et  b,  communes 
avec  P  et  une  troisi^me,  c'.  commune  avec  P'.  D'aprös  les  th^orömes 
prec^denls,  nous  aurons  : 

Z  —  t    ,  P'_"X* 
V~  c'       P'~a'Xf>'' 

Multipliant  ces  Egalites  membre  k  membre,  et  supprimant  le 
facteur  P",  il  vtenl : 

aXbXr 


a'  Xb'x  c 


680.  —  Le  volume  d'un  paralle'tipipede  rectangle  est  egal  au 
produit  de  ses  trois  dimensions,  si  Von  prend  pour  nniti  de  volume  le 
rvbe  qui  a  pour  eöte  l'iintte  de  longueur. 
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Soit,  en  ßffet,  le  parallelipipede  rectangle  P  dont  les  trois  dimen- 
sions  sont  a,  b,  c. 

PrenoQS  pour  uniti  de  volume  te 
ciibe  C  ayant  pour  cöte  l'unit^  de 
Imtgueur  qui  gert  h  mesurer  ies  di- 
mensions  du  parallelipipede  P. 

Nous  aurons,  d'apr^s  le  th^oräme 
pr^cMent, 

P_a><AX£_a      6      c 

c-ixix<-i'<i>^r  „„„, 

P 

Or,  te  cube  C  ^tant  l'unit^  de  volume,  le  rapport  -  exprime  la 

mesure  du  parallelipipMe  rectangle  {Aritkm.,  n"^  i  et  5),  de  m^me 

<(ue  Ts  j  et  j  repr^seutent  Ie8  mesures  des  dimensions  du  parall^li- 

pipMe  rectangle.  Donc,  ie  volume  d'an  paralUlipipede  rectangle  esl 
egal  au  produit  des  nombres  qni  expriment  les  mesures  de  ses  trois 
dimensions,  ou,  plus  simplement,  egal  au  produit  de  ses  trois  dimen- 
sions. 

621,  Corollalre  1.  —  Le  voltane  ffun  parallMipipede  rec- 
tangle est  ^gai  aa  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  car  le  produit  des 
deux  dimensions  de  sa  base  repr^sente  l'aire  de  cette  base. 

6SS.  Corollalre  II.  —  Le  volume  du  cube  ent  egal  au  cttte 
deson  arite;  cardans  un  cube  les  trois  dimensions  sout  Egales.  En 
dösignant  par  a  Taröte  d'un  cube  et  par  V  son  volume,  on  a  donc  : 

THAOKiitaS 

6S3.  —  Le  volume  d'un  parallSlipipide  droit  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  kauteur.  . 

Soit  le  parallelipipede  AG  dont  la  base 
ist  ABCDet  la  hauteur  AE. 

II  faut  d^montrer  que  : 
-     Parall^lipipÄde  AG  ~  ABCD  X  A,E. 

En  effet,  si  l'on  remplace  les  parall^ 
logrammes  de  ses  bases  par  les  rectan- 
gles  Äquivalents  ABIK,  EFLH,  pn  formera 
aitisi  un  parall^lipipMe  rectangle  AL 
»yant  mäme  hauteur  AE  que  le  parall^- 
lißipäde  AG  et  des  bases  äquivalentes; 
maison  auraeaoutredeuxprismestrian-  ^j^,   aoO 

gulairesdroitsADKEHM,  BGIFGL,  6gmx, 
car,  ayant  des  bases  et  des  hauteurs  Egales,  on  peut  les  faire  colncJder. 


LIVRE  VI.    —  POLVtDKEB. 

■  de  Ift  flgure  totale  on  retranchc  Bucceseivement  les  prismes 
sins  igvxz.  DKSUH,  BCIFGL,  les  restes  qu'on  obtient,  ou  les 
rpipMcA  AG,  AL,  aaät  ^^orvateats. 

le  partfll«^iipip6d«  AL  a  pewr  nesure  (621)  ABIK  X  AE,  donc 
li^lipip^ilc  AG,  qui  tuiest  äquivalent,  wuaanssicette  mosure, 
ID  X  AE,  car  le  rectangle  ABIK  peut  se  reniplacef  par  le 
ogramme  ABCD.  Donc  enfinle  volume  d'un  parallelipip^de 
pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  baiiteur. 

TH^RÄME 

l.  —  Le  volume  d'un  pristne  droit  est  egal  au  produit  de  »a  baae 
.auteur. 

d'abord  le  prisme  droit  trian- 

ABCDEF.  Formons  le  parall^ 
!  ayant  pour  base  le  parall^lo- 
B  A8CG  construit  sur  AB  et  sur 
lour  bauieur  la  hauteur  AD  du 

Ceparall^lipip^de^stdoubledu 

triangulaire,  car  11  est  la  somme 

X  prismes  ABCDEF,  AGCDFH 

comme  ayant  des  bases  egales 

le  hauteur.  Or,    le  volume  du 

ipipöde  AF  est  egal  au  produit  yig.  42I. 

iseABCG  par  sa  hauteur  AD  ou 

<  AD;  donc  le  prisme  triangulaire  qui   en  est  la  moiti^   b 

i  , 

esure  ^  ABGG  X  AD  ou  ABC  X  AD,  c"est-i-dire  le  ^iroduit  de 

par  sa  hauteur. 

en  second  Heu  le  prisme  droit  quelconque  ABCDEF.... 

>mposons-le   en    prismes   triangu- 

ar  des  plans  menes  selon  l'aröte  AF 

^tes  CK,  DL.  Ces  prismes  ont  m^me 

■  que  le  prisme  total.  Si  nous  appe- 
a  hauteur  commune,  no.us  auroDS : 

•risme  ABCFGK  =  ABC  X  H, 

'risme  ACDFKL  =  ACD  X  H, 

•risme  ADEFLM  =  ADE  X  H. 

prisme  polygonal,  qui  est  la  somme 

prismes  triangulaires,  a  pour  me-  p,(,   4^ 

XH4-ACDXH  +  ADEXH  =  (ABC  +  ACD  +  ADE)XH 

ABCDExH,  ,. 

iire  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.        1 


"%: 
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TBäÖRäUK 

6S5.  —  Les  secliaas  parallele»  faitet  dam  un  prisme  sont  des 
polygoiieg  eguiur. 

Soient,  dans  le  prisme  AI,  les  Bcctions 
paralleles  LMNOP  et  QRSTU  :  ces  sections 
forment  detK  ^ygenee  egaui. 

En  effet,  deux  cötes  homologues  quelcon- 
queä  LM,  QU  sont  paralleles  comme  6tant  • 
les  intersections  de  deux  plana  paralleles. 
LiN,  QS,  par  un  troisiämeAG,  et  de  plus 
^gaus,  puisque  ceaonE  des  paralleles  com- 
prises  entre  paralleles.  Deux  angles  ijuelcon- 
ques  LMN,  QRS,  sont  aussi  egaux,  car  ils  ont 
leurs  cötös  paralleles  et  diriges  dans  le  mäme 
sens.  Ces  deux  polygones,  ayanHeurs  cötös 
et  leurs  angles  respectivement  egaux,  sont 
egaux- 

.626.  Corollalrel.  tt  Tonte  mtion  fig.  423. 

parallele  ä  la  base  est  igaleA  cette  bäte.  , 

'  627.  DAflnlllon.  —  On  appelle  section  dreite  d'un  prisoje 
toute  section  faite  par  ua  plan  perpendicblaire  anx  ar^tes  laterales. 

.;'     THEORfiUE, 

628.  —  Un  prisme  oblique  iqaimutätttt  prisme  droit  qniapoyr 
base  la  secHon  droile  du  prisme  oblique  et  pour  hauteur  une  des  aritet 
laterales  du  prisme  (Clique. 

Har  un  point  quelcpn.que  I  de  l'arSte  AE, 

menons  la  section  droite  IKLM  ;  prolongeons 

ensulte  EX  de  mani^re  k  avoir  AN  :=  IE ;  puis, 

par  le  point  N,  conduisons  un  plan  parallele  ä 

IKLM;ceplanrencontreralesarötesFO,GC,HI), 

prolong^es ,   et  nous  obtiendrons   ainei    un 

prisme  droit  NL  ^uivaleiit  au  prisme  obli- 

.que   AG.   Prouvons  d'abord   que  les  solides 

NC  et  IG  sont  egaüx.  Pour  cela,  portons  la 

section  NPsurson  ^gale  (625)  ILdemaniöre 

qu'elles  comcident  dans  toute  leur  4tendue, 

les  arötes  NA,  OB,  PC,  OD,  perpendiculaires 

au  plan  PJP,  prendront  respectivement  les  di- 

rections  des  arötes  IE,  KP.  LG.  MH,  perpen-  ^'*'-  *^- 

diculaires  au  plan  IL;  mais,  le  plan  NP  etant  parallele  au  plan  IL 

et  AN  etant  egal  ä  IE,  Nl  =  AE,  de  möme  OK  =  BF;  PL  =:  CG; 

QM  =  DH,  donc  OB  =  KF,  PC  =  LG,  QD  —  MH;  donc  les  point« 

A,  B,  C,  D  tomberont  aux  poinis  E,  F,  G,  H  :  les  deax'solides 


/ 
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NC,  IG  colncideront  dans  toute  )eur  ^tendue  et  seroni 

Donc,  si  noue  retranchoDS  successivement  dela: 
leB  solides  egaux,  NC  et  IG,  les  deuxrestes  que  nouB  obtiendroDs,  ou 
les  prismesAGet  NL,  serontequivalents;d'ailleurslepri&me  droit  NL 
a  ponr  hauteur  NI  =  AE ;  or  A£  est  uoe  des  arätes  laterales  du  prieme 
oblique.  C.  q.  f.  d. 

639.  Rennar^ue.  —  11  est  evident  que  les  sections  NP,  11. 
auraient  pu  ^tre  perpendiculaires  k  l'aröte  AE  aux  points  A  et  £,  \a 
d^monstration  aurait  ete  la  m^me.  Donc,  st  par  les  deux  exlrimUes 
d'une  arite  d'unprisme  oblique  on  mene  des  sectiom  droites,  on  obtienl 
un  pristiie  droit  ^guitalent  au  prisme  oblique. 

TH^OR^MB 

630.  —  Le  voltime  d'un  parallilipipede  gueleongue  est  egal  au 
pfodüit  de  sa  base  par  m  hauteur. 

'   En  elTet,  tout  parallelipipöde  AG  est  un  prisme  oblique,  ^quivalant 
ä  UD  prieme  droit,  ayant  pour  base  la  section  droite  KLMN  et  pour 
hauteur  unc  aräte  teile  que  AB  (628).  Le  parall^lipipMe  AG  est  donc 
^uivalent  au  paralle- 
lipip^de    droit    ayant 
ponr  base  le  paralMlo- 
gramme  KLMN  et  pour 
hauteur  AB.  Or,  si  du 
point  L  on   möne   LI 
perpendiculaireauplan 
ABCD,  cette  droite  sera 
h.   la   fois   la  hauteur 
da  parallelipipMe  AG 

(61l)etcel]eduparall^-  j^g.  425. 

logramme  KLItlN;  mais 

le  parallelipipMe  droit  a  poiir  mesure  KLMN  X  AB  ou  LI  X  KN  X  AB. 
Le  volume  du  parallelipipMe  propose  AG  est  donc  aussi  egal  ä 
LI  X  KN  X  AB  ou  ^gal  k  AB  X  KN  X  LI,  c'est-ä-dire  egal  au  pro- 
duit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  car  AB  X  KN  exprime  l'aire  de  la 
base  ABCD. 

En   representant  par  B  la  base  d'un  parallelipip^de  quelconque, 
par  H  &a  hauteur  et  par  V  son  volume,  on  a  la  formulc 
V  =  BXH 

631.  Corollaire.  —  Deux  parallelipipkdes  tpti  ont  des  bases 
äquiraleiiles  et  meme  hauteur  sont  equitalents. 

THälORfiHE    , 

632.  —  I^  volume  d'un  priitne  quelcotique  e»t  igat  au  produil  ile 
$a  base  par  sa  hauteur. 


^ 
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Soit  d'abord  un  prisme  triangulaire  ABCEFG. 

Conatruisons  le  parallelipipMe  BH  ayant  pour  base  le  parallölo- 
giamme  .\BCD  construit  sur  AB  et  sur  BC  et  pour  arötea  laterales 
des  droites  egales  et  paralleles  k  AE.  Le  parall^lipipMe  ainsi  formö 
est  le  double  du  prisme.  ■  - 

En  efiet,  soit  une  section 
dioiteKLMN  faite  dans  ce  pa- 
rallelipipMe.  Lee  deux  prismes 
triangulaires  AF,  DG,  dont  se 
compose  le  parallel! pipMe,  sont 
respectivement  ögaux  ä  de«x 
pi'ismes  triangulaires  droits 
dont  Tun  aurait  pour  base  le 
Iriangle  KLMet  l'autre  le  trian- 

i^le  KMN  et  pour  hauteur  com-  fiö-  436- 

inline   AE.  Mais,   les  triangles 

KLM  et  KMNetent egaux,  ces  prismes  droits  sont  i^gaux  :  d'oik  il  suit 
que  les  deux  prismes  obliques  AF,  DG  sont  Äquivalents  ;  par  auite, 
le  parall^lipipede  BH  est  double  du  prisme  triangulaire  AF.  Or,  le 
volume  du  parallelipip^de  est  ögal  au  produit  de  sa  base  ABCD  par 
sa  hauteur  HI,  ou  ABCDXHf  :  donc 
!e   prisme  triangulaire,   qui  en  est  la 

nioiti4,  a  pour  mesure  -  .\BGD  X  HI  ou 

.\BG  X  HI,  c'est-ä-dire  le  produit  de 
sri  base  par  sa  hauteur. 

Soit  en  second  lieu  un  prisme  quel- 
oonque  AH.  D^composons  ce  solide  en  ' 

prismes  triangulaires  par  des  plans 
menes  selon  l'arßte  AP  et  ies  arötes 
GH,  DK.  Le  prisme  donne  est  ia  somme 
des  trois  prismes  triangulaires  dans 
lesquels  il  est  d^compose  et  qui  ont  III 
pour  hauteur  commune.  Le  volume  du 
prisme  sera  donc :  "'^-  ^■ 

(-\BC  +  AGD  +  ADE)  X  HI  ou  ABCDE  X  HI. 

I  En  representant  par  B.  la  base  d'un  prisme  quelconque,  par  H  sa 

j  hauteur  et  par  V  son  volume,  on  a  la  formule 

I  V  :=  B  X  H. 

633.  Corollalre.  —  Denx  prismes  qui  ont  des  bcaes  iquivor 
I  lenteset  mime  hauteur  tont  e'quivalenls. 


UTBK  Tl.  —  P0LY£:DRe8. 
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Pjrramide.  —  Voluma  de  la  pyratmlde,  d'i 
'  de  Pyramide  ä  base^  parallöles,  d'on  t 

prisme  ä  baEie«  trian^ulaires.  —  Vohimi 

tains  polyädr«^  convei^es. 

D^finitious. 

634.  —  Une  Pyramide  ea^  na  solide  dont  l'une  des  f 

poIygone  quelconque  appele  btfSe  et  dont  fes  autres  faci__  __ _ 

triangles  ayant  pour  bases  les  cöt^s  de  ce  polygone  et  pour  soinmet 
nn  mäme  point  qui  est  le  sommet  äß  la  pyramide. 

La  hauteur  est  la  perpendiculaire  abaissee 
du  soinmet  sur  le  plan  de  la  base.  SO  est  la 
hauteur  de  la  pyramide,  si  cette  droite  est 
perpendiculaire  sur  le  plan  de  la  base  ABCDE. 

On   appelle  apotkeme  la  perpendiculaire 
■   menee  du  sommet  sur  un  c6tö  quelconque  de 
la  base :  teile  est  la  droite  SK. 

L'ensemble  des  faces  triangulaires  de  la 
Pyramide  forme  sa  surface  laterale  ou  convexe. 

Une  Pyramide  tire  son  nom  de  sa  base : 
ainsi  une  pyramide  est  dite  triangulaire,  qua- 
di'ttiigulaire,  pentagoitale,...,  etc.,  selon  que  sa 
base  est  un  triangle,  im  quadrilat^re,  un  pen-  p,^  428_ 

lagone,  etc. 

Une  Pyramide  est  reguliere  lorsqiie  sa  base  est  un  polygone  regu- 
lier et  que  sa  hauteur  tombe  au  ccrt(/e  de  ce  polygone;  dana  cecas,  la 
hauteur  est  Tare  de  la  pyramide. 

,  635.  —  On  appelle  Ironc  d^ pyramide  ä  bases  paralleles  le  solide 
compris  entre  la  base  d'une  pyramide  et  lin  plan  secant  parallele  ä 
cette  base.  La  distancedcsdeuxplansparall^lesestlaAriHlen/'flHti'onc. 


TQClOBäMB 


636.  —Sil'oncoupeünepyravn 
i"  Les  ar^tes  et  la  hauteur  saitt  di 
2°  La  section  faite  dans  la  pymitii 
S"  Le  rapport  des  aires  de  la  swti 


Ideparun  plan  parallele  ä  sa  base: 
Ivis^es  en  parties  proportionnelles ; 
ide  est  semblable  ä la  base: 
et  de  la  base  est  egal  an  rapport 


res  de  teurs  distances  au  i^mmet. 
Soient  SABCD  ja  pyramide  ooupee  par  un  plan  abcd  parallele  ä 
base  et  SO  la  hauteur  rencontr^e  par  le  plan  secant  au  point  o. 
1°  Uenons  par  Jc  sommet  S  un  plan  P  parallele  k  la  base.  Les  trois 


PYRAMIDE. 


plana  paralleles  ABCD,  abcdel  P  divUent  (538)  lesar^tesSA,  SB,.. 
la  liauteitr  SO  en  parties  proportionnelleB.  On  a  donc  : 


SA       SB       ■■'  ■       SO 

2°  Les  angles  abc,  bcd,...  de  la  Sec- 
tio» sont  egaux  respectivetnent  aux 
angles  ABC,  BCD,...  dejabase,  comme 
ayant  leurs  cötes  paralleles  et  dirig^s 
dans  le  m^mesens;  enoulre,  les  trian- 
gles  Sab.  S^,...  ^tant  semblables  aux 
ti-iangles  SAB,  SBC,...,on  a  : 

"''  _^  _**^  _  ^' 
ÄB~SiJ~BC~SC 

La  section  et  1^  base  aj'ant  leurs 
angles  egauK  et  leurs  cütes  homolo- 
gues  Proportion  nels  sont  deus  poly-  fig, 

^ones  semblables. 
■     3°  La  similitude  de  la  sectioo  et  de  la  base  donne : 


maisona(I°etä-):  ^^         ^^^         ^^  ; 

&>^  «*' 

par  smte :  =^  -^^- , 

SO'   .    ab' 

..  -  ,.-'    ....       .  -  ahcd  So 

d'oü  rigaliti.chercMe :  — ■ =  ~ — . 

ABCU  so' 

637.  Coroilaire  I.  —  Si  deux  pt/ramides  ont  meme  hauteur, 
les  aires  des  seciions  faites  par  des  plann  paralleles  nux  bases,  et  ä  la 
mSme  dUtance  des  sommels,  sont  dans  le  rapporl  des  bases. 

En  effet,  en  representant  par  B  et  B'  les  aires  des  bases,  par 
b  et  b'  Celles  des  sections,  par  H  la  hauleur  commune  et  par  ft  la 
dislance  du  sommet  ä  chaque  seclion,  on  a  (3°) :  ' 


638.  Coroilaire  II.  —  Si  deux  pyramides  ont  mime  hautew 
et  des  bases  equivalenles,  les  sections  fai'es  par  des,plans  paralleles 
aux  bases,  et  ä  In  meme  distance  des  sommels,  sont  iquivalentet. 


donne  b'  =.  6,  dans  le  c 
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639,  —  ßeux  pyramides  triangulaires  qrn  out  des  batet  äquiva- 
lentes et  meme  hauleur  tont  äquivalentes. 

Soienl  les  deux  pyramides  S  et  S'  de  bases  equivalentes  et 
de  möme  hauleur. 

Supposona  les  bases  ABC,  ABC  des  pyramides  sur  le 
mömeplan ;  divisonsla 
hauleur  H  eu  uo  i;ep- 
lain  numbre  de  par- 
ties  egales,  cinq  par 
e\empte,  -mn,  no,  up, 
pq,  qr,  et  par  les  points 
de  division  n,  o,  p,  q, 
r,  menons  des  plans 
paralleles  aux-  plaas 
des  bases.  Pui8c|ue  les 
bases  sont  equiva- 
lentes.tes  seclioüscor- 
Fespondantcs  le  seront 
aussi  (638).  Sur  cha- 
cune   des  sections  de 

cbaque  pyramide,  coq-  Fio.  430. 

struisons  des  prismes 

triangulaires  compris  entre  les  plans  paralleles,  de  maniere  qne, 
dans  la  pyramide  S,  la  base  ABC  soit  )a  base  infirieure  du  premier 
prisme;  la  premi^re  section,  la  base  inferieure  du  deuxieme 
prisme,  etc. ;  tandis  que,  dans  la  pyramide  S',  la  premißre  sectioo 
sera  la  base  snpirieure  du  premier  prisme ;  la  secoude  section, 
la  base  superieuFe  du  deuxieme  prisme,  etc.  Le  volumc  de 
la  somme  des  prismes  P,  P',  P",  P  ,  P"'  est  evidemment  plus 
grand  que  le  volume  de  la  pyramide  S,  et  le  volume  de  la 
somme  des  prismes  p',  p",p"',  p"",p"plus  petit  quele  volume  de 
la  pyramide  S'.  Nous  aurons  donc  : 

S  <  P  +  P"  +  P"  +  P"'  A-  V"" 
'.  S'>p'  +  p"  +  p'"  +  p""  +  P' 

Retranchaut  ces  inegalilös  membre  ämembre,  il  vient  : 
S  -  S'<P  +  P'  +  P"  +  P"'+  p""  —  p'~p"-p">-p""~p- 
maisles  prismes P'  et;>',  P"  elp"...,  ayant  des  bases  equivalentes 
et  m^me  bauteur,  sont  equivalents.  L'inegalile   precedente  se 
r^duit  donc  i, : 

S-S'<  ?  —  p- ;  a  forHori  S  — S'<  P.  Maie:  P=  ABC  X-^; 

Si  au  lieu  de  cinq  divisions,  on  en  prend  un  nombre  n,  tr^s  grand, 
—  tend  vci's  o,  el  par  lä-mäme,  P  =  ABC  X  —  lend  aussi  vers  o ; 
donc  ä  lalimite,  la  difference  S  —  S'  est  nulle  etS^^S',    c.op.d, 
THfOItäHE 

640.        f^e  volume  d'une  pyramtdu  quelconque  est  igal  au  tien 
du  produil  de  sa  base  par  sa  hautewr. 

Soit  d'abord  la  pyramide  triangulaire  SABC.  Henonsles  droitcs 


QUELCONftTJE.  Sil 

AD,  CE;  egales  et  paralleles  k  Tarnte  SB;  puis  achevons  le  prisras 
triangulaire  AEICDES,  qui  a  möme  base  et  möme  hauteur  qae  la 
Pyramide  dornige  :  nous  allons  d^montrer  que  la  pyramide  est  le 
tiers  du  prisme. 

Ell  eJTet,  le  prisme  se  compose  de  la 
iPyramide  SABC  et  de  la  pyramide  qua- 
drangulaire  SACED,  Or,  si  nous  condui- 
sons  le  plan  SDC,  nous  diviserons  cette 
pyramide  en  deux  pyramides  triangu- 
jaires  SACD,  SCDE,  qui  ont  des  bases 
ACD,  CDE  4gates-  et  tm^Ene-  bauten^,  la 
dietance  du  sommet  S  au  plan  ADEC; 
donc  ces  deux  pyramides  sont  equiva- 
lenles  (639).  Mais  la  pyramide  SCDE,  au 
lieu  d'avoir  son  sommet  en  S,  peut  l'avoir 
en  C,  et  alors  eile  aura  DSE  pour  base,  et 
sera  ^uivalente  k  la  pyramide  SABC; 
carcesdeux  pyramides  auront  des  bases  fis-  431. 

Egales,  ABC  =  DSE,  et  pour  hauteur  com- 
mune SO,  la  hauteur  raäme  du  prisme.  La  pyramide  SDCE  etant 
equivalente  aux  pyramides  SACD,  SABC,  les  trois  pyramides  sont 

«quivalentes  entre  elles,  et   l'une  quelconque,   SABC,  est  le  -  du 

prisme.  Or,  le  prisme  ABCDES  a  pour  mesure  ABC  X  SO;  donc  la 

Pyramide  SABC  a  pour  mesure  -  ABC  X  SO. 

Seit  en  second  lieu  la  pyramide  poly- 
gonale SABCDE. 

D^omposons-la  en  pyramides  triangu- 
taires  SABC,  SACD,  SADE  ayant  möme  hau-  ' 

teur  SO  que  la  pyramide  donnee,  nous  au- . 

Pyramide  SABC=iABC  x  SO. 


Pyramide  SADE  =  i  ADE  X  SO.  „g,  433. 

donc  : 

PyramideSAßCDE=|  (ABC-f  ACD-)-.\DE).SO=i  ABCDE  X  SO. 

En  disignant  par  V  le  volume  d'une  pyramide  quelconque,  par  B 
ea  base,  et  par  H  sa  hauteur,  on  a  : 

v=inxH. 


Ilalre  I.  —  Une  pyramide  guelconque  est  le  tiers 
'ine  btue  et  de  mftae  hauteur. 

Ilalre  II.  —  Deu.r  pyramides  quelconques  gm  ont 
ttea  et  mfimt  hauteur  soiil  equiraUntef. 
ansformer  une  pyr.-imide  A  base  quelcoaque  en  uoe 
ilaire  equivalente,  il  suilit  de  transruriner  en  un 
it  la  base  polygonale  ile  la  pyramide  donnee. 

Ilalre  III.  —  Deii.r  ppamides  de  bases  iguiva- 
;  rapport  dex  haiiteurs.  —  Dea.r  pyramides  de  mime 
le  rapport  iles  bases. 

Untre  IV.  -  Lonquoit  sait  ^-aluer  le  volume 
m  sait  aussi  trourer  le  rolume  d'un  polyedre  quet- 


(  d^composer  le  polyMro  en  pyramides  :  la 
!S  pyramides  donne  le  volume  du  polyedre. 

APPLICATION.  —  PROBLEME 

ver  en  fonction  de  Färbte  a-'i^le  volume  lUi  Irlmhlre; 
ictaiilre. 

t&truMTe  est  -~-  (454, 1").  Quant  i\  sa  hauteur  A, 

Ire  du  cercle  circonscrit,  et  forme  par  const'quent  un 
avec  l'aräte  du  tetraedre  et  le  rayon  du  cercle,  de 


i  Flu.  433. 

'on  designe  par  V  le  volume  du  tätra^dre  : 

*-3^      4     ^  y/fj-^ä"- 
fig.töZ)  se  comjiiiiic  de deux pyramides qui ont poiir 


PyRAMIDES  TRtANGULAIREe  AYAHT  DK  ANOLB  S 


base  commune  le  carr4  ABCD  de  cftt^  a  et,  par  consequent,  de  8ur- 
face  a'.  D'autre  pari,  la  hauteur  SS'  est  visiblement  dgale  &  la  dia- 
gonale du  ean6  de  cöt^ a  et,  par  snite,  4gale  k  ay^.  On  a  donc  pour 
le  volnine  chwchä  V  : 


V  =  '».XaV^="-^. 


AiDsi,  le  Tolume  de  l'octaddre  vaut  4  fois  le  voIume  da  t^traMra 
de  mäme  cAt^. 

THäOB^HE 

646-  —  Deux  pyramides  triangulaires  gut  ont  un  angle  solideigt^ 
sont  dam  le  rapport  des  produits  des  arites  de  eet  angle  solide. 

Nous  pouvons  supposer  que  lee 
angles  solides  egaux  coVncident.  Soient 
donc  les  pyramides  triaDgulaires 
SABG,  SA'B'C.  Menons  les  droites  BA', 
BC,  et  comparons  suroessivement  cha- 
cune  des  pyramides  propo8^s  i  la  py- 
ramide  auxiliaire  SA'BC 

Or,  si  nous  prenons  le  point  B  pour 
sOmmet  comsaun  des  pyramides  SA'BC' 
et  SABC,  nous  voyons  qu'elles  ont 
mi^me  hauteur  et  sont,  par  cona^uent, 
dans  le  rapport  de  leurs  bases  SA'C, 
SAC ;  mais  cea  bases,  ayant  on  angle  ^^   ^^ 

^gal,  sont  elles-mömes  dans  le  rapport 

des  produits  descötes  qui  compreDnent  cet  angle  (455).  Nous  pouvons 
donc  6crire : 

SA'BG'_SA'XSC' 

SABC  ~  SA  X  SC  '  '  ' 

D'autre  part,  si  nous  prenons  le  point  A'  pour  sommet  cotnmun 
des  pyramides  SA'B'C  et  SA'BC,  nous  voyons  qu'elles  ont  m^me  hau- 
teur et  sont,  par  consequent,  dans  le  rapport  de  leurs  bases  SB'C, 
SBC  qui  sont  elles-mömes  dans  le  rapport  des  droites  SB',  SB  (432), 
Mous  pouvoDS  donc  ^crire  : 

SA'B'C  _  SB' 

SA'BC "  SB'  '    '  ' 

.Multipliant  les  relations  (1)  et  (2)  membre  k  memhre  et  supprimaitt 
le  fkctenr  commun  SA'BC,  il  vient  cellequ'tl  fallet  troaver  : 

SA'B'C      SA'  X  SB'  X  SC 


SABG        SA  X  SB  X  SC  ■ 
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647.  —  Le  votume  «Tu»  trotte  de  ppramide  ä  baies  paraltetes 
^ivaut  d  la  somme  de  trots  pyramidef  ayant  pour  haatew  commune 
la  hauteur  du  trom,  et  pour  bases  retpectiteg  la  ba»e  iaferieure  du 
trotte,  ta  bme  mperieure  et  utte  mayenne  geom^trtque  entre  cet  deux 
bates. 

Soit  d'abord  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  ABCDEF,  ä  bases, 
ABC,  DEF,  paralleles. 

Si  nous  menons  les  plans  AEC,  DEC,  doub  partagerons  le  tronc  en 
trCMB  pyramides  triangulairea  EABC,  EDFC,  EDAC.  La  premiere  E;VBC 
a  pauF  bflse  ABC,  ou  la  base  infe^ieure  du  tronc,  et  pour  hauteur  la 
hauteur  mäme  du  tronc,  car  son  sommet  E  se  trouve  gur  le  plan  DEP. 
La  seconde  EDFC,  au  lieu  d'avoir  soo 
sommet  en  E,peut  l'avoir  en  C,  et  alors 
eile  aura  DEF  pour  base,  ou  la  base 
Bup^rieure  du  tronc ;  d'ailleurs,  eile  aura 
mäme  hauteur  que  lui,  puisque  son  som- 
met C  est  sur  le  plan  ABC.  Les  deux  py- 
ramides EABC,  EDFC  röpondent  d^j4  ä 
rönonc^  du  thäoröme. 

IHinontrons  que  la  pyramide  res- 
tante  EÜAC  est  bien  äquivalente  k  la 
troisi^ne  annoncee. 

Pour  cela,  menons  par  le  point  E  une 
droite  EG  parallele  ä  AD,  et  joignons  le  »''O-  ^®- 

point  G  aux-points  D  et  C,  nous  Torme- 

roDS  ainsi  une  nouvelle  pyramide  GADC  äquivalente  k  la  pyramide 
EADC,  carelles  ont  ADC  pour  base  commune,  et  leurssommetsetaat 
en  G  et  en  E,  sur  une  parallele  EG  au  plan  de  la  base,  elles  oot 
mäme  hauteur;  mais  la  pyt-amide  GADC  peut^tre  consideree  comme 
ayant  son  sommet  en  D,  sa  hauteur  sera  alors  celle  du  tronc;  nous 
n'avons  plus  qu'ä  montrer  que  sa  base  AGC  est  moyenne  propor- 
tionnelte  entre  les  deux  bases  du  tronc. 

Menons  GK  parallele  ä  BC  :  le  triangle  .AGK  sera  ^gal  au  triangle 
DEP,  car  AG  =  DK  et  ces  triangles  sont  de  plus  equiangles.  Or,  si  Ton 
donne  aux  triangles  .\GK  et  AGC  le  point  G  pour  sommet,  ils  ont 
m^me  hauteur  et  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AK,  .\C;  dooc : 

AGK      AK 

AGC""aC' 

-  De  mMe,  si  Ton  donne  aux  triangles  AGC  et  -IBC,  )e  point  G 
pour  sommet,  ils  ont  m^me  hauteur  et  sont  entre  eux  comme  teure 
bues  .\G,  AB  3  donc  : 

AGC_.\G 

ABC  "AB' 
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Hais  GK  4tant  parallele  h  BO,  les  rapports  Tf^^Tö  ^'^^  ^gau^c. 


et  par  consequent : 


oo,  puisque  DEF  =  AGK  : 


AGK_AGC 
AÜC  ~  ABC 


DEP  _  AGC 
AGC~ABC' 


Donc  la  base  AGC  de  !a  troisiöme  pyramide  est  bien  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  autres  bases  du  tronc. 

Soit,  en  äecond  Heu,  le  tronc  de  pyramide  polygonale  ABCÜEFGH, 
qu'on  a  obtenu  eo  coupant  la  pyramide  SABCD  par  im  plan  parallele 
äsa  base.  Acötä  . 

de  cette  pyra- 
mide, conce  von  s 
une  Pyramide' 
triangulair 
S'IKL  ,  ayant 
mSmehauteuret 
une  base  IKL  ' 
eqiiivalente  ä  la 
baseABCD.  Ges 
deuxpyramides, 
ayant  des  bases 
äquivalentes  et 
möme  hauteur, 

Bont  equivalen-  pjg  ^gg  > 

tes.  Si  notis  les 

supposons  sur  un  möme  plan,  tout  plan  s4cant  parallele  aux  bases 
determinera  deux  sections  EPGH,  MNP  äquivalentes  (638).  Les  deux 
pyramidesSEPGH,S'MNP,  quiontdes  bases  cquivalentes  et  des  hau- 
teurs  egales,  sont  äquivalentes. 

Mais,  si  desdeuxgraiidespyramides  äquivalentes  onretrancheles 
deux  petites,  egalement  equivalentes,  les  deux  restes  ou  les  troncs  !e 
serontaussi.  Letheoreme,  vrai  pour  une  pyramide  Iriangalaire,  Test 
donc  de  mäme  pour  le  tronc  de  pyramide  polygonale. 

Ed  dösignant  p.ii-  V  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide,  par  B  et  6 
ses  bases,  et  par  A  sa  bauteur,  on  a  : 

v=-axb+|ax&+^axv/bä 

ou 

V=^A(B  +  6-|-v'B6). 
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648.  Renoerque  I.  —  Oa  peut  encore  d^terminer  le 
d'un  tronc  de  pyramide  h  bases  paralleles,  en  consid^rant  c< 
comme  la  difT^rence  de  deux  pyramides. 

En  efTet,  soieot  B  et  6  les  baBesdulroncAG(^jf.  435),Aea] 
et  H,  H'  les  distances  du  sommet  aux  plans  des  deuz  baseB.  I 
fnant  par  V  le  volume  du  tronc,  on  a  : 

V  =  1bH_16H'. 

II  s'agit  de  d^termiaer  H  et  H'  eo  fonctioD  des  quantiUs  i 
B,  b  et  h.  Or,  on  a  (636,  3°)  : 

B      H"     .,  ,  i/b      H 

Gelte  derniire  ägalit^  donne  : 

H       H'        H  — ff  h 


\/B      \/Ii      i/B—\/i      \/B  —  \ft' 


-^etH-=^iV^ 


Si  fon  substitae  ces  valeura  de  H  et  de  H'  dans  celle  de  V,  i 
«u  (Cour«  ^tUgebre) 


'=H^} 


ou  enfin,  en  effectuant  la  divislon  indiqu^e, 

V  =  iÄ{B+Ä  +  V^Bft). 

649.  Remartiiie  II.  —  Le  volame  du  tron 
k  bases  paralleles  peut  aussi  s'exprimer  en  fonction 
bases  et  du  rapport  de  similitude. 

Si  l'on  d^signe  par  A  et  a  deux  ar^tes  homologa 

rapport  de  mmilitude  des  bases  est  j ;  or,  on  a : 
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Si  I'oD  substitue  cette  valeur  dane  celle  de  V,  troav^  pIns  hant,  il 
Yient  successivement  : 

V  =  ^MB  +  Bx"^+B'i). 

V  =  1.B,+|  +  ^), 

Cette  formule,  n'exigeant  pa«  d'eitraclion  de  racine,  est  {das 
commode  dans  la  pratique  que  la  pr^c^dente. 

THäOR&HE 

650.  ~Le  mlumed'uHtroHcdeprismetriangtilaireesttasomm 
de  trois  Pyramide»  triangulaires  ayant  pour  base  commune  la  bäte  du 
prisme  et  powsommets  lex  sommets  de  t'autre  hnxe. 

K"  Si  nous  menons  le  'plan  AEC,  iioub  obtiendrons  la  pyramide 
6ABC,  qui  est  une  des  pyramideB  annonc^,  car  eile  a  pour  base  ABG 
et  son  somtnet  est  au  point  E. 

2"  Cette  Pyramide  dötachöe,  il 
regte  la  pyramide  guadrangulaire 
EACFD.  Partageons-Ia  par  le  plan 
ECD  en  deui  pyramides  EDAC, 
EDCF.  A  la  premiöre  de  ces  pyra- 
midesnouspouvonssubstituerBACD, 
car  elles  ont  la  mdme  base  AUC  et 
des  hauteiirs  Egales,  puisque  teurs 
sommets  sont  en  E  et  en  B  sur  une 
m£me  parallele  BE  au  plan  de  cette 
base.  Mais  la  pyramide  BACD  peut 
aroir  son  sommet  en  D  et  sa  base 
en  ABC;  cette  pyramide  est  par  con- 
B^quent  la  seconde  annonc^e. 

3»  Enfin,  ä  la  pyramide  EDCF,  fig.  437. 

nous  pouvons  sutetituer  ta  pyra- 
mide BACF,  car  les  triangles  DCF  et  ACF,  qui  sont  les  bases  de  «s 
pyranüdes,  sont  ^uivalents  (puigqa'iU  ont  m^me  base  CF  et  des 
hanteurs  Egales,  comme  ayant  leurs  sommets  respectifs  en  D  et  en  A, 
snr  une  parallMe  AD  ä  la  base  CF);  de  plus,  les  deux pyrämidee  ont 
des  hauteurs  Egales,  car  lears  sommets  respectifs  sont  en  E  et  en  B, 
sur  une  parallele  EB  au  pl(m  de  leurs  bases ;  donc  cee  deux  pyramides, 
ayantdesbasesäquiTaleotesetdeshaateurs^galeSiSont  ^uivalente». 
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Mais  la  Pyramide  BACF  peut  avoir  son  sommet  en  F,  et  aa  baee  sera 
ABC.  Cette  pyraniide  est  par  consequent  la  troisi^me  annoncee.  . 
Donc  enfia  le  th^oröme  est  d^montre. 

651.  CoroUalre  I.  —  Letolumeä'un  trotte  de  primetriau- 
gutaire  droit  eit  6gal  aaproduit  de  sa  base  par  le  tieri  de  la  somme  de 
sei  ar^tei. 

652.  Ck>rollalre  II.  —  Le  volume  d'un  trotte  de  pritnie 
triaiigulaire  qtielcotupie  est  ^  au  produit  de  la  »eelim  drotfe  oar  le 
tiers  de  la  somtne  des  trois  arites. 

Soit  le  tronc  AF.  Partageons-Ie  par  '  —  - — 

la  section  droite  KL.M  eii  deux  prismes 
droits  AM,  KP.  Soll  S  l'aire  de  la  sec- 
tion droite.  Le  premier  prisme  a  pour 
volume 

„^KA  +  LB  +  MC 

^X. 5 


et  le  second 
'  SX 


KD  +  LE  4-  MF 


Le  volume    V   du    prisme    donn^, 
somme  de  ces  deux  prismes,  est  tlonc  : 

663.  Remarqiie.  —  On  calcule  les  volumes  des  auges 
de  ma^OD.  des  tombe- 
reaux,  des  tas  de  pierres 
disposes  le  long  des 
routes,  etc.,  en  consid4- 
rant  chacun  de  ces  po- 
lyödres  (fig.  439)corame 
un  tronc  de  prisme  qua- 
dran  gut  aire. 

Car,  si  l'on  suppose 
un  plan  passant  par  les 
arötes  opposfes  AB,  D'C 

et  un  autre  plan  EFF'E'  p,g_  439, 

perpendiculaire  aux 

aröles,  le  polyödrese  trouve  ainsid&ompose  en  deux troncsde prismes 
triangulaires,  ADD'BCC  et  AD'A'BC'B',  dont  les  volumes  respectifs 
sont  (6S2)  : 
EFXFG      /AB  +  DC  +  D'C'\   .  E F  X  F'Ü      MB  +A'B  +  DC  \ 

2    ^  \     3     r'    2    X  \ — —3 — j 

Si  l'on  repr^sente  par  a,  b  les  dimensions  AB,  AD  de  la  base  sup^- 
rienre,  par  «',  b'  les  dimensions  les  dimensions  correspondantes  de 


base  inf^rieure,  par  h  la  dietaDce  entre  lea  basee  et  qu'on  BubBtitue 
dans  l'ekpression  pr^deute,  on  anra  pour  le  volume  V  du  tronc  de 
prisme  quadrangulaire : 


V  =  i&[H2a  +  «')+^{fl+2«')]- 


CHAPITRE  III 
FIGURES  SYMETRIQUES  DANS  L'ESPICE 

Symötrie  par  rapport  ä  un  polnt,  ä  une  droite  et 
ä  un  plan.  —  Ce  demier  mode  de  symötrie  se 
ramöne  au  premier.  —  Deux  polyödres  symä- 
triques  aont  Äquivalents. 


D^fiiiitions. 

664.  —  Deux  points  A, 
A'  sont  symStriques  par  rap- 
port k  un  point  0,  appelÄ 
eentre,  loraque  ce  point  est  le 
milieu  de  la  droite  AA'. 

655.  —  Deux  points  A,  A'  sont  ' 
gym^triques  par  rapport  k  une 
droite  XY,  appelisaxe,  lorsquecette 
droite  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  la  droite  AA'.  Ces  deux  d^fi- 
nitions  sont  däjä  connues  du  lecteur 
(14ä  et  143). 

656-  —  Deux  points  A,  A'  sont 
iymelriques  par  rapport  ä  un  plan, 
lorsque  ce  plan  est  perpendiculaire 
au  milieu  de  la  droite  qui  Joint  ces  deux  points  (fig.  442). 

Deux  figures  sont  symetriques  par  rapport  ä  un  eentre,  ä  un 


FIG.  441. 


inee  ou  ä  Mtt  plan,  loi-sque  les  points  de  ces  deux  figuree  sont  dem  k 
deui  aymetriques  par  rapport  h.  ce  centre, 
k  cet  axe  ou  k  ce  plan.  Le  centre,  faxe  et 
le  plan  sont  appel^s  centre  de  symStrie , 
axe  de  sym^trie  et  plan  de  symätrie. 

THEOR^MB 

657.  —  Deux  figures  F,  F'  tgmitriqttet 
par  rapport  ä  un  axe,  tont  Egales. 

SoientA, B .des  pointadclaflgure  F 

et  A',  B' ,  des  pointa  ßymötriques  de  la  "Q-  443- 

flgure  F'.  Puisque pard^flnition l'ase XY est  perpendiculaire au  milieu 
des  droites  AA',  BB",  ei  Ton  fait  tourner 
la  flgure  P  de  180"  autour  de  l'axe  XY, 

les  points  A',  B' de  la  flgure  F'  vieo-  ■ 

dronl  s'appliquer  sur  les  points  A,  B... 
de  la  flgure  F  \  par  suite,  les  flgures  F  et 
F  colnciderpnt.  Donc  elleseont  Egales. 

Deux  flgures  aymetriques  par  rap- 
port ä  un  axe  ^tant  identiques,  il  n'y  a 
paa  Heu  d'^tudier  la  sym^trie  par  rap- 
port ä  une  droite. 

TH^ORl^ME  FIG.  VtS. 

S58.  —  Denx  ßgures  F",  F'  tymitriqms  d'une  mhae  fiyure  F,  par 
rapport  ä  deux  points  diff^rents,  sont  egtdes. 

SoientA.B  deux  pointa  quelconques  de  la  figureF;  A',  B'etA',  B', 
lenra  points  homologues  dana  lea  flgures  F',  F"  par  rapport  aux  deux 
pointflO.O'. 

Les  points  0,  0'  ätant  les 
milieux  des  droites  AA',  AA',  la 
droite  A'A'  est  parallele  äOO'  et 
vaut  le  double  de  cette  droite; 
il  en  est  de  m^me  de  B'B".  Donc 
A'A'  est  ^gale  et  parallele  k 
B'S*.  Si  donc  on  transpurte  la 
figure  F'  de  maniäre  que  tous 
ses  p'iints  d^crivent  des  droites 
parall^lea  k  00'  et   egales  au 

double    de     cette     droite,   oq  pio.  444. 

amönera  cette  flgure  P'  !t  co!n- 
cider  avec  la  flgure  F".  Donc  ces  deux  ßgures  sont  egales. 

659-Reniarque.  —  Lea  droitesA'B',  A"B''aont  Egales  et  paral- 
Ities  k  AB,  mais  de  sens  coatraire  k  cette  droite.  Ilr^eulte  de  Ik  que 


toutes  les  figures  sym^triquee  de  F,  par  rapport  k  des  centres  6ifi&- 
rentg,  coaservent  toutes  non  sealement  la  m^me  forme  et  les  mdmes 
dimensioas,  mais  ellee  ont  de  plus  la  m^me  ortentatim. 

TH^ORäHB 

660.  —  Deux  ßgures  F',  F",  sgmetriques  dune  mime  ßgure  F, 
Vnne  par  rapport  ä  u»  plan,  lautre  par  rappori  ä  unpoint  de  ee  plan, 
aout  Sgalei. 

Soient  A  un  poict  de  la  Qgure  F  et  A'  un  point  de  la  Agare  F*, 
sym^trique  de  A  par  rapport  au  plan  P,  soit  enlli)  A'  un  point  de  la 
flgure  F"  gym^trique  du  m6me  point  A  par  rapport  au  centre  0  pris 
sur  le  plan  P. 

Elevons  au  point  0  la  perpeDdiculaire  XY  au  plan  P.  Cette  droite 
etant  parallele  ä  AA'  se 
trouvera  dans  ie  plaa 
AA'A'.  D'ailleurs,  comma 
HA  =  HA'  et  OA  =  0A% 
la  droite  A'A'  est  paral- 
lele ä  OH;  mais  ladroite 
XY^tantparall^leaucAtä 
AA'  du  triangle  AA'A'  et 
pa«sant  au  milieu  0  de 
AA'  passe  aussi  par  le 
milieu  I  de  A'A*  et  lui  est 
perpendiculaire.  Dodc  le 
point  A'  est  sym^trique 
du  point  A'  par  rapport 

i  Taxe  XY.  Lea  points  Pia,  445. 

homologues    des    deux 

flgurefl  F,  F'  sont  donc  deux  i  deux  Bymßtriques  par  rappori  k 
Taxe  XY.  Doncces  deux  figuree  eont  Egales  (657). 

661.  Corollalre  I.  —  La  symetrie  par  rapport  ä  un  plan 
ne  ramene  ä  la  symitrie  par  rapport  ä  unpoint  du  plan. 

En  effet,  une  flgure  F'  (fig.  445)  dtant  sym^trique  d'une  ßgure  F 
par  rapport  h.  un  plan  P,  on  peut  la  rendre  symgtrique  de  la  möme 
figare  F  par  rapport  k  un  point  0  du  plan  P  en  la  faisant  lourner 
de  180"  autour  d'un  axe  XY  perpendiculaire  au  plan  au  point  consi- 
diri  0.  Alors  le  point  A'  viendra  s'appliquer  sur  le  point  A"  et  il  en 
sera  de  mäme  de  tous  les  points  de  la  figure  F'. 

668.  Coi-ollalre  II.  —  Deux  figures  F',  F"  syme'triquei  d'une 
mime  figure  F,  Vune  par  rapport  ä  un  plan  P  et  l'autre  par  rapport  ä 
11»  point  0  guetconque,  sont  igales. 

En  efTet,  soit  F*  une  flgure  sym^trique  de  F  par  rapport  h  un 
point  C  du  plan  P.  Lea  Ogures  F  et  F"  sont  Egales  en  vertu  da 
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theorftme  ;  les  figures  F"  et  F**,  symätriques  Tune  et  Tautre  d'un 
m^me  F  par  rapport  k  deux  centres  diflferents  0  et  0',  sont  aussi 
Egales  (658).  Donc  les  figures  F'  et  F"  sont  egales. 

663.  Corollaire  III.  —  Deux  figures  ¥\  F"  symetriques 
d*une  mdme  figure  F,  par  rapport  ä  deux  plans  differents,  sont  egales. 

En  effet,  soit  F'^  une  figure  symetrique  de  F  par  rapport  u  un 
point  quelconque  0.  D'aprös  le  corollaire  precedent,  les  figures  F'  et  F" 
sont  Tune  et  Tautre  egales  k  la  figure  F"*,  donc  elles  sont  egales 
entre  elles. 

664.  Remarque.  —  II  resulte  des  theor^mes  precedenis 
«ette  importante  consequence  :  toutes  les  figures  symetriques  d'une 
mdme  figure,  soit  par  rapport  a  un  point,  soit  par  rapport  k  un  plan , 
(Sont  superposables;  elles  ne  difFörent  que  par  leurs  diverses  positions 
dans  Fespace,  mais  la  forme  est  la  m^me  et  la  grandeur  aussi ;  par 
consequent,  une  figure  donnee  n'admet  qu'une  seule  figure  symetrique. 

Puisque  les  figures  symetriques  d*une  m^me  figure,  l'une  par 
rapport  a  un  point,  Tautre  par  rapport  k  un  plan,  sont  egales,  on 
peut  dans  Tetude  de  la  symetrie  choisir,  dans  chaque  cas,  le  mode 
de  sym^trie  qui  simplifie  le  plus  la  demonstration. 

THEORi:ME 

665.  —  La  figure  symetrique  d*une  figure  plane  est  une  figure  plant 
igale  ä  la  premiere. 

En  effet,  si  Ton  prend  pour  plan  de  symetrie  le  plan  möme  de  la 
figure  donnee,  celle-ci  coincide  evidemment  avec  sa  symetrique. 
Nous  pouvons  en  conclure  que  la  figure  symetrique  d'une  droite, 
d'un  angle y  d\un  polygone  quelconque  est  une  droite,  un  angle,  un 
polygone  de  meme  forme  et  de  m^me  grandeur.  (Voir  n^s  151  et  153.) 

-  666.  Corollaire  I.  —  1»  Une  droite  et  sa  symetrique  par 
rapport  ä  un  point  sont  egales,  paralleles  et  de  sens  contraires;  2®  deux 
angles  symetriques  par  rapport  ä  un  point  sont  egaux,  leurs  cötes  sont 
paralleles  et  diriges  en  sens  opposes;  3^  deux  plans  symetriques  par 
rapport  ä  un  point  sont  paralleles. 

667.  Corollaire  II.  —  Une  droite  et  sa  symetrique  par 
rapport  ä  un  plan  sont  paralleles  ä  ce  plan  ou  elles  le  reucontrent  au 
mSme  point  en  formant  avec  lui  des  angles  egav^, 

\  .668.  Corollaire  III.  —  Un  plan  et  son  symitrique,  par 
rapport  ä  un.plan,  sont  paralleles  ä  ce  plan  ou  le  rencontrent  suivant 
une  m^me  droite  m  formant  avec  lui  des  diedres  egaux. 

theor£:me 

669.  —  1«  La  figure  symetrique  d'un  diedre  est  un  diedreegal; 
2»  La  figure  symetrique  d'un  angle  solide  est  un  angle  solide  dmt 


iei  faces  et  les  diedres  tont  reipecttvement  egatur  aux  facet  et  u,:r, 
diidret  du  premier. 

1"  Si  Ton  prend  un  point  de  l'aröle  du  diödre  donne  pour  ceatrc 
de  symetrie,  sa  figure  symdtrique  sera  evidemment  l'angle  diedre 
oppose  par  le  sommet; 

3°  Si  Von  prend  pour  ceQtre  de  symetrie  le  sommet  de  l'angle 
solide  donn^,  sa  figure  symetrique  sera  l'angle  solide  forme  par'les 
prolongements  des  arätes  du  premier  au  delä  de  cc  sommet;  raais 
comme  dans  les  deux  angles  solides  les  Clements  ^gaux  soiit  disposes 
dans  un  ordre  inverse,  il  en  resulte  qu'ils  ne  sout  pas,  en  geiieral, 
superposables. 

670.  Corollalre.  —  La  ßgure  symetrifjne  d'un  polgfdre  est 
un  nouveau  polyidre. 

Car,  d'apr^B  le  theoräme,  toi^s  les  elements  du  second  sont  respRC- 
tivement^gaux  itceuxdupremier;mais  comme,  engeneraljeurs  an- 
glessolides  ne  sontpas  superposables,  ilen  est  demömedespolyedrcs. 
nemnr^ue.  —  Un  polyWre  peut  coincider  avec  soo 
symetrique  dans  deux  cas,  c'est  lorsque  ce  polyödre  a  un  centre  ou 
un  plan  de  symetrie. 

Ainsi,  deux  parallelipipedet  st/metriqueg  sont  suporposabtes ;  car 
le  point  de  concours  des  diagonales  d'un  parallelipip^de  est  im 
centre  de  symetrie,  puisque  chaque  sommet  a  pour  symetrique  Ic 
sommet  oppose  par  rapport  au  centre. 

De  meme,  un  priitne  droit  et  son  sgm^trigue  sont  superposables ; 
car,  si  l'on  prend  ponr  plan  de  sgmetrie  le  plan  parallele  aux  bases 
men^  par  le.milieu  d'une  ar^te  laterale,  chaque  sommet  du  prisme 
a  pour  symetrique  le  sommet  situe  sur  l.i  mäme  arcte  laterale. 

671.  Deux polyMies symetriques sollt eifiii' 
mteiils. 

Soient  d'abord  deux  pyramides  symetri- 
ques  P  et  P'.  Si  ces  pyramides  sontplacees  de 
mani^re  qu'elleg  soient  symetriques  par  rap- 
port k  l'une  de  leurs  basee,  cette  base  ABCDE 
est  alors  commune  aux  deux  pjramides.  II 
arrive,  par  suite,  que  les  sommets  Set  S'  sont 
symetriques  par  rapport  !i  cette  buse,  d'oü 
SO  =  SO.  Leg  pyramides  P  et  P'  ayant  m^me 
base  et  des  hauteurs  egales  sont  equiva- 
lentes. 

Soient,  en  second  Neu,  deuxpolyedressy* 
melriques.  Ces  polyödres  sont  composes  d'un 
m^me  nombre  de  pyramides  respectivement  *^'''' 

symetriques  et,  par  cons^quent,  äquivalentes  deux  ä  deux ;  donr  '.es 
polyidres  sont.  ^uivalents. 
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672.  Notlons  sommalreB  sur  les  symätrle 

et  do  l'oetaedre.  —  Od  dit  qu'uo  axe  de  sym^trie 

lernaire,  qualernaire,  s^oaire,   s'il  correspond  k  u 

2«      27C      2n:      2ii  ,         .   ij       ,      .       .■ 

-^<  -7—1  — r-.  -^  pour  que  le  polyedre  tout  eotiei 

saperpose  au  polyödre  pris  dans  sa  premi^re  positior 

Le  cttbe  a  un  centre  de  sym^trie,    Iroia  axes  q 

qualre  axes   ternaires,  six   axes      

biaaires,  Irois  plana  de  symelrie 
perpendiculaires  aux  axes  quater- 
nairesetsixplaasdesymetrieper- 
pendiculaires  aux  axes  binaires  : 

\*  Uli  ceutre  de  symitrie,  qui 
est  le  point  de  reocontre  I  des 
diagonales ; 

2'  Trois  axes  quateroaires, 
tels  que  00',  0,0', : 

3*  Qualre  axes  ternaires,  tels 
qne  ladiat^onale  BB'; 

4"  Six  axes  binaires,  tels  que 
AA';  Fig.  44«  i 

S"  Trois  plans  de  sym^trie 
perpendiculaires   aux    axes    qaaternaires,   tels    qv 

6*  Six  plans  de  symetrie  perpendiculaires  aux  a: 
tels  que  BO'IB'. 

Sym6trie  de  Toctaftdre   regulier.  —  On  ; 

I'octaödre  regulier  en  Joiguant  les  centres  des  faces 
a  six  sommets,  12  ari^tes  et 
8  faces  composees  de  triangles 
äquilat^raux. 

II  a  -les  angles  solides 
ägaux.Il  estcomposede  deux 
Pyramide  s  quadrangulaires 
de  base  commune  et  de  hau- 
teurs  Egales.  II  a  Irois  plans 
de  symetrie  perpendiculaires 
aux  diagonales,  six  plans  de 
symetrie  passant  par  le  mi- 
lieu  des  ^r^tes  opposees.  Les 
axes  qitaiemßires    sont    les 

di^oaales,  les  axes  ternaires  Fig.  446  (er. 

80Dt    perpendiculaires    aux 

foces  opposees  et  les  axes  ftinaires  joigoent  les  milieux  des  arßtes 
opposäes.  Le  centre  de  symetrie  est  le  point  ae  reocontre  dei^ 
trois  diagonales. 


CHAPITKE    IV 

Homothötie.  —  Polyödres  bomothdtiques.  — 
Polyödres  semblables.  — Rapport  des  volumea 
de  deux  polyödres  semblables. 


§  I".  —  HOMOTHETIE.  —  POLYEDRES  HOMOTHETIQUES 

D^ßnitions. 

673.  —  Soitjiit  dans  IVs/wce  une  figure  F  et  ua  poinl  0.  Si 
l'oo  joinl  par  des  droites-  le 
point  0  k  differents  points  A, 
B,  C,.-.  de  'a  Ögure  F,  el  que 
Ton  prenne  surOA,OB,... des 
loagueurs  OA',  OB',...  lelfes 
OA'        OB'         -     ■ 

**"«  -öÄ^w =.■■-•'' 

on  deteriniae  line  seconde 
(igure  F'  komol/ielii/ue  de  la 
premi^re. 

Le  point  0  esL  le  centre 
d'homolhelie    el    le    nombre  "  Fio.  447. 

constaat  K    est    le    i'apporl 

d'homothilie.  Les  points  correspondants  A  el  A',  B  el  B',...sont 
dils  homologueit;  les  droites  OA  et  ÜA'.  OB  el  OB',...  qui  vont 
du  ceotre  d'homothelie  ä  deux  points  liomologues,  sont 
dits  rayons  komologues;  les  droites  komologues  sont  des  lignes 
qui,  dans  les  deux  figures  F  et  F',  joignent  des  points  respec- 
tivement  bomologues. 
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674-  —  L'homolhetie  est  directe,  si  les  rayona  homologlies  0\ 
et  OA',  OB  et  OB',...  sonl  de   mäme   seos  {fis.  447) ;  l'homo- 
th^tie  est  inoerse  si  les  rayons  ho- 
mologiies  OA  et  OA",  OB  et  OB",... 
sont  de  seos  contraire  {/ig.  448). 

Les  pointa  A,  B,  C,...  A',  B", 
C',...  {/ig.  447)  forment  ce  qu'OD 
appelle  deux  sgslimei  de  pointt  ko- 
motketigues.  Par  consöquent,  deux 
-poly^res  sbnt  homothetiques  lors- 
^que  leurs  sommets  Tornient  deux 
syst^mes  de  points  homothetiques. 

Comme  on  le  voit,  la  deflnition 
des  figures  homothetiques  est  la 
m^me  dans  l'espace  que  pour  les 
figures  situees  dans  le  mäme  plan.  Fig.  US. 

th£or£hb 

67Ö.  —  I.  Jüans  deux  /iguret  homothiliquei,  deux  droilet  homo- 
logues  sont  paralUles,  de  meme  sens  ou  de  sens  c»>tlraii-e,  selon  que 
Ihomotkitie  est  directe-  ou  inverse,  et  leur  rapporl  est  igat  au 
rapport  d'homothitie. 

II.  L'angle  formi  par  deux  droites  d'une  /if/ure  est  ^al  ä 
Vangle  des  droites  homologues  d'une  figure  komoth^lique. 

I,es  d^monstrations  doonäes  n**  29S  et  suivants  pour  des 
figures  situees  dans  le  mäme  plan  s'appliqueot  egalemenl  aui 
figures  de  l'espaee. 

676.  SecCions  planes  paralleles  d'au^les  polyidrcs. 

>-  Nous  avons  vu  au  n'  636  que  si  t'oo  coupe  uoe  pyramide 

dont  le  sommet  forme  bien  un  angle  polyedre,   par  un  plan 

paralUlt  ä  la  base,  .la  sectton  falte  dans  la  pyramide  est  sein- 

blable  ä  la  base.  On  a  ainsi  deux  polygoncs  homothetiques 

abcd  et  ABCD  dont  le  ceatre  d'homothetie  est  le  sommet  S  de 

So 
la  Pyramide.  Le  ji-appert  d'homothetie  -^jr-.  est  le  rapport  des 

distances  du  ceDlre  d'homothetie  S  aux  points  homologues  o  et  0. 
Aires.  —  On  a  vu  (636,  3*)  que  le  rapport  des  atrei  de  ces 


BOUOTHBTIB 


polygone?  est  4gal  au  carre  du  rapport  des  distances  da  sommet 
de  t'angle  polyddre  S  auic  plans  de  ces  polygones. 


677-  —  Une  ftgure  komothitique  d'ün  plan  est  im  plan  paral- 
Ule. 

Ed  effet,  par  rapport  ä  un  pmnt  0  situe  sur  le  prolongement 
de  AA',  la  droite  AB  a  pour  figure  homotbetique  sa  parallele  A'B'. 
Or,  äi  la.  droile  AB  tourne  autour  du  point  A  et  engendre  un 
p]an  P,  la  droile  A'B'  tourne  autour  du  point  A'  homologue  c^u 
point  A,  et  eugeudre  un  plan  I". 
parallele  au  plan  P. 

678.  Cprollalre  I.  —  La  figure 
homolhetigue  d'un  diedre  est  un  diedre 
egal. 

679.  Corollalre  II.     —    La 

figure  homothitique  d'un  angle  po- 
lyidre  est  un  angle  polyidre  igal  ou 
svmitrigue. 

Fig.  449. 

680.  Corollalre  III.    —    La 

figure  komotkelique   d'un  poly&dre   est   un   pidyedre. 

681.  Polyi^dres  homothätlques.  —  Si  les  deux  polyedres 
'sont  direclement  homothßtiques,  la  disposilion  de§  faces  et  des 
di^dres  est  la  mäme  dans  les  deux  pulyödres ;  mais  si  ces  solides 
sont,  au  contraire,  inversemenl  homothetiques,  la  disposttion  des 
faces  et  des  diädres  n'est  plus  la  mäme  dans  les  deux  polyedres ; 
eile  est  en  ordre  inverse.  C'est  pourquoi  deux  aagles  solides  direc- 
lement homothetiques  sont  toujours  superposables,  tandis  que, 
s'ils  sont  inversement  homothetiques,  la  superposition  ne  peut 
pas  avoir  lieu,  en  gen^ral. 

TH£0R£HE 

682.  —  ßeux  »yslemes  de  points  A,  B,  C,...  et  K\  R\C'....sont 
komolhmques,  s'il  existe  deux  points  P  et  P',  tels  que  les  droilex  qui 
joignenl  le  point  P  auxdivers  poinis  A,  B,  C,...  du pvemiei-  syslenu 


iVV 
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et  les  droites  qut  joignent  le  point  P'  aux  divers  points  A',  B\  C',..": 
dw  secondy  soient  paralleles  et  dans  le  meme  rapport. 

Lhomoiheiie  est  directe  ou  mverse^  selon  que  les  droites  paral— 
liles  sont  de  meme  sens  ou  de  sens  contraire. 

Ce  theorj^me  correspond  au  cas  particulier  oü  tous  les  points 
consideres  sont  dans  un  m^me  plan. 

Mais  la  demonstration  donnee  pour  le  cas  particulier  (299)  est 
identiquement  la  m^me  que  pour  le  cas  general. 

683.  Remarque.  —  De  m^me  que  dans  le  cas  de  deux 
figures  situees  dans  un  m^me  plan,  si  les  droites  PA,  P'A'  sont  de 
möme  sens  et  si  leur  rapport  est  egal  ä  1 ,  les  droites  PP\  AA',  BB\ 
au  lieu  de  concourir  au  möme  point  0,  sont  paralleles.  II  arrive 
alors  que  les  deux  ßgures  sont  egales  et  piacees  de  fa^on  qu'ä 
toute  droite  de  Tune  correspond  dans  Tautre  une  droite  egaie^ 
parallele  et  de  m^me  sens.  Les  deux  figures  sont  toujours  direc- 
tement  homoth^tiques,  mais  leur  centre  d'homothetie  est  rejete  ä 
Si^>  rinßni. 

Comme  on  le  voit,  d'apres  ce  theoröme,  il  est  toujours  facile 
de  con^truire  un  solide  homoth6tique  a  un  autre. 


r 


m: 


'X^  ■■  ■ 


m"  th£or£me 


U  de  F"  ä  F. 


684.  —  Deux  figures  ¥'  et  F"  homothetiques  ä  une  troisieme  F 
sont  homothitiques  entre  elles  et  leur  rapport  d'homoth^tie  est  6gaC 
au  rapport  d'homothetie  de¥'  ä¥  divise  par  le  rapport  d'homothetie 


Les  figures  ¥\  ¥'^  sont  directement  ou  inversement  homothetiques y, 
suivant  qu'eltes  sont  homoth6tiqües  de  la  meme  fagon  ou  de  faqons 
differentes  par  rapport  ä  la  figure  F. 

685.  CoroUalre  I.  —  5t  le  rapport  d'homothetie  des  figures: 
¥'  et  ¥  est  4gal  au  rapport  d'homothetie  des  figures  F"  et  F,  les: , 
figures  ¥'  et  F"  sont  egales  ou  symHriqueSy  egales  si  elles  sont  homo^ 
thMques  de  la  nUme  fagon  ä  la  figure  F,  symetriques  dans  le  ca^ 
contraire, 

686.  CoroUalre  li.  —  Si  ton  prend  un  meme  point  pour 
centre  d'hoinolh^lie  et  que  Von  fasse  varier  de  z^ro  ä  Cinfini  le  rap^ 
port  d'/tomothetie^  on  pourra  construire  des  figures  igales  ä  toutes 
les  figures  homothetiques  d'une  meme  figure  F. 

On  peut  faire  pour  ce  theor^me  et  ses  deux  coroliaires  les 
minies  dömonstrations  qu^aux  n***  301  et  suivants. 
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THEOREME 

687.  ^-  iS*  trois  figures  soni  deuxä  deux  homothetiques,  les  trois 
centres  d'hoiuothetie  sont  en  ligne  droite. 

Cette  droite  ^siVaxed'hamoMtie.  Demonstration  identique  äcelle 
du  no  305. 

th£Or£:me 

688.  —  Si  trois  figures  ä  centre  sont  homothetiques y  elles  sont  ä  la 
feis  directement  et  inversement  homothötiqties.  Les  trois  centres  d'ho- 
molUHie  directe  sont  en  ligne  droite;  et  deux  centres  d*homoth4tie 
inrerse  sont  aussi  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'homothdtie  directe 
gut  corresfioni  au  troisieme  centre  d'homothetie  inverse, 

La  demonstration  est  la  raöme  que  pour  lescas  particuliers  oü  les 
trois  figures- sont  trois  cerclesd'un  nx^meplan  (310). 

Les  trois  figures  ont  quatre  axes  d*homothetie ;  celui  qui  contient 
les  trois  centres  d'homothetie  directe  est  Yaxe  dhomothetie  directe, 
et  chacun  des  trois  autres  est  un  axe  d'homothetie  inverse. 

§  IL  __  POLYEDllES  SEMBLABLES.  —  RAPPORT  DES  VOLUMES 

DE  DEUX  POLYEDRES  SEMBLABLES 

Definitions. 

689.  —  Oq  appelle  polyedres  semblables  ceux  qui  sont  compris 
sous  un  mdme  nomhre  de  faces  semblahles  chacune  ä^chacune  etdont 
les  angles  solides  homologues  sont  egaux. 

Les  angles  solides  homologues  sont  ceux  qui  sont  formes  par  des 
faces  semblables. 

690.  —  Le  rapport  de  similitude  de  deux  polyedres  semblables 
est  le  rapport  de  deux  ar^tes  homologues.  Ce  rapport  est  constant, 
car  deux  arötes  homologues  sont  form^es  par  Tintersection  de  deux 
faces  semblables  chacune  ä  chacune  dans  les  deux  polyMres.  Or, 
comnie  le&  faces  homologues  sont  dans  un  rapport  constant,  il  en 
est  de  mcrae  dea^  cötes  ou  ar^tes  qui  les  limitent. 

9 

i;beor6me 

691.  —  io  Det^  polyedres  directement  homothetiques  sont  sem- 
blables; 

2*»  Deux  polyedres  inversement  homothetiques  sont  chacun  sembla- 
bles au  symetrique  de  Vautre. 

{0  Les  deux  polyedres  ont  leurs  angles  solides,  egaux  chacun  k 
ciiacun  (679). 

Ils  ont  de  plus  leurs  faces  semblables'  deux  ä  deux;  car  les 
polygones  formant  ces  faces  ont  leurs  angles  egaux  chacun  ä  chacun 
(67t),  II) :  donc  les  deux  polyedres  sont  S(5mblables.  . 


ii  Ton  construit  le  Eyin6triqne  de  I'ud  d'eux  par  rapport  an 
l'homothclie,  od  obtient  un  poly^dre  homothetique  direet  de 
et  qui,  par  cons^queot,  lui  est  semblable. 
THkOR&HE  (rieiprogue). 

2.  —  Si  deux  polyMrfs  P  et  P'  sont  semblables,  on  peut  toujourx 
l'un  tfeiia:,  P,  de  fapon 

ü  homoth^ique  direet  de 
rapport    ä    un   centre 
). 

efTet,  si  l'on  construit-un 
'eP*  directement  homo- 
e  ä  P  par  rapport  au 
D,  et  que  le  rapport  d'ho- 
ie  de  P"  ä  P  soit  ^gal  au 
L  de  similitude  de  P  k  na    4ü0 

arrive  que  P'  est  egal 

qu'il  Bufflt  par  cons^quent  de  superposer  P'  4  P"  pour  qu'il 
le  homothetique  ä  P  par  rapport  au  centre  0, 
^Bulte  de  ce  theor^me  cette  autre  deflnition   des  polyMres 
bles. 

3.  Däflnltlon.   —  On  appelle  potgedres  »vntblubles  des 
res  qui  peavent  dtre  places  de  fagon  k  ätrc  hmnolht'tiques. 

THEOREME 

4.  —  St  ton  coupe  une  pyramide  par  «»  pkm  pmalUlv  ä  la 
>  forme  une  seconde  pyramide  semblable  ä  la  premih-e. 

.  la  Pyramide  SABCD  coupee  par  le  plan  A'B'C  D'  parallele  ä.  la 
le  dia  que  les  pyramides  SABCD 
VCiy  Bont  semblables. 
efTet,  ces  pyramides  sont  com^ 
sous  un  m^me  nombre  de  faces 
bles ;  car  les  faces  laterales  sont 
angles  semblables,  puisque  lea 
A'B',  B'C',,..  aonl  respectivemeut 
les  aux  droites  AH,  BG...  Les 
sont  aussi  des  polygones  sem- 
.  Enlin,  les  angles  solides  des 
yramides  sont  egaus. :  l'angle  eo 
:ommun  et  deux  tri^dres  guel- 
i,  A  et  A',  sont  egaux  comma 
de  faces  semblables  et  sembla- 
t  placees.   Donc  les  pyramides  na.   451. 

,  S  A'B'C'D'  sont  s^blables. 

THäOR^HB 

5.  —  Deux  titraedres  sont  semblables  torsqu'its  ont  un  dtidrf 
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eg^  eompris  eatre  deax  faces  smblables  ehaeune  ä  ehacune  et  lenMit- 

Mement  placSes. 

Soient  les  deux  tetraödres  SABC,  S'A'B'C.  Si  l'on  admet  que  le 

diMre  SA  est  ögal  au  diSdre  S'A'.  et  les  faces  SAB,  SAG  respective- 

meot    semblableET    aux 

faces    S-A-B',    S'A'C  et 

dispos^es  de  mäme,  ces 

deuxtötraödreasont  sem- 

blablee. 

Ed    effet ,     prenons 

SA' =■  SA' et  parle  point 

A'menonBunplanA'BT" 

parallele  k  ABC.  Ce  plan 

d^termine  un  t4traMre 

SA'B'C"  semblable  au  te- 
traödre  SABC.  II  sufflt 
doncdeprouverqu'il  est 
ÄgalautetrafedreS'A'B'C. 
Or,  ces  deux  t^traö- 
dres  ont  les  diödres  SA", 

S'A'    Ägaux  par    hypo-  fio,  458, 

th£se ;  les  faces  qui  cum- 

prennent  le  premier,  dispos^es  de  la  mäme  fa£on  que  celles  qui  com- 
prennent  le  second,  sont  de  plus  Egales  ehacune  k  ehacune;  cnr  tes 
triangles  SA*B',  S'A'B'  ^tant  Tun  et  l'autre  semblables  au  triangle 
SAB  et  ayant,  en  outre,  deux  cötds  homologues,  SA',  S'A',  ögaux  par 
constniction,  sont  6gaux  entre  oux;  il  en  est  de  möme  des  triangics 
SA'C,  S'A'C.  Si  donc  nous  plapons  le  tetraödre  S'A'B'C  sur  le  te- 
traSdre  SA''B''C'  de  mani^re  que  les  di^dres  egaux  coincident  dans 
toute  leur  etendue,  les  tetra^dres  coTncideront  ^galement ;  donc  ils 
sont  ^aux,  donc  enfin  S'A'B'C  est  semblable  k  SAilC. 

TWtOR'bMS 

696.  —  Deux  polyMres  semblables  pmvent  ftre  d^cmnpos^t  en  un 
m^eitombre  de  titraedretsemblahlesetsemblablemenlplaces  (flg.  453). 

Soient  P  et  F  deux  poly6dres  semblables.  Prenons  deux  sommets 
bomologues  quelconques  GetG'.  D^composonstouteslesfacesABCDE, 
AEKF. ..  et  A'B'CD'E',  A'E'K'F .. .  qui  n'aboutissent  pas  k  ces  sommets  en 
triangleg  que  noua  consid^rerons  comme  les  bases  de  tetraödres  dont 
les  sommets  respectifs  seront  en_ü  *t  G'.  Les  polyfedres  P  et  P  se 
trouveront  ainsi  d^composSs  en  un  mäme  nombre  det^traädressem- 
blables  et  sembla-  blement  placäs. 

En  effet,  soient  d'abord  les  deux  t^tragdres  GABE,  G'A'B'B';  les 
polyädres  älant  eerablables,  le  diädre  AB  —  le  diMre  A'B' ;  d'ailleurs 
i  cause  de  1«  ainilitode  des  polygones  ABGF,  A'B'G'F'  et  des  poly- 
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gones  ABCDE,  A'BG'D'E',  les  trianglee  ABG,  ABE,  qui  forment  le 
jiödreAB,  sont respectivement seinblables  aux  triangles  ABG  .  ABE' 
qui  forment  le  diMre  AB';  donc  les  taraödres  GABE,  GAU  E .  i|ui 
ODt    un    diMre  ^gal 
compris   entre   deux 
faces  semblables,  sont 
semblables  (605^    ' 

Considerons  ,  en 
secondlieujes  t^trad- 
dres  GKAE,  G'K'A'E', 
ils  ontencore  un  diö- 
dre^galcompriseotre 
deux  faces  sembla- 
bles :  car  les  deux 
diMresK.\EBetGAEB 
du  polyödre  P  et  du 
tetraödre  GBAE  etant 
respectivement  egaux 

aux  deux  diödres  ^     453. 

K'A'E'B'etG'A'E'Bdu 

polyWre  P'  et  du  tötraödre  G'B'A'E',  la  difference  des  deux  premiers, 
ou  le  di^dre  KAEG,  estögale  ä  la  difference  des  deux  derniers  ou  au 
diödre  K'A'E'G';  d'ailleurs,  les  triangles  GAE  et  GAE'  sont  Semblables 
comme  faces  homo'logues  de  tetraädres  semblables,  les  triangles  KAE 
etE'A'E'  sont  aussi  semblables,  ä  cause  de  la  similitude  des  polygones 
AEKF  et  A'E'K'F :  donc  les  telraödres  GKAE  et  G'K'A'E'  sont  eneore 
semblables.  On  prouverait  de  m^me  que  tous  les  autres  tetra^res 
Bont  semblables  deux  ä. 
deux. 

THEOREME  (r^c/proque). 

697.  —  Deux  potye- 
dres  composes  dun  inHue 
Rombre  de  tetraedres  sem- 
blables et  semblablement 
flachs  sont  semblables. 

Soient  P  et  P'  les  deux 
polyödres,  Deux  faces 
faomologues  quelconques 
ABGD^,  A'B'CD'E'  sont 
semblables,  car  elles  sont 
composees    d'un    mäme 

nombre  de  triangles  sem-  fig.  454. 

blableeet  semblablement 

places.  D'ailleuFS,  deux  angles  solidos  homoloRues  quelconqnes ,  sont 
igaux  comme  angles  solides  egaux  dans  des  tetraedres  semblables,  ou" 
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camihe  somme  d'angles  solides  egaux  daris  des  tetraödres  sembla- 
bles  (Dans  la  figure,  les  angles  B  et  B',  se  trouvent  dans  cette  der- 
ni^re  condition).  Lies  deux  polyMres  auront  donc  leurs  ffices  .sein- 
blables  chacuneä  chacune  et  leurs  angles  solides  homologues  egaux, 

donc  ils  seront  semblables. 

•  ■. '       '  ■ 

698.  Remarque.  — Nous  avons  suppos^  dans  cette  denions- 
tration  que  si  deux  triangles  adjacents  ABE,  BED  du  poly^dreP  sont 
dans  un  möme  plan,  les  triangles  homologues  A'B'E',  B'E'D'  du 
polygone  P'  sont  aussi  dans  un  möme  plan.  Or,  cela  a  toujours  Heu, 
car,  si  la  somme  desdiMres  adjacents  ABEG,  DBEG  vaut  deux  angles 
droits,  la  somme  des  diMres  A'B'E'G',  D'B'E'G',  egaux  aux  premiers, 
vaudra  aussi  deux  droits,  et,  par  consequent,  les  deux  triangles  A'B'E', 
B'D'E'  seront  dans  un  möme  plan. 


THEOREME 

I       ■.  .         . 

699.  —  Les  volumes  de  dettx  polyedres  semblables  sont  dans  le 
rapport  des  ctcbes  de  deux  aretes  homologues.  * 

Prouvons-le  d'abord  pour  deux  tetraödres  semblables.  Soient  T 
et  t  deux  tetra^dres  semblables,  B  et  6  leurs  bases,  H  et  A  leurs  hau- 
teurs,  A  et  a  deux  cöt^s  homologues  des  bases. 

Puisque  les  tetraMres  sont  semblables,  leurs  bases  B  et  b  le  sont 
aussi  et  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  carres  A',  a*,  donc  : 


mais  (636) : 


B 

A« 

*"" 

a' 

H 

A 

h~ 

'  a 

c 


En  multipliant  ces  deux  egalites  membre  ä  membre,  on  obtient : 

BXH     A» 


ri  • 

bxh      a*  ' 

u  . 

•     ^,  B  X  H      A^ 
^bxli'"  a' 

or, 

4Bxn  = 

Tet 

46  X  A  —  ^  donc : 

•■ 

< 

T      A» 
t      a' 

• .  2^  Considörons,  en  secondlieu,  deux  polyMres  semblables  P  et  P' ; 
«bient  T, T,  T"...  les  tötraedres dont  se  compose  le  premier,  t,  t\  T... 
les  tetraddres  semblables  dont  se  compose  le  second,  A,  A',  A"...  des 


ä  tötraWrcB  T,  T,  T"...,  a,  a',  ff...  lenrs  hotnologues  dans 
Ires  (,  C  ("...  D'apr^s  ce  qiii  pr^cMe,  nous  avoDs : 


r_A2 

f  "  0"»  ■ 

es  polyMres  semblables  ayant  leurs  arätes  homologuee  pro- 
jUea,  leurs  cubes  sont  aussi  en  proporlion,  et: 


T-t-T'+r... 

i  +  f  +  i"-  ^ 


läation  d'une  figure  de  forme  invariable 
s  l'espace.  —  Rotation  autour  d'un  axe. 


S  !.  —  TRANSLATION  D'UNE  FIGURE  DE  FORME 
INVARLVBLE  DANS  L'ESPACE 

I.  D^Snltlon.  —  On  dit  que  le  d^placement  d'une  flgure 
Space  a  lieu  par  iranslation  quand  ce  deplacement  s'efTectue 
äre  que  tous  les  points  de  cette  figure  decrivent  des  drottes 
paralleles  et  de  raäme  sens.  Nous  allons  d^montrer  dans  le 
e  suivant  qu'on  peut  op6rer  une  teile  transIatioD. 
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THBORäMS 

701.  —  Lorsgue  deux  polyidret  igaax  dont  lex  MemenU  e'gaux 
$»nt  düfmis  dani  le  mfme  ordre,  ant  deux  face»  egales  paralläei  ainsi 
^ue  les  arfUs  de  ces  face»,  toutes  teta-g  face»  sont  deux  ä  deux  paralleles, 
et  les  droites  gui  joigaent  le»  sommets  des  angtes  solides  egaux  sont 
fgalet,  paralleles  et  de  mfme  sens. 

Soient  d'abord  les  t^traödres  SABC  et  S'A3'C'  placös  daos  leB 
conditions  röpondant  ä  l'önonce,  c'eat-k-dire  ayant,  par  exemple,  les 
faces  SBC  et  S  ffC  paral- 
leles ainsi  que  les  arätes 
de  ces  faces. 

II  fallt  dpmontrer  que 
les  facea  SAB  et  S'A'B' 
sont  paralleles, de  mäme 
que  les  faces  SAO  et 
SAG',  ABC  et  A'B'C ;  de 
plus,  que  les  distances 
SS',  AA',  BB'  et  CC  sont  ■ 
Egales,  paralleles  et  de 
meme  sens.  iro.  ^5. 

En  elfet,  par  hypo- 
these,  les  faces  SBC,  S'B'C  sont  Egales  et  les  arätes  egales  SB,  SB' sunt 
de  plus  paralleles  et  de  m^rae  sens,  ainsi  que  SC,  S'C  et  BC,  B'C. 

Par  Suite,  les  droites  SS',  BD'  etCC  sont  egales,  paralleles  ft  de 
mäme  sens;  d'autre  part,  les  angles  diedres  SB,  S'B'  älant  egaux  et 
ayant  de  plus  leurs  facea  SBC  et  S'B'C  paralleles,  ont  aussi  leurs 
autres  faces  paralleles,  puisque  les  eiements  des  deux  poly^di-es  sont 
disposes  dans  le  mäme  ordre  (car  les  angles  plans  de  c?&  deü\ 
diedres,  ayant  leurs  plans  paralleles  et  deus  cAttis  paralleles,  ont 
leurs  anlres  edles  paralleles,  les  angles  etantde  möme  sens);  donc  la 
face  SAB  est  parallele  k  la  face  S'.A'B'.  üe  plus,  les  drcites  ägales  AB, 
A'B'  eont  aussi  paralleles  entre  ellea ;  car  elles  sont  dans  deux  plans 
paralleles  et  elles  fönt  A  gauche  de  SB  et  de  S'B'  des  angles  SBA  et 
S'B'A'^gnuK  par  hypothese;  onen  conclut  que  AA'  est  ^galeet  paral- 
lele k  BB',  CC,  SS'. 

On  demontrerait  de  meme  que  les  faces  SAG  et  S'A'C  sont  paral- 
leiesainsiqiieles  faces  ABC  et  A'B'C.  On  peut  donc  amener  par  trans- 
lation  Tun  de  ces  tetraedres  k  occuper  la  position  de  l'autre  eo  d^pla- 
gant  ses  sommets  d'une  meme  longueur,  dans  le  meme  sens  et  dans 
des  directions  paralleles  entre  elles. 

II  n'y  aaucune  difQculte  pour  le  lecteur  d'etendre  cette  d^mon- 
stration  au  cas  de  deux  polyedres  quelconques. 

La  reciproque  de  ce  thSoreme  est  d'ailleurs  evidente. 

708.  CoroHalre.  —  CAajw  face  d'un  polyedre  aaimS  (fiM 
wwuventent  de  translation  Teste  paralUle  &  »n  pkm  fixe. 
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GOMPOSITION  DE  PLUSIEUBS  TR.\NSLATIONS 

703.  —  Sil'on  aunpoint  0  et  divers  points  A,  B,  C...  dnns  l'es- 
pace,  noue  dirons,  par  anatogie  h  ce  qu'on  a  vu  en  g^om^trie  plan« 
(153),  qu'iine  fi§;ure  F,  mobile  dans  l'espace,  est  deplac^e  succes- 
sivement  par  les  translatione  (OA),  (OB),  (OC)...  Ifig.  106),  si  luiis  los 
points  de  la  figure  F  decrivent  des  droites  paralleles  U  OA,  de  m^nie 
sens  et  ^gale  en  longueiir;  de  möme  poiir  les  translations  (OIJ\ 
(OC)...  On  remarquera  aussi,  comme  en  geometrie  plane  (pg.  lOft), 
que'  le  d^placement  total  prodult  par  ces  translations  siiccessivcs 
peut  ötre  remplace  par  une  seule  translatioo  OD'.  Le  poinl  D'  esl,  du 
reste,  obtenu  en  procedant  comme  au  n»  156.  Par  le  point  A,  on 
möne  AB'  parallele  i  OB  de  möme  sens  et  de  mi^me  longiieur; 
par  le  point  B',  on  möne  B'C  parallele  ü  OC.  de  m^me  sens  et  de 
möine  longueur;  enfin  parle  point  C  on  mönc  CD' parallele  U  Ol) 
de  niöme  sens  et  de  mäme  longueur.  On  procederait  loujonrs  ainsi. 
quel  que  soit  le  nombre  des  translations. 

La  d^monstration  est  la  m^me  qu'en  g^om^trie  plane.  La  seule 
difference,  c'est  que  les  droites  0.\,  OB,  OC...,,  au  lieu  d'etre  dans  un 
m^me  plan,  se  trouvent  dans  des  directtons  quelconques  de  t'cspace. 
On  voit  d'ailleurs,  dans  l'espace  comme  dans  le  plan,  que  l'oitlre  des 
translations  composantes  n'influe  pas  sur  la  translation  r^sultante. 

I  IL  —  ROTATION  AUTOUR  D'UN  AXE 
D^finitiom. 

704.  —  On  dft  qu'un  point  A  [pg.  456]  tourne  autour  d'un 
axe  XY,  lorsque  ce  point  decrit  sur  un  plan  P  perpendiculaire  k  XY 
un  cercle  dont  le  centre  0  est  sur 

cetteligne. 

705.  —  On  dit  quun  polyö- 
dre  de  forme  invariable  est  animä 
d'un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d'un  axe,  lorsque  chacun  de' 
ses  somniets  parcourt  une  cireon- 
ference   dont   le   centre   est    sur 

l'ase  et  dont  le  plan  est  perpendi-  pro   4ö6. 

culaire  ä  cet  axe. 

treor£:me 

706.  —  Lorsqu'un  polyedre  de  fonne  imai'iable  est  anime  d'un 
moiitement  de  rotation  autour  d'un  axe,  ses  sommfts  parcoHreiit,  ehacuti 
dans  le  tn^me  temps,  des  arcs  qui  correspimdent  ä  des  angtes  igau-r,. 

1»  Le  poIyMre  a  une  de  ses  faces  passant  par  l'axe.  Si  une  des  faces 
passe  par  Taxe  XY,  par  esemple  la  face  ABC,  on  voit  saus  peine  que 
les  projections  de  ses  cötes,  pu  arötes,  sur  ün  plan  P,  perpendiculaire 
k  Taxe,  sont  sur  une  mäme  droite  B'A'C  qui  rencontre  Taxe  en  0.  Si 


ROTATION  AÜTOOR  D'CK  AXE  ,  337 

donc  le  plan  se   deplace  par  rolatipn,  en  passant  constamment  par 

raxe.la  projection  de  sesaröles  dans  sa  nouvelle  positwn  formera 

encore    une   ligne 

(Jroile  B',A',C'|,   aa- 

gulaire  avec   la  pre- 

mi6re  et  qui  rencon- 

trera  aussi  Taxe  en  0. 

Les  sommeta  A,  B,  G 

ont   donc    parcouru, 

dans  le  möme  temps,     , 

des  a res  qui  corres- 

pondent  U  des  angles 

^gaus. 

2"  Le  poly^dre  n'a 
aucune  face  passaht 
par  Taxe.  Danscecas, 
on  peut  toujours  me- 
ner  par  Taxe  un  plan 
rencontrant  le  polyö- 
dre.  Or ,  tous  les  points 
du  plan  commun  au 

polyödre    d&^rivent ,  fig.  457. 

d'aprös  ce  qu'on  vient 

de  dire,  dans  le  raöme  temps,  des  arcs  qui  correspondent  i  des 
angles  egaux,  Puisque  le  plan  est  quelconque,  on  peut  conclure 
que  tous  les  points  du  polyädre,  et,  par  suite,  tous  les  sommets, 
decHvent  dans  le  niäme  temps  des  arcs  qui  correspondent  k  des 
angles  egaux. 

THEOREME 

707.  —  TovA  deplacement  d'une  figure  de  forme  invariable  dant 
t'e^iacese  ramme  ä  um  translation  et  ä  deux  rolations. 


ae'dis,  par  exemple,  que  le  tetraödre  SABC  peut  ötre  amen^  ainsi 
dans  la  position  SjA^BiG',,  la  demiöre  qu'il  doit  ävoir. 

Eq  eilet,  U  eet  ävideat  que  par  une  seule  translätioa  on  peiit 
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toQjours  amener  le  point  B  [ßq.  458)  en  B|  {fig,  439);  puis  amener 
par  rotatioD  l*ar6te  B|C|  en  B|G,  [fig.  459),  et  enfin  par  une  seconde 
rotation  amener  le  sonimet  S,  en  S^,  ee  qui  donne  la  derni^re  Posi- 
tion Ss^gB^G,  (ßg.  460)  que  le  solide  doit  occuper.  Cette  d^monstra- 
tion  s'apptiquant  ä  un  poly^dre  quelconque,  le  th^or^me  est 
demontr^. 

708.  Remarqne.  —  Apr^s  avQir  va  les  th^römes  relatif«  k  la  Sphäre,  on 
peut  dömontrer  que  tout  äiplacement  dune  figure  de  forme  invanahle  dans 
fespace  se  ramine  ä  une  translalion  et  ä  une  seule  rotation;  mais  le  d^velop- 
pement  que  nous  avons  donn^  de  cette  partie  du  Programme  est  hien  sufßsant. 

EXERCICE8    8UR   LE  LIVRE  VI 

518.  —  Mener  dans  un  cube  une  section  qui  dötermine  un  carrd. 

519.  —  Mener  dans  un  cube  une  section  qui  d^termine  un  triangle  dquila- 
teral. 

520.  —  Mener  dans  un  cube  une  section  qui  dötermine  un  triangle  isocöle. 

521.  —  Mener  dans  un  cube  une  section  qui  deterinine  un  hexagone  röga- 
lior. 

523.  —  Les  quatrc  diagonales  d'un  parall61ipip6de  se  coupent  au  möme 
point  qui  est  le  milieu  de  chacune  d'eües. 

523.  —  Dans  un  parallöliplpede  rectangle,  le  carrö  d*une  diagonale  est  ögal 
s^  la  sonime  des  carr^s  des  3  dimensions  du  parallelipipöde. 

524.  —  Trouver  la  longueur  de  la  diagonale  d*un  parallälipipdde  rectangle 
civfonction  des  3  arötes  a,  b,  c,  du  paraU6lipipede.  Application  ;  a=4-,20, 
A  =  0«,84,  c  =  0^60. 

525.  —  Dans  un  cube,  la  diagonale  est  ägale  ä  Tarnte  du  cube  multiplide 
pur  V^3. 

526.  —  Dans  tout  parallölipipdde,  la  somme  des  carr^s  des  4  diagonales  est 
^ale  a  la  somme  des  carr6s  des  12  arötes. 

527.  —  Le  point  de  concours  des  diagonales  d'un  parall^lipipöde  est  le 
centre  de  cette  figure. 

528.  —  La  distance  du  centre  d'un  parall^lipipede  k  un  plan  quelconque 
est  le  1/8  de  la  somme  des  distances  des  huit  sommets  du  parallölipipöde  au 
mtoe  plan.  ^ 

529.  —  Lorsque  diff^rents  points  sont  k  la  m6me  distance  du  centre  O  d'un 
parall^lipipede,  la  somme  des  carr^s  des  distances  de  chacun  aux  sommets  du 
parallölipipede  est  la  m6me  pour  tous. 

53Q.  —  Un  bücher  a  6-,80  de  longueur  sur  4",30  de  largeur  et  3",90  de  bau- 
tcur :  combien  peut-il  contenir  de  Störes  de  bois  ? 

531.  —  Une  rögle  a  0»,60de  longueur  sur  0,03  de  largeur  et  0",001  d*6pais- 
scur :  quel  est  son  volume  en  centimötres  cubes  ? 

532.  —  Un  tas  de  bois  ä  brüler  a  4-,80  de  longueur  sur  2«,70  de  largeur  et 
6-,30  de  hauteur:  quelle  est  la  valeur  de  ce  tas  de  bois  k  raison  dei2  francs  le 
störe? 

533.^^  Quel  est  le  poids  de  Tair  connu  dans  une  chambre  qui  a  5»  de  lon- 
gueur sur  4»  de  largeur  et  3'n,20  de  hauteur  ?  On  sait  d'ailleurs  qu'un  litre  d'air 
pesel««*,29. 

534.  —  Quelle  est  la  longueur  d'un  tas  de  bois  contenant  25  stires  5  et  qui 
&  2»  de  largeur  sur  une  hauteur  de  2"»80. 
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535.  —  Des  büches'ont  1",10  de  longueur ;  k  quelle  hauteur  deyra-t-on  en 
metire  entre  les  montants  du  st^re  pour  ayoir  U^  de  bois  ? 

536.  —  Deux  parall^lipipedes  de  bases  äquivalentes  ont  pour  volume 
7»'*,815  et  4»«,45 ;  le  premier  a  2»  de  hauteur :  on  demande  Ijbl  hauteur  du 
second  et  les  bases  de  chacun  d*eux. 

537.  —  ün  parall^lipipMe  a  un  volume  de  16"«,604.  On  demande  ses  dimen- 

14  5 
sions  sachant  qu'elles  sont  proportionnelles  aux  fractions-,  r>^  * 

8   5  6 

538.  —  Pour  creuser  unö  pi6ce  d'eau,  on  a  enleve311»",850  de  terre,  la  sur- 
face  du  fond  est  de  164"q,950  :  on  demande  sa  profondeur  et  le  nombre  d'hec- 
tolitres  d'eau  qu'elle  contiendrait  si  eile  ^tait  remplie  aux  2/3. 

539.  —  üne  poutre  ayant  la  forme  d*un  parall^lipipede  droit  a  pour  baso 
un  carrd.  La  longueur  de  cette  poutre  est  de  4<"  :  on  demande  le  c6t^  du  carr^ 
qui  lui  sert  de  base  sachant  qu*elle  a  dt^  payee  40  franes,  et  que  le  d^cist^re  est 
estimö  10  francs. 

540.  — .  Un  cube  a  0",90  d'arSte  :  quel  est  son  volume  en  däcinjidtres 
eubes  ? 

541.  —  Quel  est  le  volume  d'un  cube  dont  la  diagonale  du  carr^  de  la  base 
a4-? 

542.  —  Trouver  le  c6t^  d'un  cube  öquivalant  ä  un  parallelipip^de  dont*  les 
dimensions  sonte"*,  S",  l^^SO. 

543.  —  Un  vase  de  forme  cubique  rempli  d*alcool  pöse  52>'k,688  ;  le  poids  du 
va&e  vide  est  de  2^ :  on  demande  la  profordeur  du  vase»  la  density  de  Talcool 
«tant  0,792. 

544.  —  Quel  est  le  volume  d*un  prisme  de  5™  de  hauteur  et  qui  a  pour  base 
un  triangle  equilatöral  de  3">  de  cöt(^? 

545.  —  Un  prisme  a  pour  base  un  triangle  äquilateral  dont  le  c6te  est  a,  la 
hauteur  de  ce  prisme  est  ^gale  au  double  de  la  hauteur  du  triangle  de  la  base  : 
on  demande  son  volume. 

546.  —  Gombien  le  prisme  du  probldme  prßcedent  p6sera-t-il  s*il  est  en 
fönte  et  si  a  =  2"  ?  La  densite  de  la  fönte  est  7,20. 

547.  —  ün  prisme  quadrangulaire  de  3»  de  hauteur  a  pour  base  un  carr^ 
inscriptible  dans  un  cercle  de  2'"  de  rayon :  on  demande  son  volume. 

548.  —  Un  prisme  triangulaire  a  un  volume  de  4"««  et  1»,20  de  hauteur :  on 
demande  le  cöte  du  triangle  equilat^ral  qui  sert  de  base  k  ce  prisme. 

549.  —  Un  prisme  qui  a  pour  base  un  hexagone  regulier  a  un  volume  de 
8"«,54  et  2*,50  de  hauteur :  on  demande  le  c6te  de  Thexagone  qui  sert  de  base 
au  prisnle. 

550.  —  Gombien  un  bassin  de  forme  hexagonale  peut-il  contenir  d'hectolitres, 
s'il  a  0",90  de  profondeur  et  si  le  cötö  de  Thexägone  a  2«? 

551.  —  Un  prisme  a  pour  base  un  octogone  de  0",04  de  c6t6 ;  la  hauteur  du 
prisme  est  de  0",80  :  on  demande  son  volume. 

552.  —  Dans  le  probl6me  pr^cödent,  combien  le  prisme  octogonal  contien- 
drait-il  de  litres  s'il  etait  creux  et  si  Ton  supposait  dans  ce  cas  que  le  volume  de 
la  matiöre  qui  le  compose  soit  ögal  k  1^«? 

553.  —  Le  volume  d*un  prisme  triangulaire  est  ^gal  k  la  moiti6  du  produit 
de  Tune  de  ses  faces  par  la  distance  de  cette  face  k  Tarnte  qui  lui  est  opposöe. 

554  —  On  demande  le  volume  d'un  prisme  droit  dont  la  base  est  ua  octo- 
gone regulier  de  2«  de  cöt6  et  dont  la  surface  laterale  f^st  28*<i. 
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6K'.  —  Un  prisme 'di*oit  a  pour  base  un  hexagone  regulier;  on  deinande  le 
c6t^  de  l'hexagone  et  la  hauteur  duprisme,  sachantque  son  volume  est  egal  k 
4>M  50  et  sa  surface  laterale  12^, 

ÖS6.  —  Un  prisme  droit  a  jsour  base.  un  octogone  regulier.  Le  volume  de 
ce  prisme  ^gale  8"«  et  sa  hauteur  est  de  2",20  :  on  demande  la  surface  laterale 
de  ce  prisme. 

557.  —  Un  prisme  en  marbre  a  pour  base  un  döcagone  regulier  tnscrit  dans 
lU]  rcrcle  de  9^Jie^^  r^^^ML  :  oft  demande  sa  hauteur,  sachant  qu'il-p^se  7:2iH^' 
et  que  la  density  du  marbre  est  2»(IS« 

658.  —  Translormer  un  pciaiöfi^  heia^^fmal  en  ün  parallölipipöde  reetangu- 
laire  equivalent. 

659.  —  Une  pyramide  de  8"  de  hauteur  a  une  ardte  de.  9» ;  une  pyramide 
semblable  a  10»  de  hauteur  :  on  demande  la  longujQiir  de  Tarnte  hflUQSologiie  a 
ccUe  de  9". 

560.  —  Deux  pyramides  ont  mSme  hauteur;  la  surface  de  la^ba^e  de  la 
premiöre  est  egale  ä  i20"q,  la  surface  de  celle  de  la  seconde  est  de  i8U"4 ;  uoe 
seotion  faite'  parallelement  ä  la  base  dans  la  premi^re  a  7(M  de  suKace  :  on 
doiiiande  la  surface  de  la  section  faite  dans  la  seconde,  parallelement  a  la  base 
el  II  une  mßme  hauteur. 

561.  —  On  coiipe  une  pyramide  SABCDE  par  un  plan  llNPQR  parallele  a  la 
base;  on  a  SA=43«,  SM  =  10-,  et  surface  ABGDE=  375-q  :  calculer  MX1»QR. 

562.  —  Une  pyramide  a  15"  de  hauteur;  sa  base  a  une  surface  de  i60"q  :  on 
deniaiiile  ä  quelle  distance  du  sommet  a  ^te  mene  un  plan  parallele  ä  la  base 
el  dont  la  surface  est  de  lOO-^l. 

563.  —  La  base  d'une  pyramide  a  t44">q  de  surface;  on  mene  un  plan 
parallele  a  la  base  ä  4"  du  sommet  de  cette  pyramide,  ce  plan  a  64"^  de  surface  : 
on  demande  la  hauteur  de  la  pyramide. 

564.  —  Une  pyramide  dont  la  hauteur  est  de  12"  a  pour  base  un  carre  de 
S-  de  c6t<^ :  quelle  serait  la  surface  d'une  section  mende  parallelement  ä,  la  base 
et  ä  4-  du  sommet? 

565.  —  Deux  pyramides  ont  möme  hauteur,  14*;  la  l^«  a  pour  base  un 
carrö  do  9"  de  cöt^,  la  seconde  un  hexagone  de  7"  de  c6t6 :  quelle  serait,  dans 
chaque  pyramide,  la  surface  des  sections  menees  parallelement  k  la  base  et  k 
6"  du  sommet  dans  Tune  et  dans  Tautre? 

666.  —  Les  surfaces  de  deux  pyramides  semblables  sont  proporlionnolles 
aux  carres  de  deux  arStes  homologues. 

567.  —  L'ar6te  SA  d'une  pyramide  a  5"  :  on  demande  de  calculer  les  lon- 
gucurs  k  prendre  k  partir  du  point  S  pour  que  la  surface  laterale  de  la  pyra- 
mide soit  divisee  en  quatre  parlies  äquivalentes  par  des  plans  paralleles  a  la 
base. 

568.  —  Gouper  une  pyramide  par  un  plan  parallele  k  la  base,  de  maniere 
que  la  surface  de  la  pyramide  d^terminee  soit  k  la  surface  de  la  pyramide 
donnt'e  dans  le  rapport  de  deux  lignes  m  et  n. 

$69.  —  L'arete  SA  d'une  pyramide  a  8" ;  ä  partir  du  point  S,  on  prcnd  o* 
sur  cette  aröte  et  Ton  möne  un  plan  parallele  k  la  base  :  determiner  duns  quci 
rapport  est  la  surface  laterale  de  cette  pyramide  ä  la  surface  laterale  de  Ja  pyra- 
mide entiere. 

57<K  —  Indiquer  sur  les  faces  d'une  pyramide  la  trace  d*un  plan  parallele  u 
la  base  etqui  divise  la  surface  laterale  en  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport 
de  3  ä  4. 


571.  - 

m  et  n. 


En  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport  de  deux  lignes 
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572.  — i  Indiquer,  sur  les  faces  d'une  pyramide,  les  Iraces  de  deux  plans 
paralleles  k  la  base  et  qui  divisent  la  surface  lat<^rale  en  trois  parties  qui  soient 
dans  le  rapport  de  3,  4  ei  5.  ' 

673.  — En  parties  de  grandeurs  donnees,  3"q,  6"<l  et  !■<!. 

574.  —  Indiquer  sur  les  faces  d'un  tronc  de  pyramide  la  trace  d'un  plan 
parallele  aux  bases  et  qui  divise  la  surface  laterale  en  deux  parties  äquivalentes. 

575.  — :....  En  deux  parties  qui  soient  dans  le  ra|^pOTt  des  nombrea  t^ 

et  3. 

576. — En  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport  de  deux  lignes 

donnees  m  et  n. 

577.  —  Indiquer  sur  les  faces  d*un  tronc  de  pyramide  les  traces  de  trois 
plans  paralleles  aux  bases  et  qui  divisent  la  surface  laterale  en  quatre  parties 
equivalentes. 

578.  —  Indiquer  sur  les  faces  d*un  tronc  de  pyramide  les  traces  de  trois 
plans  paralleles  aux  bases  et  qui  divisent  la  surface  laterale  en  parties  qui 
soient  dans  le  rapport  des  nombres  3,  4,  5  et  6. 

579.  —  L*ar6te  ka  d*un  tronc  de  pyramide  ä  bases  paralleles  a  4» ;  deux 
cötes  bomologues  des  bases  ont  3"  et  2"»  :  calculer  ä  0,01  pres  les  longueurs  4 
prendre  sur  öA  pour  que  des  plans  paralleles  aux  bases  divisent  la  surface 
laterale  en  parties.de  grandeurs  donndes  3"»q,  S^q,  4"'q. 

580.  -^  On  double  la  hauteur  d'une  pyramide,  que  devient  son  volume? 

581.  —  Trouver  le  volume  d'un  tetraedre  en  fonction  de  son  aröt^  a, 

582.  —  Trouver  le  rapport  du  cube  au  tetraedre  construit  avec  la  diagonale 
de  Tune  des  faces  du  cube. 

583.  —  ün  tetraedre  en  argent  pur  a  0",06  d'arßte  :  on  demande  sa  valeur. 
On  sait  d'ailleurs  que  la  densite  de  Targent  est  10,47  et  que  le  kilbgramme 
d*argent  vaut  2i0  fr.  5o  ä.  la  Monnaie. 

584.  —  Trouver  le  volume  d'une  pyramide  reguliere  qui  a  pour  base  un 
carre  de  6"  de  c6te  et  dont  les  aretes  ont  5  metres. 

585.  —  Une  pyramide  tronquee  a  pour  bases  deux  octogones  reguliers ; 
Toctogone  de  la  base  iriferieure  a  0",4  de  c6te,  celui  de  la  base  superieure  0",3. 
la  hauteur  du  tronc  est  de  0»,5  :  on  demande  le  volume  de  la  pyramide  totale. 

586.  —  Une  pyramide  qui  a  pour  base  un  hexagone  regulier  a  8»  de  hau- 
teur ;  ä  3"'  du  sommet  de  cette  pyramide,  on  mene  paralieiement  ä  la  base  une- 
section  qui  a  4"q  de  surface  :  on  demande  le  volume  de  la  pyramide. 

587.  —  Une  pyramide  reguliere  SABCD  a  pour  base  un  carre  dont  la  diago- 
nale est  a;  on  demande  la  surface  entiere  de  cette  pyramide  et  son  volume  en 
fonction  de  a  dans  le  cas  oü  Tarete  SA  =  a. 

588.  —  Trouver  le  rapport  d'une  pyramide  hexagonale  dont  le  cöte  est  a  et 
la  hauteur  a,  ä  urie  pyramide  ayant  pour  base  un  triangle  equilateral  dont  ie 
c6te  est  egalement  a.  Oc  sait  d'ailleurs  que  cette  pyramide  a  aussi  a  ^our 
hauteur. 

4 

SM.  —  Uae  pyramide  triangulaire  reguliere  a  pour  base.  un  triangle  equila- 
teral de  2"  de  o6te ;  les  aretes  de  cette  pyramide  ont  3"  :  on  demande  son 
volume. 

I  •  VI- 

590.  —  La  base  d'une  pyramide  reguliere  est  un  hexagone  regulier  dont  le 
cöte  est  3" ;  calculer  :  !•  la  hauteur  qu'il  faut  donner  k  cette  pyramide  powr 
que  sa  surface  laterale  soit  egale  k  dix  fois  la  surface  de  la  base ;  2«  le  volume  de 
cette  pyramijie. 

591.  —  Un  plan  mene  selon  Taröte  d'un  tetraedre,  et  qui  passe  par  le 
milieu  de  l'arete  opposee,  divise  le  tetraedre  en  deux  parties  equivalentes.    >•  '' 
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582.  —  Leu  <lroites  qui  joigneDl  les  sonimet»  d'uii  t^lraedre  am  point»  il 
concoure  des  mädian«s  des  l'nces  opposees,  contouront  au  tnlme  poinl  »itii^ 
aui  3/4  de  chacuDe  de  ces  droites  k  parlir  du  summel. 

S93.  —  Daas  un  Ub'aädre  quelconque,  le  plan  bisitecteur  d'un  diödre  divise 
Taräle  opposäe  en  parties  proportionnelles  aux  faces  du  di6dre. 

694.  —  Deui  tötraödres  SABC,  S'A'B'C  qui  ont  le  triödre  S  commun  sout 
eatre  eui  dsDS  le  rapport  des  produits  &V  x  ^B  X  SC  et  SA'  X  SB'  X  SC. 

K96.  —  Dans  äeiix  tülraedres  SABG,  S"A'B'C',  on  a  Irifldre  S  =  S',  V  =  60-', 
SA  =  8~,  SB  =  6-,  SG=7«,S'A'  =  io.,s'B'  =  H-,S'C'  =  7-:  on  deiuftnde  V. 

B90.  —  Avec  un  cüW  dünne,  on  peut  toujours  construire  un  heiaeilra 
r^guliei'. 

597.  —  Avoc  un  cM^  donnu,  on  peut  toujours  conslruire  un  Igtraeüro 
rauher. 

69S..—  Ti'ansfoi'iner  une  iiyiuniide  peatagonale  aa  une  pyraiuide  trianKU- 
laire  equivalenl«. 

599.  —  Tranafonner  ime  pyramide  penlagonale  en  un  prisme  triangulairo 
^uivalent 

600.  —  Las  (Iruites  qui  joignent  les  milicux  des  nrttes  opposäes  d'un 
lAtraidre  concourentau  mitine  ]>uiDt  qui  esl  le  milieu  de  chaeune  d'ell«B. 

601.  —  Lea  bases  d'un  Ironc  de  pyraiuide  ont  30»!  el  11*q  de  surfoce,  ca 
Ironc  a  un  volume  de  1*0"»:  on  deinandesa  hauleur. 

90Z.  —  Les  bases  d'un  Ironc  <le  pyramide  sonl  deus  heiagones  rAgiiliers 
ayant  reäpectiveiiient  i'  el  3"  de  coli  :  on  demande  de  calculcr  la  hauteur  du 
trouc  de  pyraiuide,  sachunt  que  son  volume  est  de  l!'". 

605.  —  Un  li-oiii;  de  pyraiuide  de  0",9  de  hauteur  a  pour  basoa  deui  ih:ln- 
gones  räguliers  de  0',8  et  du  0',3  de  die  :  on  demande  le  volume  de  ce  l<^n<u 

604.  —  Un  tronv  de  pyramide  de  6"  de  hauteur  a  poui'  baae  inf^rieure  un 
pentagone  dont  la  Hurface  est  de  äO'q;  un  cütu  de  ce  pentagone  a  4°,  hdu 
horaologue  dans  la  baae  superieure  a  3";  quel  esl  ie  volume  dutronc? 

606.  —  Ud  tronc  de  pyramide  a  pour  base  inferieure  un  carrä  de  4"  de 
töli,  le  volume  de  ce  tronc  est  40"',  sa  hauleur  est  S» :  on  demande  le  cüW  ila 
Sa  base  supärieure. 

606.  —  Un  prisme  tronque  a  pour  base  un  triangle  de  2«I  de  »urface  ;  l"s 
trois  Eommets  du  prisme  soni  respectivement  ä  1"',  0",SD  et  O^ieO  du  plan  lin 
la  iMse  :  od  demande  le  volume  du  prisme. 

607.  —  Une  pyramide  a  pour  base  un  carni  de  12"  de  c&b^ ;  ä  !■  du  som- 
met,  on  mäno  un  plan  paratläle  k  la  base  et  Ton  ubtient  un  carrä  de  8~  de  cölA : 
on  demande  la  hauleur  de  la  pyramide. 

608.  —  Une  caisse  a  les   dimensions 
demande  les  dimensions  d'une  caisse  semhlable 
quadruple. 

609-  —  L'aräte  d'un  eube  est  a:  quelle  sera  l'uiiHe  d'un  cube  double  en 
volume  t 

610.  —  L'arite  d'un  cube  est  a.  A  partir  d'un  mime  somniet.  on  prend  aar 

les  arfites  aboutissanl  a  ce  sommet  trois  longueurs  egales  Ji^.  On  demande  le 

rapport  du  cube  au  tciraedre  determiof  par  la  section  passant  par  les  troiri 
points  de  division  des  areles. 

611.  —  Un  ttitraedrc  a  un  volume  de  30«  et  une  aräte  de  5>  ;  on  demajidi' 
le  volume  d'un  l^traedrc  semblable  dont  l'ar^te  homologue  ä  celle  du  prenit'-r 
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612.  —  L'arölc  SA  d'une  pyramide  a  4" ;  par  im  point  a  pris  sur  SA,  on 
m^ne  un  plan  parallele  ä  la  base  de  la  pyramide,  et  Ton  dötaehe  ainsi  unc 
petite  Pyramide  qui  est  le  1/3  de  la  pyramide  totale :  quelle  est  la  longueur  de 
Sa? 

613.  —  L'arÄte  SA  d'une  pyramide  a  4'" :  quelle  longueur  faut-il  prendre  sur 
cette  arete,  k  partir  du  sommet,  pour  qu'un  plan  parallele  k  la  base  divise  le 
volume  de  la  pyramide  en  deux  parties  äquivalentes? 

614.  —  L'ar^te  SA  d'une  pyramide  a  4"  :  quellcs  longueurs  faut-il  prendre 
sur  cette  arßte,  ä  partir  du  sommet,  pour  que  deux  plans  paralleles  ä  la  base 
divisent  le  volume  de  la  pyramide  en  trois  parties  äquivalentes  ? 

615.  —  L'aröte  SA  d'une  pyramide  a4»  :  quelle  longueur  faut-il  prendre  sur 
cette  aröte,  ä  partir  du  sommet,  pour  qu*un  plan  parallele  a  la  base  divise  le 
volume  de  la  pyramide  en  parties  qui  soient  entre  elles  comme  les  nombres 
3  et  4? 

616.  —  L'arete  SA  d'une  pyramide  a  4»  \  quellcs  longueurs  faut-il  prendre 
sur  cette  arete,  ä  partir  du  sommet,  pour  que  deux  plnns  paralleles  a  la  base 
divisent  le  volume  de  la  pyramide  en  parties  qui  soient  entre  elles  comme  les 
nombres  4,  5  et  6  ? 

617.  —  L'aröte  SA  d'une  pyramide  a  4» :  quelles  lon^uours  fout-il  prendre 
sur  cette  arete,  h.  partir  du  sommet,  pour  que  deux  plans  paralleles  ä  la  base 
divisent  le  volume  de  la  pyramide  en  parties  de  grandeurs  donnees,  2'»«',  3"«  et 

[)«c? 

618.  —  L'arete  ka  d'un  trone  de  pyramide  ä  basos  pnralleles  est  de  4";  deux 
cötes  homologues  des  bases  ont  3"  et  2" :  calculer  ii  0,01  prcs  la  longueur  ä 
prendre  sur  aA  pour  qu'un  plan  parallele  aux  bases  divise  le  volume  en  deux 
parties  equivalentes. 

619.  —  L'arete  Afl  d'un  tronc  de  pyramide  a  basos  paralleles  est  de  4™,  deux 
cötes  homologues  des  bases  ont  3'»  et  2™ :  caiculer  a  0,001  prcs  les  longueurs  ä 
prendre  sur  «A  pour  que  deux  plans  paralleles  aux  bases  divisent  le  volume  en 
3  parties  equivalentes. 

6Ä0.  —  En  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  3,  4  et  5. 

681.  —- En  parties  de  grandeurs  donnees,  2'"%  l"'«"  et  4™«'. 

622.  —  L'art^te  SA  d'i\ne  pyramide  a  4™ :  on  prend  sur  SA  une  longueur 
Sa  :=2">,60  et  parle  point  a  on  mene  un  plan  parallele  ala  base  de  la  pyrainide  : 
quel  est  le  rapport  des  volumes  determines  par  le  plan  secant? 

623.  —  Couper  une  pyramide  par  un  plan  parallele  k  sa  base,  de  teile  sorle 
(pie  le  volume  de  la  petite  pyramide  soit  le  1/8  du  tronc  obtenu. 

624.  —  On  mene  ä  0'»,90  du  sommet  d'une  pyramide  un  plan  parallele  ä  sa 
base,  on  obtient  alors  un  tronc  de  pyramide  de  än^.'iO  de  hautcur;  caiculer  lo 
volume  de  ce  tronc  sUchant  que  la  partie  enlevee  a  un  volume  de  l^^SÖO. 

62i5.  —  Un  tronc  de  pyrainide,  dont  la  hauteur  est  de  Ti'",  a  pour  base  deux 
hexagones  reguliers  dont  les  c6tes  ont  3">  et  2"'  ;  en  mrnunt  un  plan  parallele 
äla  base,  on  obtient  un  hexagone  dont  le  cote  a  2"',C0 :  a  «piell»'  distance  de  la 
base  snperieure  la  section  a-t-elle  ete  mencc  et  quel  est  le  rapport  des  deux 
Ironcs  de  Pyramide? 
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LES  CORPS  RONDS 


CHAPITRE   PREMIER 

Surlaoe  oylindiique,  plan  tangent-  —  Surtac« 
oonique,  plan  tangent.  —  Surfaoes  de  rövo- 
luUon  simples.  —  Gylindre.  —  C6ne.  — 
Gylindre  droit  ä.  base  clroulaire  ou  oylindra 
de  r^volution,  plan  tangent.  —  Surlace  late- 
rale. —  Volume. 

§  I.  SURFACE  CYLINDRIQUE  ET  SURl-ACE  CONIQÜE. 
PLAN  TANGENT 

ßefiintioiu. 

709.  Surrace  cyllndrique.  —  En  g^neral,  oii  appclltt  sw- 
far.e  cyllndrique  toute  surface  eogendree  par  une  droite  AA'  indü- 
finie  qui  se  meul  parall^lement  ä  une 
direction  donnee  et  doit  coDstamment 
rencontrer  uue  ligne  donnee  HM'.  La 
droile  mobile  AA'  est  la  gen4ratrice  de 
la  surface ;  la  HgDO  fixe  MM'  est  appelee 
dtrectrice.  Lorsque  la  directrice  est  uoe 
droite,  la  surface  cylindrique  n'est  plus 
qu'uit  plan  (498). 

Dans  le  cas  od  la  directrice  est  une 
courbe  fermee,  si  Ion  coupe  !a  surface 
cylindrique  par  deux  plans  paralleles, 
le  solide  compris  entrcces  plans  paralleles 
et  la  surface  cylindrique  est  un  cylinäre. 
II  a  pour  baies  les  plans  paralleles  et 
pour  hauleur  la  distance  de  ces  plans. 

Le  cylindre  est  droit,  lorsque  les  göne-  "*■ 

ratricessont  perpendiculaires  aux  plana  des  bases;   il  est  dit 
oblique  dans   le  cas  contraire. 

710.  —  Une  droite  est  tangente  en  un  point  M  d'une  sur- 
face, torsquVIle  est  tangente  on  M  ä  u[ie  eourbc  Iracee  sur  cetle 
surface. 


SOEFACB  OONIQUE  34» 

THfiORfiME 

Plao  tangreat.  —  Le  plan  tangent  ä  me  mrface  ct/Hndriqve 
en  un  point  M  est  le  Hm  des  tangenles  que  l'oii  peut  menerpar  le 
point  tu  dla  turfaee  du  cylindre. 

SoU  M  le  point  donnö ;  W  k  generatrice  qui  passe  par  ce 
poiol,  'O  UD8  preroiere  courbe  pas- 
sant  par  le  point  M  et  ayant  pour 
tangenle  HT.  ;  (C)  une  seconde 
courbe  passant  par  M  et  ayaat  pour 
tangente  HT'.  Soit  H'  un  point  de  (C) 
voisin  de  M ;  M',  le  pointde  (C)  oü  la 
göneratrice  BB'  passaat  par  M'  vient 
reocontrer  (C).  Les  deus  secantes  MM' 
et  MM',  sont  dans  un  m^me  plan,  qui 
est  le  plan  des  generatrices  AA',  BB'. 
Ce  plan  a  une  posilion  limite  däfinie 
par  AVMT.torsque  BB'  se  rapproche 
iDdefiniment  de  AA';  autrement  dit 
les  secantes  MM'  et  MM',  auront  leurs 
positions  limites  dans  un  mime  plan 
avec  AA',  MT  et  MT'.  Ce  plan  limite  p^  4^3 

qui  contient  tout  enti^re  la  genera- 
trice de  contact  AA'  et  contient  egalement  les  tangentes  quel- 
conques  MT  et  HT',  est  le  plan  tangent  au  cylindre  au  point  H. 

711.  Surface  coniqne.  —  En  general,  on  appelle  surface 
conique  toute  surface  engendräe  par  une  droite  indefinie(  AA', 
astreiote  ä  passer  par  un  point  fixe  S 
et  A  se  mouvoir  en  s'appuyant  sur 
une  tigne  fixe  MM'.  La  droite  mobile  AA' 
est  la  giniratrice  de  la  surface ;  la  ligne 
lixe  MM'  est  la  directrice.  Lorsque  la 
directrice  est  une  droite,  la  surface 
conique  n'est  plus  qu'un  plan  (498). 

D'apr^sladettnition  generale  de  la 
surface  conique,  la  generatrice  se  pro- 
longe  indeltniment  de  part  et  d'autre 
du  sommet  et  döcrit  une  surface  for- 
mee  de  deux  parties  distinctes  qui  se 
rejoignent  au  sommet :  ce  sont  les  deux 
nappcs  de  la  surface. 

Dans  le  eas  od  lu  directrice  est  une 
courbe  fermee,  on  nomme  cöne  le 
volume  limit«   par  une  nappe  de   la  p      „, 

surface  conique  et  une  seclion  plane 
rencootrant  toules  les  g6n6ratrices  de  cette   nappe.  Le  cAne  a 
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pour  base  la  seclion  plane  et  pour  kauteur  ia  dislacce  du  sommcl 
au  plan  de  labose. 

.  .  712.  Plan  tang^ent.  —  Theoreme.  —  I.e  plan  tangent  en  un 
jmni  M  a  une  stirface  conique  ett  le  Heu  des  tongenlet  qu'on  peut 
mener  ivr  la  surfaee  conique par  ce  pohU  M  [qai  doil  etre  aulre  que 
le  sommet  S}. 

On  d^montrerait,  comme  pour  le  cylindre,  que  les  tangentes  ä 
deux  courbes  tracees  par  un  mßme  poinl  M  dune  gitneratrice  SA 
«out  dans  on  möme  plan.  Ce  plan  est  la  posilioa  limite  d'une 
guneratrice  SA.  et  d'une  generatrlce  SB  voisine  se  rapproch ani 
indefiniment  de  SA.  Leplan  tangenlaucöne  conLienttout  enti^re 
la  g^n^ratrice  de  contact  SA  et  contient  les  tangentes  aux  courbes 
tracees  sur  les  difT^rents  points  de  cette  generatrice  de' contact. 

1 11.  SÜRFACES  DE  REVOLUTION  SIMPLES.  CYLINDRE.  COSE 

713.'  D^rinltions.  —  On  appelle  surfaee  de  revoluUon  une 
surfaee  engendree  par  larotation  d'une  ligne,  appelle  generatrice 
de  la  surfaee,  autour  d'un  axe  ßxe,  appele  axe  de  symetrie  de  la 
surfaee  de  rovolution. 

■Tout  plan,passant  par  Taxe  est  ce  qu'on  apipellc  un  plan  wi^i- 
dien.  II  coupe  la  surfaee  de  revolution  suifant  une  ligne  appelee 
merirfien/ie,  qui  par  sa  rotation  engendre  la  surfaee.  Les  cercles 
decrits   par  ses    differents   points   sont  des    cercles  paralleles. 

Cylindrc  (').  —  Si  la  mei-idienne  est  une  droile  AB  parallele  k 
Taxe  de  rotation  00',  eile  engendre  une  surfaee  eylindrique  de 
T^volulion,   dODt  toiis  les  points  sönt  ä 
.egäjeidistaocede  Taxe  00'. 

714.  Plan  tangent  au  cyltiidre  de 
r6volutIon.  —  I.,e  plan  tangent  en  un 
point  quelcünque  de  la  surfaee  du  cylindre 
de  revolution  contient  toutes  les  tan- 
gentes aux  courbes  tracees  en  ce  point 
sur  ce  cylindre.  11  contient  en  particulier 
tout  entiöre  la  generatrice  ou  meridienne 
du  cylindre  passant  par  ce  point  donne. 
il  contient  ^galement  la  (angente  au  cerde 
parallile  passant  par  le  point  A.  Celle 
tangente  est  perpendiculaire  ä  Taxe  de 
la  surfaee.  Par  consequent,  le  plan  tan- 
gent au  cylindre  est  perpendicttlaire  mi  Fig.  465. 
plan   miridien  passant    par  le  point    de 

contact  A.  On  appelle  normale  AA'  du  cylindre  au  point  A,  la 
perpendiculaire  au  plan  tangent,  menee  par  le  point  A,  [ßg.  465). 

1.  Dana  ce  qui  suit,  nous  supposonB  la  genBi'a(rii.P  conleniie  daiis  le  m£m« 
plan  que  faxe  de  revolution;  par  consAquent,  m^i'ii)ieiine  el  generatrice  sont  ici 
dus  terines  svnonynies. 
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715.  Surface  conique  de  r^volution.  Plan  tangrent. 

—  Si  la  meridienne  est  uae  droit«   rencontrant  Vaxe  et  faisant 
itvGc  lui  un  angle  conslani,  eile  engendre  un  c6ne  de  revolutioa. 

On  d^montre,  comme  pour  le  cylindre,  que  le  plan  tangent  au 
cüDe  de  revolution,  en  un  point  M,  est  perpendtculaire  au  plan 
meridien  passant  pai-  la  generatrice  de  contact,  qui  est  tout 
enti^re  dans  le  plan  tangenl  k  la  surface  conique  de  revolution. 

Remarquc  I. ' —  Deux  sections  paralleles  dans  un  cöne  de 
r^volulion  engendrenl  des  courbes  homotheliques  parrapport  au 
sommet  (676),  L'homothetie  est  directe.  si  les  deux  sections  sont 
sur  la  mäme  nappe  du  cdne ;  rhomothetie  est  inverse  si  une 
section  est  tout  entiöre  sur  une  nappe,  et  l'autre  section 
parallele  sur  l'autre  nappe  de  la  surface  conique. 

Remarquc  II.  —  Quand  on  coupe  une  surface  cylindrique 
de  revolution  par  deux  plans  perpendiculaires  ä  Taxe,  on  a  un 
cylindre  circulaire  droit. 

Quand  on  coupe  une  surface  conique  de  revolution  par  un 
plan  perpendiculaire  ä  Taxe,  on  a  un  cöne  circulaire  droit. . 

716.  —  On  appelle  encore  cylindre  droit  ä  base  circulaire  ou 
cylindre  de  revolution  le  solide  engendrö  par  la  revolution  d'uo 
rectangle  autour  d'un  de  ses  cAies. 

Ainsi.lerectangle  ABCD  tou man t autour 
ducöte  CD  engendre  un  cjlindre  ,de  revo- 
lution. 

.     On  nomme  böses  du  cyündre  les  cercles 
decrifs  par  les  cflles  AD,  BG. 

La  hauteur  est  la  distance  entre  les 
bases. 

L'axe  est  le  cöte  fixe  CD  autour  duquel 
la  rotation  a  lieu.  II  est  evident  que  Taxe  j 

mesure  la  hauteur  du  cylindre,  car  il  est 
perpendiculaire  aux  deux  bases. 

La  generatrice  du  cylindre  est  la 
droite  mobile  AB,  dans  chaque  position, 
AB,  A'B'...,qu'elle  occupe.  La  generatrice  ,  Fig.  4M. 

egale  aussi  la  hauteur  du  cylindre. 

La  surface  laterale  ou  convexe  du  cylindre  est  la  surface 
decrite  par  la  generatrice. 

717.  —  Toule  ieclion  faite  dans  un  cijlindre  de  revolution  par 
un  plan  parallele  aux  bases  est  un  cercle  egal  aux  cercles  des  bases; 
car,  si  Ton  prend  un  point  quelconque  M  sur  AB  {ßg.  466},  la 
perpendiculaire  MO,  menee  de  ce  point  sur  CD,  decrit  un  cercle 
6ga!  et  parallele  ä  ceux  des  bases,  puisqu'il  a  pour  rayon  une 
droite  HO  egale  et  parallMe  aux  droites  AD  et  BC. 
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T18>  —  Taute  section  falle  suivanl  l'axe  dam  vtt  eylbidre  de 
revolution  est  im  rectangle  double  du  reclangle  giuerateur  j  car 
ißg.  462)  les  deux  rectangles  ABCD,  A'B'CD  qui  r^sultent  d'une 
section  suivant  Taxe,  sont  Tun  et  l'autre  le  rectangle  generateur 
dans  deux  positians  differenles. 

Remarqae.  —  Deux  cylindres  de  revolution  sont  scm- 
blables  si  leurs  hauleurs  sont  dans  le  rapport  de  leurs  rayons 
de  bases,  c'est-ä-dire  s'ils  sont  engendräs  par  des  rectaugles 
semblables. 

§  Ili.  —  SÜRFACE  LATERALE' DU  CYLINDRE  DK  REVOLUTION 

719.  —  La  suFface  laterale  d'an  cylindre  de  vevolutien,  etant 
courbe,  ne  peut  ötre  compar6e  avec  aucune  des  unites  de  surface 
qui  sont  planes  ;  il  est  donc  näcessaire  de  delinircette  esp^e  de 
surface. 

La  surface  laUrale  ou  convexe  d'un  cylindre  de  revolution, 
est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  surface  laierate  d'un  prüme 
regulier  imcrit  dans  fe  cylindre  quand  on  double  ind^Iiniment  li; 
nombre  des  cötös  de  sa  base.  Le  theorfeme  suivant  va  nous  mon- 
Icer  que  cette  limile  existe. 

th£or£me 

T20.  ~  ta  surface  laterale  d'un  cylindre  de  Hvolution  est  ^gale 
au  produit  de  ta  circonfirence  de  base  par  ta  hauteur. 

En  effet,  la  surface  laterale  d'un  prisme  regulier  inscrit 
est  formte  de  rectangles  ^gaux  ABA'B', 
BCB'C',...  ayant  chacun  pour  base  un  cöLö 
de  la  base  du  prisme  et  pour  bauteur 
celle  du  prisme.  Alors,  enrepreseniant  le 
p^rimötre  de  base  du  prisme  regulier 
inscrit  par  P  et  par  H  sa  hauteur,  il  a  pour 
surface  laterale  P  x  H.  Mais,  si  Ton  double 
indefiniment  le  nombre  des  cAles  de  la 
base  du  prisme,  le  perimölre  P  augmente 
et  a  pour  limite  la  circonf^rence  C  de  la 
base  du  cylindre  :  done  la  limite  de  la 
surface  du  prisme  considere  est  C  X  H ; 
or,  par  definilion,  celte  limite  est  preci- 
s^ment  la  surface  laterale  du  cylindre  de  i,-,^  ^^^^  ^^^ 

mäme  hauteur.  Donc  le  cylindre  a  pour  sur- 
face laterale  le  produit  de  la  circonference  de  base  par  la  hauteur. 

En  designant  par  k  la  hauteur  d'un  cylindre  de  revolution, 
par  r  son  rayon  et  par  S  sa  surface  laterale,  on  a  la  formule 
S  =  2itrA. 
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Surfncc  totale  da  cyllndre.  —  Les  surfaces  des  bases  du 
cylindre  etant  egales,  l'une  et  l'aulre,  i  m^,  la  surface  totale  S'jiu 
cylindre  de  revolutioo  est : 

S'  =  -Im-h  +  ajt.-"  =  27ir  (h  +  r). 

721.  Ilemarqae.  —  On  peut  developper  sur  ün  plan  !a 
surface  laterale  d'un  cylindre  de  revolution. 

MontroDS,  en  premier  lieu,  qu'on  peut  dßvelopper  la  surface 
laterale  dun  prisme.  A  cet  effel,  coasiderons  le  prisme  droit  KG 


Fig.  W6  ter. 

et  supposons  sa  surface  ouverte  suivant  l'aröte  AA'.  Le  prisme 
etant  placß  de  mani^re  que  AB  soit  en  A,Bi,  il  est  facile  de  Toir 
que  par  une  rotation  aulour  de  l'arßte  EE'  nous  pourrons  amener 
la  face  AE  dans  le  prolongement  de  la  face  ED' ;  puls,  par  une 
rotation  aulour  de  DD',  amener  ces  deux  faces  dans  le  prolonge- 
ment de  la  face  suivante  DC ;  et,  en  continuant  de  m^me,  toutes 


Fig.  467. 

les  faces  se  trouveront  amen^es  dans  le  plan  de  la  premiöre  A,6,'. 
D'ailfeurs,  tous  les  cät^s  de  base  vlendront  se  placer,  älasuite 
les  uns  des  autres,  dans  le  prolongement  du  c6tä  A,B,,puisqae 
toutes  les  faces  du  prisme  sont  des  rectangles.  De  sorte  que  le 
developpement  du  prisme  se  compose  d'autant  de  petils  rec- 
tangles qu'il  y  a  de  faces  dans  le  prisme.  L'ensemble  de  ces  petils 
rectangles  forme  un  rectangle  total  dont  la  base  egale  le  p^ri- 
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m^tre  möme  de  la  base  du  prisme  et  dont  la  hauteur  est  celle  du 
prisme. 

11  resulte  de  1ä  que  le  developpement  de  la  surface  laterale 
d*un  cylindre  droit  ABVB'  est  un  rectangle  X^K\\\^^  ayant  pour 
base  la  circonfereace  de  base  du  cylindre  et  pour  hauteur  celle  du 
cylindre  ;  car  la  surface  laterale  d'un  cylindre  de  revolution  est  la 
liinite  de  la  surface  laterale  d'un  prisme  regulier  inscril  dont  on 
double  indefiniment  le  nombre  des  cötes  de  la  base. 

§  IV.  _«  VOLUME  DU  CYLINDRE  DE  REVOLUTION 

7S&2.  —  On  appelle  volume  d'un  cylindre  de  revolution  la 
limite  vers  laquelle  lend  le  volume  d'un 
prisme  regulier  inscrit  dont  on  double 
indefiniment  le  nombre,  des  cöt^s  de  la 
base.  Nous  allons  demontrer  dans  le 
Iheoreme  suivant  que  cette  limite  existe. 

th£or£M B 

723.  —  Le  volume  (Tun  cylindre  de 
revolution  est  4gal  au  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

En  eflfet,  considerons  un  prisme  regu- 
lier AC  inscrit  dans  le  cylindre.  Son 
volume  est  ^gal  au  produit  de  sa  base 
par  la  hauteur  du  cylindre.  Mais  si  Ton 
double  indefiniment  le  nombre  des  cotes  pj^   ^gg        ,   , 

de  sa  base,   son   aire  grandit  et  a  pour 

limite  Taire  du  cercle  qui  sert  de  base  au  cylindre.  Comme  Ja 
hauteur  resle  conslante,  le  volume  considere  grandit  egalement 
et  a  pour  limite  le  cercle  de  base  du  cylindre  par  sa  hauteut*.  Or» 
nous  venons  de  voir  que  cette  limite  est  precisement  le  volume 
du  cylindre.  Donc  le  volume  du  cylindre  de  revolution  est  egal 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur 

En  designant  par  r  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  de  revolu- 
tion, par  h  sa  hauteur  et  par  V  son  volume,  on  a  la  formule 

V  ==  Tzr^i. 

THfORiSME 

724.  —  l'*  Les  surfaces  laterales  et  les  surfaces  totales  de  deux 
cylindres  de  revolution  semblables  sont  dans  le  rappo7H  des  can*es 
des  rayons  de  bases  ou  des  hauteurs ;  2®  les  volumes  sont  dans  le 
rapport  des  cubes  des  rayons  de  bases  ou  des  hauteurs.  ■■■  *^ 

1°  Appelons  r  et  r'  les  rayons  de  bases,  h  et  h'  les  hauteurs,  S  \ 

et  S' les  surfaces  laterales,  S,  et  S',  les  surfaces  totales,  et  enfia 
V  et  V  les  volumes.  Les  cylindres  ^tant  semblables,  nous  avons  : 

r       h     ,,   ^  r       h        r^        h^  ,., 

-=-,dou-X-  =  ^^  =  ^^.  (1) 
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D'autre  part : 
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parsuite, 


De  m^me 


mais 


dODC 


2°  Enfin 


S  =  2?:rÄetS'  =  27cr'A';      ^ 

S^  ""  ^  ^  P  ""  i^  ""  Ä^' 

S^  _  2rr  (/^  +  y )  _  r  (h  +r)^ 

S'j  ~"  2::/  (Ä'  +  r'«)  "~  r'  (Ä'  +  /) ' 

r  Ä  h  -{-r 

>        S\  ■"  r'«  ^  A'»' 

V  _  «jrr^Ä  _  r»^       Ä_  __  r^  _  Ä»^ 
AT  "~  ^^2^  "~  i^  ^  A'  "^  r'» "~  /i  s' 
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725.  —  La  surface  lat&rale  (Tun  cylindre  droit  ä  base  non  circu* 
laire  est  ^gale  au  produit  de  son  perimeire  de  basepar  sa  hauteur,  et 
le  völume  de  ce  cylindre  est  egal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

Car,  d'apres  ce  qu'on  a  vu  plus  haut  (720)  et  (723),  il  est  facile 
de  voir  quo  la  surface  et  le  volume  du  cylindre  considere  sont,  ici 
encore,  des  limites  vers  lesquelles  tendent  les  surfaces  et  les 
volumes  des  prjsmes  droits  inscrits  dans  le  cylindre  et  dont  on 
double  ind^finiment  le  nombre  des. cötes  du  polygone  de  base. 


CHAPITRE    II 

Cöne  droit  ä  base  circulaire  ou  cöne  de  rövolu- 
tion.  Sections  paralleles  ä  la  base.  Surface 
latörale  du  cöne,  du  tronc  de  cöne  ä  bases 
parallMes.  —  Volume  du  cöne,  du  tronc  de 
cöne  ä  bases  paralleles. 

§  I.  --  CONE    DROIT  A    BASE    CIRCULAIRE.    —   SECTIONS 

PARALLELES  A  LA  BASE 

D^finitions,, 

726.  —  On  appelle  encore  cöne  droit  ä  base  circulaire  ou  cöne 
de  revolution  \e  solide  engendre  par  larevolution  d'un  triangle 
rectangle  autour  d  un  des  cötes  de  Tangle  droit. 
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Ainsi  1e  triangle  reclaiigle  SOA  tournanl  aiilour  du  cAte  SO 
eii^endro  un  cOne  de  r^votution. 

Dans  le  mouvement  du  triangle,  le  cöle  UA  d^crit  un  cercle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  ä  SO  : 
ce  ceicle  est  la  base  du  cöne. 

La  droiLe  lixe  SO  esl  la  hauteur  ou  axe 
du  cune. 

L'hypotenuse  S\  qui  decrit  la  surface 
latiSrale  ou  coiive.xe  du  cöne,  est  appelee 
indiffäreiiiment  cdte  ou  apotheme  du  c6ne, 
c  est  encore  Vargle  ou  la  geiUralrice  de  la 
surrace  laterale. 

Le   cöne    ä.    base   circulaire  est  droit 
lorsque  la  droite  qui  Joint  le  somuiet  du 
cöne  au  cenlre  du  cercle  de  base  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  base ;  dans  le  cas  yig.  469. 
contraire,  le  cArie  est  oblique. 

727.  —  Toule  section  faite  dans  un  c6«e  de  revolution  par  un 
plan  paraUile  &  la  bäte  est  un  cercle ;  car,  si  Ton  prend  un  point 
quelconque  M  sur  SA.  {fig.  469),  la  perpendiculaire  MO',  menee 
de  ce  point  sur  SO,  decrit  un  cercle  parallMe  k  celui  de  la  base 
du  cöne,  puisqu'il  a  pour  rayon  une  droite  MO'  parallele  ä  la 
droite  AO. 

728.  —  Toute  seclion  faite  dans  wn  cöne  de  revolution  suivant 
l'axe  e*t  un  Iriangle  double  du  Inangle  ginärateur  ;  car  les  deux 
Iriangles  rectangles  SOA,  SOA'  qui  resullent  d'une  section, 
ROnt  Tun  et  l'autre  le  triangle  generateui'  dans  deux  positions 
differentes. 

729.  Remarqne.  —  Deux  cönes  de  revolution  sont  fem- 
blables  si  leurs  hauteurs  sont  dans  le  rapport  des  rayons  de  basee, 
c'est-ä-diro  s'ils  sont  engendres  par  des 

Iriangles  rectangles  seniblables. 

730.  —  On  appelle  tronc  de  cöne  ä  baset 
paralleles  le  solide  compris  entre  la  base 
d'un  cöne  et  une  seclion  parallele  ä  celte 
base. 

Ainsi,  le  solide  AD  est  un  tronc  de  cöne 
äbases  parall^le^^. 

Li  base  du  cöne  et  le  cerclo  parallele 
CO'  sont  les  bases  du  tronc.  La  distance 
00'  entre  les  bases  du  tronc  en  esl  la 
hauteur;  AC  esl  le  cöW;  la  surface  laterale  p,p   ^-q 

du  tronc  de  cöne  est  la  portion  de  la  surface 
laterale  du  cöne  comprise  entre  les  bases  du   tronc. 
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11  est  visible  qu'un  tronc  de  cöne  ä  bases  paralleles  peul  ölre 
considerü  comme  eagendre  par  la  rotalion  d'un  Irapöze  birec- 
tangle  ACO'O  aulour  du  cöte  00'  perpendiculaire  aux  bases. 

U  eöle  AC  eogeudre  la&urface  laterale  du  tronc  et  00'  en  est 
la  hauteur. 

§  11.  —  SURFACE  LATßRALE  DU  CONE  DE  RfiVOLUTION 

731.  La  surface  laterale  du  cflne  de  revolalion  6la.nl  courbe,on 
pe  peut  la  comparer  avec  aucune  des  uniles  de  surface  qui  Sont 
planes.  11  est  donc  necessaire  de  definir  cette  espece  de  surface. 

La  surface  laterale  du  cdne  de  r^volution  est  la  limile  yers 
laquelle  tend  la  surface  laterale  d'une  pyramide  reguliere  imcriu 
Iorsqu'on'<loubleiiid6finimenllenombredescöt6sdesabase. 

Le  theorfeme  suivant  montre  que  celle  limite  existe. 

th£or£he 

732.  —  La  surfai-e  latirale  du  c6ne  de  r^volulioa  ej|  igale  au 
demi-produit  de  la  circonferenee  de  base  par  Vap'olheme.   \ 

Soit  la  Pyramide  röguliöre  SABCDEF,  inscrite  danfe  le  cöne 
SAD.  II  est  facile  de  voir  que  la  surface  laterale  d'une  jjyranQide 
reguliere  iascrite  est  formte  de  triangles 
isocöles  egaux  ayant  chacun  pour  base 
un  cöte  de  la  base  de  la  pyramide  et 
pour  hauteur  rapolhöme  Si  de  la  pyra- 
mide. Si  donc  on  represente  le  perim^tre 
de  la  pyramide  par  P,  eile  a  pour  surface 


indäfiniment  le  nombre  des  cötös  de  la 
base  de  la  pyramide,  le  perimfetre  P 
augmente  et  a  pour  limite  la  circonfe- 
renee C  de  la  base  du  cöne;  d'autre 
part,  l'apolhöme  SI  tend  vers  l'apo- 
th^me  a  du  cöne  :  donc  la  limite  de  la 
surface  laterale  de  la  pyramide  consi-  Fig.  471. 

CXfl 
deree  est — - — -;  or,  par  definition,  cetle  limile  est  pr^cls^ment 

la  surface  laterale  du  cöne.  Donc  le  cöne  a  pour  surface  laterale 
le  demi-produit  de  la  circonförence  de  base  par  rapotheme. 

En  designant  par.f  le  räyon  de  base  d'un  cöne,  par  n  son 
apoth&me  et  par  S  sa  surface  laterale,  on  a  la  formule  S  =  um.    . 

Surface  totale  du  cdne.  —  En  designaat  par  S'  la  surface 
totale,  on  a  :  S'  =  itm  -(-  wr^  =  m-  {a  +  r). 

733.  Gorollaire.  —  La  surface  lalprale  d'un  cdne  de  remlu- 
Hon  est  igale  au  prodnit  de  l'apolhime  par  la  circonferenee  d'une 
seclion  paralUle  ä  la  base  menie  par  le  mitieu  de  ta  hauteur. 


'■  I.IVRE  VII.  —  I.BS  CORPS  ROSnS. 

Car,  deux  circonferences  etant  dans  le  mäme  rapport  que  leurs 
;.  rayons,  la  seconde  est  la  moitie  de  la  circonference  de  base. 

'~  %  III.  —  sunt" ACE  LATßllALE  DU  TRONC  DE  CONE 

j  .\  BASES  PARALLELES 

f 

;  THEOREME 

l  734-  —  La surface  laUiale  d'un  tronc  de eöne  droit ä bases paral- 

leles est  igale  auproduil  de  la  demi-somme  des  circonferences  des  bnse» 
par  t'apolheme. 

Soit,  Je  tronc  de  cöne  droit  ä  bases  paralleles  AA'B'B,  diOereiice 
des  deui  c6ne8  SAB,  SA'B'.  Elevons  dans  ua  plan  quelcooque,  pas- 
sint  par  l'^r^te  SB,  une  perpendiculaire  BC  ägale  k  la  longueur  de 


la  circonference  OB;  puis  lirons  SC  et  menons  WC  parallele  Ä  BC. 
Montrons  d'abord  que  circonference  OH'  =B'C'. 

En  elTet,  les  triangles  semblablea  SO  B  ,  SOB,  SB'C ;  SBC,  donnent  : 

O'B       SB       BC 
OB  "SB^BC  '  , 
Hultipliant  les  deux  termes  du  pretnier  rapport  par  är,  il  vient : 
2;;0B  _B'C' 
SttOB  ~  BC  ■ 

Cr,  les  d^nominateurs  de  ces  deux  derniers  rapports  sont  e^aiix 
par  construction  :  donc  les  numeiateiirs  sont  aussi  egaux,  et  SdJ'B 
ou  circ.  0'B':=BC'. 

Cela  elant  d^montrü.  nous  ferons  remarquer  ensuite  que  la  sur- 
face laterale  du  c&ne  SAB  est  egale  &  la  surface  du  triangle  rectangle 

SBC  :  car  la  surface  laterale  du  c6ne  est  =  circ.  OB  X  SB  et  la  surface 


L 
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du   triangle   rectangle  est-BCxSB:    or,  par  construction,   circ. 

OB=BC.  '  . 

De  m^me,  la  surface  laterale  du  petit  cöne  SA'B'  est  equivalenle  ;'i 
"Celle  du  triangle  rectangle  SBC ;  car  la  surface  lali>rale  du  cöne 

1  1 

est 5 circ.  OB'  X  SB'  et  la  surface  du  triangle  esl-BC  X  SU';  or, 

nous  venons  devoir  quecirc.  0'B'  =  ß'C'. 

Donc  la  surface  laterale  du  tronc  de  cöne  ABB'.V,  difference  des 
eurfaces  des  deux  cAnes,  est  equtvalente  a  la  surface  liu  trapöze 
BCC'B',  difference  des  surfaces  des  deui  triangles.  Mais  Ic  Irap^ze 
,BCC'B' a  pour  surface:  .  .'  - 

BC  +  BC      „„ 


Donc  la  surface  laterale  du  tronc  de  eine  a  aussi  pour  mesurc 
eetteeipression,  ou  ^    .  ' 

circ.  OB  +  circ.  OB 


-  Ell   U^sigiiant   par  S'   la  äurrauo 

'   ■    S'  =  ■K  (•■  +  ,■')  a  +  nr>  +  nf'>  =  t  [(r  +  .■')  a  +  -'  +   r'']. 

73S:  CoroUalre,    —  La  surface  laUraie  ä'un  Ironc  de  cöne  droit  i  basa 
paralliles  est  egale  au  produil   de  iapothime  jxir 
la   circonfirence    d'une    secl'ion    eqtiiäiHnnle    ties 

Gar,  si  l'on  coupe  un  Ironc  de  cftne  .\B\'B'  par 
une  seclion  A"B"  rquidistante  des  bases,  il  est  facile 
-  ile  voir  que  le  rayon  0".V'  de  la  section  est  egal  k 
la  demi-somme  des  rajons  OA,  O'A' ;  par  suite,  la 
circonfirence  0"A"  est  i^Raie  ä  la  deml-somme  des 
clrconKrencos  U.\,  O'A'.  On  a  ; 

S  =  it  {OA  +  O'A'i  AA'  =  J  n  X  ()"A"  X  AA' 

736.  Reuaardac  1.  —  II  est  (acile  d'arriver 
liar lecalcul a  la  l'ormule  :  S  =  n  (>■  +  r')  a ; iiar  9i  l'on.  Fig.  478. 

cünserve  ies  mSme  notniioiis,  on  a  visiblement: 


i.E»;  coRi's  nox'i«. 


Substituant  les  valeura  de  SB  et  de  SB'  daos  )a  premi^re  relatiott, 
tl  vieot  : 

g_  iM-*a       itr'V  _«(*•'— r'>      Ti(r -{- t-^r  —  r)j 
r  —  r-     r—f  r  —  r'      ~  r  —  r'      ,  ' 

d'oti 

S=R(r+r')fl. 

7S7.  Remapque  !!■  —  Par  analogie  k  ce  que  dous  avons 
»u  (730),  le  developpement  de  la  eurface  laterale  d'une  pyramide 
reguliere  SABGDEF  sur  un  plan  sera  ud  secteur  polygonal  regulier 
S'A'B'C'D'E'F'  {fig.  474]  donl  le  rayon  SA'  est  *gal  4  i'arfite  SA  de  la 
mramide  et  dont  le  p^rimfetre,  A'B' +  B'C  +  OD' +  IXL' -f  E'F ,  est 
«idenunent  le  |igrimtire  de  base  de  la  pyramide.  De  mäme,  le 


PM.  474  pro.  4'*ti.  fio.  476. 

developpement  sur  un  plan  de  la  surface  laterale  du  cAne  de  rjvolu- 
tion  SAB,  lintite  de  la  surface  laterale  d'une  pyramide  r^guli^re 
inscrite  dont  on  double  indefiniment  le  nombre  des  cötiJe  de  la  base, 
sera  un  secteur  circulaire  S  A'B'  {ßg.  475),  dont  le  rayon  SA'  est  egal 
k  Tarnte  SA  du  c6ne  et  doat  la  longuenr  de  l'arc  A'B'  est  ^gale  k  la 
loDgueur  de  la  circonfcrence  de  la  base  du  cAne. 

Bnfln,  le  developpement  sur  un  plan  de  la  surface  laterale  du 
tronc  de  cöne  droit  k  bases  paralleles,  et  dont  les  diam^tres  de  sps 
böses  sont  AU  et  CU  {f)g.  476),  ^tant  la  difTerence  des  deux  cAnes  SAB 
et  SCD^sera  un  trapeze  circulaire  A'B'D'C  dont  la  surface  est  la  diETe- 
rence  des  suifaces  des  deux  secteurs  circulaires  S'A'B'  et  S'C'D'. 

§  IV.  —  VOLUME  DU  CONE  DE  REVOLUTION 

738.  —  On  appelle  volume  du  cAne  de  revolution  la  ^imi 
vers  laquelle  tend  Ic  volume  d'une  pyramide  reguliere  imcrite  dam 
ediie,  lorsqu'on  double  indefiniment  le  nombre  des  cAte»  de  la  bas 
ic  cetle  Pyramide,  Nous  allons  demontrer  daus  le  theoröme  suivai 
^e  cette  limite  exi^te. 
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TH^OR^HE 

739.  —  Le  volutne  d'uii  cAm  de  rHjolution  est  egal  aa  liers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  kmtteur. 

Soil  la  Pyramide  reguliere  SABCDEF 
inscrite  dans  le  cöne  SAD,  Si  l'on  repre- 
üente  par  h  la  hauteiir  commune  et  par  S 
rairedelabagedelapyramide,sonvolume 
est  ^gal  (728)  k-S^h.Qr,  si  l'on  dou- 

tilc  ind^finiment  le  nombre  des  cät^s  de 
HO,  base,  l'aire  de  eette  base  augmentc  et     ■ 
tend  vers  l'aire  du  cercle  de  base  ou 
versw',sir  designe  le  rayon  de  ta  base 
du  c6ne  :  dohc  la  limite  du  volume  de  la 

Pyramide  considerec  est  -äc'A  ;    mais 

cötte  limite  est,  par  definition,  le  volume  ..^ 

da  cöne.  Donc  le  cöne  a  pour  volume  le  ^"^'     '  ' 

tiers  du  produil  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Ed  repr^seotant  ce  volume  par  V,  on  a  la  formule 

740.  CU>rollali-e.  —  Un  cäne  de  revotulion  est  le  Ueif  du 
cyiindre  de  rh'olution  de  mime  base  et  de  m4me  Aatiteiir. 

TH^ORI^MB 

I*  Les  surfaeen  laterales  et  les  surfaees  totales  de  deux  cdites  de 
r4mlution  lemblaöles  sont  daas  le  rapport  des  carres  des  rayoiis  de» 
bases  m  des  fumtews;  2"/«s  volumes  sont  dans  le  rapport  des  cuJiesdex 
rayom  des  bases  oti  des  hauteurs. 

i"  Appelons  r  et  r'  les  rayons  des  bases,  h  et  h'  les  bauteura,  a  et 
fl'  les  arötes,  S  et  S'  les  surfaees  laterales,  S,  et  S',  les  surfaees 
totales  et  enfin  V  et  V  les  volumes.  Les  cönes  ^tant  scmblables,  nou« 
avons  : 

r'      a'      h"     ""j--^^  a'~  r^'~}r- 


U'autre  part, 
d'ott 


S  =  Ttra  et  S'  =  -nt^a'. 


-  LES  CORPS  KOKIW. 


u-'[a'-i-r')      r(rt' +  (■')' 


V=-Tt)'A  et  \'  =  -~r"h'. 


I  V.  —  VOLUME  DU  TKÜNC  DE  CO.\E 

TH^ORäHE 

-  Le  volume  du  trotte  de  cd»e  droit  ä  foiaes  (laralleles 
^quivaut  ä  ta  somme  de  trois  cönes  ayaiit  poiir  luiuteur  commune  la 
hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectkes  la  böge  iafe'rieure  du  troitc, 
xa  base  superieure  et  une  moyenne  giomitrique  entre  ces  deiu-  baaes. 

En  effet,  soil  le  cöne  SAD,  Inecrivons  dans  ce  cöne  une  pyramide 
reguliere  SABCDEF ;  puis  nienons  par  un  " 
point  A'  de  I'aröte  SA  une  section  A'D* 
parallele  ä  la  base.  Cette  section  deter- 
mine  un  tronc  de  pyramide  inscrit  dans 
un  tronc  de  cöne.  -Mais  les  volumes  des 
cönes  SAD,  SAD'  etant  les  limites  vers 
les(|uelles  tendent  les  volumes  des  pyra- 
niides  reguliöres  SABC,  SA'B'C...  ins-, 
crites  dans  ces  cönes  lorsqu'on  double 
indefiniment  le  nombre  des  cötps  des 
bases,  !e  volume  du  tronc  de  cöne 
ADA'D',  difference  des  volumes  des  deux 
cönes,  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
volume  du  tronc  de  pyramide  AD',  diffe- 
rence des  deux  pyramides.  Or,  si  l'on 
repr^sente  par  h  la  hauteur  du  tronc  de  fjg.  475, 

Pyramide  et  ses  bases  par  B  et  b,  son 
volume  est  egal  ä 

J,B  +  ft4-V'B6). 
Mais,  si  l'on  double  indeliniment  le  nombre  des  cöles  des  bases  du 


VOLUME  DU  TRONC  DE  CONE. 


357 


tronc  de  pyramide,  sa  hauteur  h  ne  change  pas,  tandis  que  ses  bases 
B  et  b  augmentent  et  tendent  vers  les  bases  7rr*  et  Trr*  du  tronc  de 
cöne  et  le  volume  du  tronc  de  pyramide  vers  le  volume  V  du  tronc 
de  cöne.  Donc  ä  la  limite  : 


OU 


V  =- 7rA(r^  +  r'  +  rr')  G.  q.  f.  d. 

742.  Äemarque.  —  Si  Ton  consid^re  le  volume  du  tronc 
de  cöne  comme  la  difference  des  völumes  des  deux  cönes  SAD,  SA'D' 
(fig.  478),  on  arrive  facilement  par  le  calcul  h  la  formule  du  tronc  de 
cöne.  Si  Ton  conserve  les  mömes  notations,  on  a  evidemment  : 

V  =  37er»  X  SO— ^7cr^  X  SO'; 
mais 


d'oi:i 


so 

r 

SO' 

SO  —  SO' 
r  —  r" 

h 
r — r' 

S0  = 

rh 

-.  et  S0'  = 

rh' 

r  —  r' 


Substituant  les  valeurs  de  SO  et  de  SO'  dans  la  premiere  relation, 
il  vient  : 


,,      i     ,         rh        1     „        rh 
3  r  —  r      3  r  —  t 


d'oü 


1    ^  /r»  —  r'n 


r  —  r 
effectuant  la  division  indiquee,  on  a  enfin  : 


GiSJXETHllS. 
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CHAPITRE    III 

Sphäre.  —  Sectlons  planes,  grands  cercles,  petita 
cercles.  —  Fölea  d'un  cercl«.  —  £tazit  donn6e 
une  sphöre,  trouver  M>n  rayon  par  une  coo- 
struction  plane.  —  Problömes.  —  Plan  tangent. 


j  I.  —  spsiaE.  —  SECTiorfö  w^nes,  grands  cercies, 

PETITS  CERCLES 
Difinitions. 

743.  —  La  sphire  est  nn  solide  ter- 
g^.  minä  par  une  surface  convexe  dont  tous 
|;  les  points  sont  k  4gale  distaDce  d'un 
|:                   point  Interieur  appel^  eentre. 

fl  On  peut  considerer  la  sph^-e  comme 

£'■  engendr^e    par    la   rotatioo   d'un  demi- 

;|'.  cercle  AGB  autour  de  son  diam^tre  AB, 

^  car  dans  ce  mouvement  ud  point  quel-  ,^ 

^>;  conque  C  est  toujours  k  la  mäme  dlstance 

f^  du  eentre  0,  qui  reste  fixe. 

!^  On  appelle  rayon  de  la  sphäre  toute  drolte  OC  qui  va  du  eentre  k 

v  un  point  de  la  surface. 

t\  On  appelle  diamitre  toute  droite  AB  qui  passe  par  !e  eentre  et  se 

\  termine  de  part  et  d'autre  h  la  surface. 
i'  Tous  ies  rayons  sont  evidemment 

_;  ögauxentreeux,  demöniequelesdia- 
mötres,  qui  sont  doubles  des  rayons. 

THäORfiHB 

744.  —  Touie  section  plane  de 
l                   la  sphire  est  un  cercle. 

En   effet,  soit  une  section  plane 

ABCD  de  la  sphire  0.    Abaissons 

du  eentre  0  la  perpendiculaire  Ol 
■.:^  sur  le  plan  ABCD,   et  menoos  les 

rayons  DA,  OB...  dela  Sphäre  ädif-  .-_ 

ferents  points  du  contour  de  la  sec-  piq,  4g() 

tion  ABCD ;  ces  rayons  sont  des  obli- 
^  ques  Egales,  donc  ils  s'dcartent  ^galement  du  pied  I  de  la  perpendicu- 

'  laireOI  et  1A  =  IB  =  1C  =  ...;  parsuite,  Ies  points  A,  B,  C,  D,...  se 

trouvent  sur  une  circonference  de  cercle  dont  le  eentre  est  en  L 
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745.  Remttrq[iie.  —  Si  Tod  designe  par  R  (fig^^OO)  le  rayon 
OAde  la  Sphäre,  par  r  le  rayon  lAde  la  section  et  par  d  ladistance  Oi 
du  centre  de  la  sph^re  k  la  section,  on  a  la  relation 

r*=R*  — d*. 

Si  ä=rO,  on  a  r=R;  donc,  le  rayon  de  la  section  plane  cpii 
passe  par  le  centre  est  £gal  au  rayon  de  la  Sphäre.  On  dit,  dans  ob 
caSf  qae  la  section  est  un  j^and  cercle. 

Si  ä  est  different  de  0,  alors  r  est  moindre  que  R.  On  dit,  dan^OB 
cas,  que  la  section  est  un  petit  cercle^ 

Lorsque  la  section  plane,  tout  en  a'^loignant  du  centre,  resfie 
perpendiculaire  au  diam^lre  PF,  il  est  Evident  que  d  augmente  de 
Oä  R,  tandis  que  le  rayon  de  la  section,  au  contraire,  diminue  de  R  äO. 

746.  Gorollaire  I.  —  Tom  les  grands  cerchs  d'une  mSme 
sphere  sont  igaux.  Gar  tous  ont  möme  rayon. 

747.  €k>rollalre  II.  -—  Tms  les  petits  cercles  ä  la  m&mß 
distance  du  centre  sont  egaux.  Gar  ils  ont  tous  des  rayons  ^gaui. 

748.  Corollaire  III.  —  Un  grand  cercle  de  la  sphere  divise 
sa  surfaee  et  son  v^lume  en  ieux  parties  Egales,  Gar,  si  Ton  fait  toumer 
Tune  des  parties  de  la  sphere  de  i80^  autbur  d'un  diam^tre  du  grand 
cercle,  ce  cercle  viendra  cotncider  avec  lui-möme,  et  les  deux  portions 
de  la  surfaee  sph^riqiie  aussi;  sans  quoi,  tous  les  points  d!e  e^te 
surfaee  ne  seraient  pas  k  la  mdme  distance  du  centre.  Par  ce  fäit 
m^me,  les  deux  portions  du  volume  se  confondront  ^galement. 

La  demi-sphdre  limitee  par  un  grand  cercle  se  nomme  hemisphm; 
de  Sorte  que  la  sphere  se  compose  de  deux  h^misph^res. 


I  IL  —  POLES  D'ÜN  GERGLE.  —  ETANT  DONNl&E  UNE  SPHERE, 
TROUVER  SON  RAYON  PAR  UNE  GONSTRUGTION  PLANE.  — 
PROBLEMES. 

749.  D^flnitions.  —  On  appelle  pöles  d*un  cercle  de  la 
Sphäre  les  extr^mit^s  du  diam^tre  de  la  sphere  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  cercle.  Ainsi  {fig,  481)  les  extr^mit^s  P  et  P*  du  diam^trc 
PF  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  ABG  sont  les  pAles  de  ce  cercle-. 

750.  —  Tous  les  cercles  perpendiculaires  k  un  mSme  diam&tre 
sont  des  cercles  paralleles  qui  ont  ^videmment  les  mömes  p61es. 

THEOREME 


[  751.  —  Chacun  despöles  d'un  cercle  est  equidistant  de  tous  les 

t  points  de  la  circonßrence  de  ce  cercle. 
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in  des  pöles  du  cercle  ABC.  Lee  distances  du  pole  P  & 
,s  de  la  circonKrence  de  ce  cercle  sont  Egales;  car  les 
PB,  PC,...  sont  Egales 
les  ^galeraent  ^cartees  du 
erpendiculairePIau  plan 
st  övidemment  de  möine 


fiflnitions.  —  On  ap- 

;  polaire  d'un  cercle  ABC 
distance  constatüe,  teile 
s  points  de  sa  circonfö- 
e  le  plus  rapproch^. 
le  rayon  splierigue  du  cer- 
ngueur  constante  de  l'tirc 
•cle  PA  compris  entre  le 
int  quelconque  A  de  la  circonference  ABC. 

:oi*ollaIre.  —  La  distance  pol> 
est  ägate  ä  la  eorde  d'un 

centre  du  grand  cercle 
re  Ode  la  spti^re,  l'angle 
oit;  par  suite,  l'arc  P.V 
rclePAP'qu'il  intercepte 
rant.  La  distance  polaire 
la  corde  du  quadrant  du 
i  PAP. 

THEORäUE 

■  Les  plana  de  deux  grands 

',  PBP'  sont  perpendicu- 

tte  le  pdte  I'  de  t'un,   ÄB.\ ,  est  sur  la 


PA  d'un  grand 


iference  de 


la  droite  PP'  est  perpen- 

rle  plan  ABA' (749), donc 
s  grands  cercles,  tel  que 
nt  par  les  pöles  P,  P'  du 
',  sont  perpendiculaires 
de  ce  cercle. 

\£cIpi'oquement , 

ands  cercles  ABA',  PBP' 
dieulaires,  le  p6le  P  de 
est  sur  la  circonference 
PBP.  Car,  les  plans  des 
les  ABA',  PBP  etant  per- 
es  l'un  sur  l'autre,  le  dJametre  PP',  peipendicuiaire  au 


FIG.  483. 
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plan  ABA'  est  tout  eotier  dans  le  plan  PBP';  le  diamötre  AA'  est  de 
mäme  tout  entier  dans  !e  plan  ABA'. 

756.  Rennarque.  —  Les  propri^t^s  des  pöles  (659)  per- 
mettent  de  tracer  sur  une  Sphäre  des  arcs  ou  des  cercles  comme  sur 
un  plan.  On  emploie,  ä  cet  elTet,  un  compas  h 
branchesrecourbees,  appele  compas  d'epaisseur 
ou  compas  spkerique.  Si  Ton  veut,  par  exemple, 
tracer  un  cercle  tel  que  ABC  {fig.  481),  il  suffit 
deprendre  une  Ouvertüre  de  compas  egale  ä  PA, 
et  de  maintenirl'une  des  pointes  en  P  pendant 
que  l'autre  däcrit  sur  lu  sphöre  la  circonfe- 
rence  ABC. 

Les  grands  cercles  sont  ceu;L  dont  l'usage 
est  le  plus  frequent;  mais  pour  les  tracer  il 
faut  connaltre  la  corde  dun  quadrant  et,  par 
Suite,  savoir  d^terminer  la  rayon  de  la  sph^re. 
C'est  l'objetdu  problöine  suivant.  '^^'^-  ^**- 

PROBLEME 

■  "yS?.  —  &tant  doimee  une  sphere,  trouver  son  rayon  par  une  con- 
struction  plane. 

Premiere  mäthode.  —  On  prend  sur  la  sphdie  0  deux 
points  quelconques  A  et  B.  Le  pointO 
est  k  egale  distance  des  points  A  et  B; 
par  suite,  si  Ton  suppose  un  plan  per- 
pendiculaire  au  milieu  de  la  droite  AB, 
ce  plan  contiendra  le  centre  0  de  la 
sphöre  et  sa  section  sera  un  grand  cercle 
doQt  chacun  des  points  se  trouvera 
equidistant  de  A  et  de  B. 

On  aura  donc  un  point  de  ce  grand 
cercle,  en  decrivant  des  points  A  et  B 
comme  pöles,  avec  une  möme  distance 
polaire,  deux  arcs  de  cercle  qui  se  cou- 
pent  en  un  point  C.  On  determinera  ^j^   igg 

ensuite  de  la möme  maniere  deux  autres 

points  D  et  E  appartenant,  comroe  le  point  C,  au  grand  cercle-  de 
Sorte  que  le  triangle  CDE  se  trouve  inscrit  dans  ce  grand  cerele 
On  prendra  donc  avec  le  compas  sphörique  les  distances  CD  CE 
DE  et  I  on  constriiira  sur  un  plan  un  triangle  C'D'E'  ■  le  rayon  O'C 
du  cercle  circonscrit  u  ce  triangle  sera  evidemment  le  rayon  de  la 
sphöre.  •' 

neuxl^me  m^thode.  -  D'un  point  quelconque  P  pris 
comme  pole,  et  avec  une  ouverture  de  compas  arbitraire  PA  on  decrit 
un  cercle  sur  lequel  on  marque  trois  points  k  volonte  ABC-  puis  k 
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Taide  du  compas  sph^riqae  on  preod  ies  longueurs  rectilignes  AB, 

BC,  CA,  et  Ton  construit  un  triaogle  ayant  pour  cAUa  ces  trois 

loDgueurs.    Le   cercle  cir- 

congcrit  k  ce  triangle  sera 

4gal  au  petit  cercle  ABC,  car 

l'uiu-et  l'autre  seront  cir- 

cmscrits   k  des   triangles 

^Saux.  Si  AT  «st  le  rayOD 

du  cercle  igei  auoercle  ABC, 

OB  aura  AI'  =  AL 

GelapOB^,  soitPAP'Cun 
grand  cercle  passant  par  le 
diam^tre  PP"  perpendicu- 
'  laire  au  plan  ABC.  Si  Tod 
consid^   le  briangle  rec-  piQ.  4Sg, 

tangle  API,  onconnatt  daos 

ce  triangle  l'hypot^nuse  AP  et  Iecöt4  de  l'angle  droitAI  =  AT,  on 
peut  donc  le  conslruire  en  AP"!'.  Si  Ton  möne  ensuite  la  perpendicu- 
l&ire  AP"  k  AP'  et  qu'on  prolODge  P'I'  jusqu'en  P"  k  la  rencontre  de 
cette  perpendiculaire,  on  aura  evidemment  P'P'  =  PF  ou  le  diamätra 
delaBph^.  ' 

758.  Corollalre.  —  üru  spkere  ^tant  domt4e,  on  peut  trouver 
la  distance  polaire  d'un  grand  cercle. 

Car  on   peut  construire  ce  grand  cercle  et,  par  coDB^queot, 
Gonnattre  le  cöt^  du  earti  inscrit  dans  ce  cercle. 

PROBLiJIB 

759.  —  Tneer  le  grmd  cercle  paisant  par  deux  points  donnSi  n«- 
la  lurfaee  de  la  tpkere. 

SoientAetB  Ies  pointedonnes.OnprendctiacuDdeces  points  comme 
pUes,  et  avec  la  diatanee  polaire  d'un 
grand  cercle  pour  rayon.on  d^crit 
deaxarc6quisecoapentenP;puisdu 
point  P  comme  pOle  od  decrit  UD 
grand  cercle  qui  passe  evidemment 
par  leg  points  dono^s  A  et  B. 

760.  Remarque.  — II  peut 

arriver  que  Ies  points  A  et  B  soient 

Ies  extr^mit^s  d'un  m^me  diam^tre; 

alors  le  probl^me  est  ind^termiitä, 

car  Ies  arcs  decrits  des  points  A  et  B 

comme  pöles  coTncident  en  un  m^me  ^—^ 

grand  cercle.    En   prenant   comme 

p6Ieun  point  quelconque  de  ce  cercle,  le  grand  cercle  que  I'ond&rira 

paBsera  par  Ies  points  A  et  B. 
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PROBLEME 

761.  — Parunpoint  dela  aj^tire,  traeer  ungrand  cerde  perpen- 
dieulaire  ä  un  gratid  cerde  dornte. 

Soit  A  le  point  donne  et  BC  l'arc 
de  grand  cercle.  Du  poinf^A  comme 
p61e,  OD  d^rit  UD  arc  de  grand  cercle 
qui  coupe  l'arc  BG  en  P;  pujg  du 
point  P  comme  pole,  on  döcrit  unarc 
de  grand  cercle  qui  passe  evidein-  ■ 
ment  par  le  point  Ä  et  qui  est  perpen- 
diculaire  k  BC,  car  son  pöIe  P  est  sur 
l'arc  de  grand  cercle  BG  (754). 

probiJ:me  p,^,  488. 

762.  —  Tracer  u»  arc  de  grand  cei-cle  perpendieutaire  au  milwu 
d'ua  are  de  grand  cercle  dotut^. 

Soit  AB  l'arc  de  grand  cercle  donne. 
De  chaciui  des  points  A  et  B  comme 
pdle  et  arsc  gne  dlBtance  polaire  sufQ- 
Eante,  ob  cl^(^t  des  an»  decerde  qui  se 
coapent  en  D  et  D'.  L'arc  de  grand 
cercle  pftesant  par  ees  deox  points  est 
l'arc  demaüdä,  car  le  plan  dätermine 
par  ces  poräts  et  le  ceatre  de  la  sphöre 
est  perpendiculaire  au  milieu  de  la 
droite  AB,  puisque  chacun  des  points 
de  ce  plan  est  k  igale  distance  de  A  et 
de  B.  Donc,  le  grand  cercle  passant  par 
D  et  D:  est  perpendiculaire  au  milieu  C  de  l'arc  de  grand  cercle  AD. 

On  trouve  de  m^me  le  milieu  C  d'un 
arc  de  grand  cercle  AB. 

PROBLEME 

763.  —  Tracer  un  cercle  patsant 
par  trois  points  donnes  de  la  mrface  de 
la  sphere. 

SoientA,  B,  C  les  points  donnes.  Le 
pole  du  cercle  cherch^  est  k  ögale  dis- 
tance des  trois  points  A,  B,  C,  il  sera 
donc  ä  la  fois  sur  le  grand  cercle  PD, 
perpendiculaire  au  milieu  de  l'arc  AB,  et 
sur  le  grand  cercle  PE,  perpendiculaire  ""■  *^- 

au  milieu  de  l'arc  BC  :  donc,  il  sera  k  I'intersection  P  de  ces  deux 
arcs.  Par  cons^quent,  le  cercle  tracö  du  point  P,  comme  pfile  avec 
la  distance  polaire  PA  passera  par  les  trois  points  A,  B,  C. 


PI«.  4m. 
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%  III.  r-  PLAN  TANGENT 
DSfinition. 

t.  — Un  plan  est  dit  tange)il  k  une  Sphäre  quaDd  il  n'a  qu'un 
1  commun  avec  sa  surface.  Ce  point  comtnun  au  plan  et  ä  la 
!St  appelö  point  de  contact. 

leoröme  suivatil  nous  prouve  qu'un  plan  peut  bien  u'avoir 
!ul  point  de  commun  avec  une  sphere. 


th£or£:me 

j,  _  te  plan  perpendkviaire  ä  l'extremite  d'un  raym  est  tati- 

i  sphere. 

le  plan  P  perpendiculaire 

imite  A  du  rayon  OA  de  la 

).  II  Taut  demontrerque  ie 

:st  tang^nt  au  point  A. 

ffet,  pmons  sur  le  plan  P 

;  quelconi  ue  B  autre  que  A 

ins    la  droite  OB;    cette 

int  oblique  par  rapport  ä 

i    plus   longue    que  OA, 

point  B  est  situe  hors  de  la 

II  en  serait  de  möme  de  p,g  491 

re  point  du  plan  P,  &  l'ex- 

du  point  A.  Le  plan  P  n'ayant  que  le  point  A  de  commun  avec 

■e  luiest  tangent. 

I.  —  R^clproquement,  le  plan  langem  ä  une  spkei-e 
?ndiculaire  au  rayon  mene'  au  point  de  contact  {ßg.  491). 
lan  P  est  tangent  k  la  sphere  au  point  A.  il  faut  d^montrer 
ilan  est  perpendiculaire  ä  l'extremite  du  rayon  OA. 
(Tet,  tout  point  ß,  autre  que  le  point  A,  pris  sur  le  plan  P, 
ue  horsdelagph^re,  est  plus  ^loigne  du  centrequele  poinf  A; 
!  0.\  est  donc  la  plus  courts  distance  du  point  0  au  plan  P. 
rayon  OA  est  perpendiculaire  k  ce  plan. 

',  Corollalre  I.  —  Par  un  point  A  de  la  sphere,  on  peut 
n  plan  tangent  ä  la  sphere  et  un  seul;  car,  par  le  point  A,  on 
mener  qu'un  seul  plan  qui  soit  perpendiculaire  au  rayon  OA. 

.  Corollaire  II.  —  La  perpendiculaire  menie  au  plan 
?,  par  le  point  de  contact  A,  passe  par  le  centre  0  ;  car  eile 

)nd  avec  le  rayon  OA. 

.  Corollaire  III.  — Leplan  tangent  ä  !a  sphere  en  unpoinl 
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A  contient  lex  tangentet  en  ce  point  ä  tous  leg  cerctes  pastanl  par 
lepoinl  K. 

Eneffet,  soiL  une  söeante  quelconque  ABS  ä  Tun  des  cercles 
passant  au  poiatA.  LadraiteOI 
men^e  du  centre  au  milieu  de 
la  base  du  triangle  isocöle  AOB 
est  perpendiculaire  ä  cette 
base.  Ol-,  si  la  secaate  ABS 
tourne  aulour  du  poinl  A 
jusqu"i  ce  qua  le  point  B 
vienne  se  coufondre  avec  lui, 
i!  arrive,  dans  ce  mouvement, 
que  Ol,  saos  cesser  d'ötre  per- 
pendiculaire ä  AB,  vient  se 
confondre  avec  OA  et  la  s6- 
cante  ABS  devient  la  tan- 
gente   AT.  Donc,  les  tangentes  Fig.  49t  bis. 

ä  tous  les  cercles  de  la.  sphere 

en  un  puint  A  de  sa  surrace  soot  perpeadiculaires  k  rextr^mitä 
du  Vayon  OA  ;  elles  sont  donc  dans  un  mäme  plan  tangent  en  A  ä 
la  sphöre. 

770-  Corolialre  IV.  —  Le  diedre  BACD  forme  par  les  plans 
de  deux  grands  cercles  et  quon  appelle  l'angle  des  {^raiids 

cercles,  a  meme  mcsure  que  l'angle  EAF  des 

tangentes  au  poinl  A. 

En  elTet,  les  tangentes  AE,  AF  au  poinl  A 
sont  perpendiculaires  ä  l'aröte  AC  du  diedre 
BACD  :  donc  l'angle  plan  EAF  correspond  au 
difedre  BACD  et  est,  par  consequent,  la 
mesure  de  ce  diedre  ou  de  Tangle  des  deux 
grands  cercles. 

On  peut  dire  aussi : 

L'angle  de  de^x  grands  cercles  ABC,  ADC 
a  mime  mesure  que  l'arc  de  grand  cercle  BD 
qu'Us  comprennent,  et  dont  le  pole  est  un 
des  poinis  communs  A  ou  C  d  ces  deux  grands 
cercles.  f"'«-  «2- 

En  elTet,  si  l'on  möne  dans  les  plans  des  cercles  les  perpendii 
culaires  OB,  OD,  l'angle  rectiligne  BOD  sera  la  mesure  de  l'aDgle 
des  deoK  cercles;  mais,  comme  l'angle  AOB  est  droit,  il  en 
rösulte  que  l'arc  AB  est  un  quadrant :  il  en  ost  de  mfime  de  l'arc 
AD  :  dont  l'arc  BD,  qui  mesure  l'angle  BOD,  dSl  un  arc  de  grand 
cercle  d^crit  du  point  A  comme  pöie. 

771 .  Corollsire  V.  —  Oh  peut  mener  d  une  sphire  detix plans 
tangents  paralUles  ä  un  plan  donni. 


I 
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773.  CoroUaire  VI.  —  Le  lieu  det  langenies  ä  une  tphire 

menees  par  un  point  extirieur  A,  est  la  surface  d'un  cdne  de  recotur- 

tion  qui  tauche  la  ipkire  tuivant  un  pelit  cercle  DFE  dont  le  pUxn 

est  perpendicutaire  au  diamitre  OA. 

Ed  effet,  menoBS  par  le  diam^tre  OA  un  plan  qui  coupe  la 
^  Sphäre  suivaDl  le  grand  cercle  BDC.  II  est  evidentqu'une  Langeate 

^-'.  AD  ä  ce  grand  cercle  est  aussi  tangente  ä  la  sphöre.  Or,  si  l'oa 

u.,  fait   lourner   la   partie 

n;  superienre  de  la  Qgure 

f^  autour  du  diametre  OA, 

ll:'  pendant  que   la  denai- 

i';  ciroonKrence  BDC  e«- 

F.V  gendre  la  surface  de  la 

'.  Sphäre,  la  tangente  AD 

engendre      la     sorface 
p  '  laterale   d'un    cöne  de 

i'  revolution   qui   a   DFE 

f'  pour    circonference   de 

C'  base,  c'est-ä-dire  la  cir- 

;^  Conference  däcrite  par  F,o.  492  6w. 

\  le  poinl  de  contact   ß, 

dans  un  plan  perpendicnlaire.  au  point  1.  au  diamötre  OA. 
■;  >  On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  cöne  ADFE  est  circonscrit  ä  la 

'f  Sphäre  0.  Le  cercle  DFE  est  le  cercle  de  contact  des  deux  surfaces. 

"773.  C«roUalre  VII.  —  Le  rayonde  la  spkire  est  moyenpro- 

portionKel  enire  les  dittancet  du  cenire  de  la  sphire  au  sommet  du 

eine  circomcril  et  au  cercle  de  contacl,  car  le  triangle  ODA  est 

reclangle  en  D. 

774.  Reauu^ae.  —  Si  le  sommet  A  du  cöne  {fig.  492  bis) 
s'eloigne  ä  Tinfloj,  les  tangentes  AD,  AE...  deviennent  parallöles 
aa  diametre  OA  et  forment  la  surface  d'un  cylindre  de  revolution 
KLMN  circonscrit  ä  la  sphöre,  et  dont  le  cercle  de  contact  est  un 
grand  cercle  KL  de  la  sphere  perpendicnlaire  aq  diamfetre  OA. 

PROBL^lfE 

775.  —  Mener  ä  une  sphire  un  plan  tangent  passant  par  une 
droi'e  donnee. 

Supposons  le  probl^me  rösolu.  Soit  P  le  plan  tangent  en  1  ä  la 
•.  sphfere  0  et  mene  suivant  la  droite  KL.  Le  rayon  Ol,  passant  au 

point  de  contact,  est  perpendicnlaire  au  plan  P.  Par  suite,  un 
plan  M  mene,  par  le  rayon  Ol,  perpendiculairement  ä  KL,  cou- 
pera  le  plan  P  suivantane  droite  AI  evidemment  tangente  en  I  au 
cercle  d'intersection  du  plan  M  et  de  la  spb&re.  D'oücette  coo- 
struction  :  on  möne  par  ie  cenire  0  de  la  sphöre  un  plan  M  per- 
pendicnlaire 4  la  droite  KL,  et  par  le  point  de  rencontre  A  de  la 
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droite  et  du  plan  on  mfene  uae  tangeote  au  cercle  d'iotersectioa 

du  plan  M  et  de  la  sphftw.   Si  le 

point  I  est  le  point  de  contact,  le 

plan  P  determine  par  la  droite  KL 

et  le  poinl  1  est  langent  ä  la  sph^re 

en  1. 

Par  le  point  A,  on  peut  mener 
deux  tangentes  AI,  AI'  au  graüd 
cercle  de  la  gpb^re  döterminö  par 
le  plaa  secant  M.  Le  probl^me  a 
donc  deux  Solutions,  les  plans  P  et 
P',  lorsque  la  droite  KL  n'a  aucun 
point  de  commun  avec  la  Sphäre ;  si 
cefte  droite  a  le  point  A  de  commun 
avec  la  sphöre,  les  deux  plans  P  et 
P'  se  confondent  en  un  seul  tan- 
gent  au  point  A ;  enfm,  si  la  droite 

KL  coupe  la  sph6re,  le  point  A  est  ■ 

int^rieur  k  ce  solide  et  il   n'y   a 
^Tidemment  plus  aucune  Solution.  *^°'  *^^" 


CHAPITRE  IV 

Positions  relatives  de  däux  sphferes.  —  Gentres 
et  axes  de  sünilitude  des  sphöres 

§  I.  —  POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  SPJlfiRES 

776.  —  L'interiection  de  deux  spkires  est  une  circonfirence  rfoni 
le  plan  est  petpendteulaire '  ' 

ä  la  ligne  des  cetäres,  et 
dont  le  centre  ett  tur  cetle 
ligne. 

En  effet,  soient  0  et  0' 
deux  spheres  qui  se  cou- 
pent.  Si  nous  menons  un 
plan  par  ia  ligne  des  cen- 
tres,  il  coupera  les  sphöres 
suivant  deux  circonferen- 
ces  de  grands  cercles,  dont 

les  points  communs  A  et  B  p^  ^53  ^^ 

sont  symetriques  par  rap- 
port  ä  00'  (207).  Cr,  si  Ton  fait  tourner  la  parlie  auperieure  de  la 
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figure  antour  de  la  ligoe  00',  les  demi-circonf^rences  CMD,  ENF 
engendrerontles  surfaces  sph^riques,  taadis  que  le  point  A,  commun 
aux  deux  demi-circonferences,  engendrera  la  ligne  cfintersectioD  des 
deux  surfaces  sphertques.  Ür,  il  est  Evident  que  cette  ligne  sera  une 
circonference  dont  le  plan  est  perpendiculaire  k  00'  et  dont  le  centre  I 
est  sur  cette  ligne. 

Remarque  I.  —  Si  les  centres  0  et  0'  des  sph^res 
{fig.  569)  s'eloignent  ou  se  rapprochent  Jusqu'^  ce  que  les  circonfe- 
rences  M  et  N  soient  tangentes  exterieurement  ou  int^rieurement,  ces 
deux  sph^res  D'ont  plus  alors  qu'ua  point  de  commun  situe  sur  la 
ligne  des  centres;  on  dit,  dans  ce  cas,  qu'elles  sont  tangentes. 

Rennarqiue  II.  —  Deux  gph^res,  de  mSme  que  deux 
cercles,  peuvent  occuper,  l'une  par  rapport  h  l'autre,  cinq  positions 
differentes.  Ce  qui  donne  lieu  k  un  Ih^oröme  qui  s'enonce  comme  en 
geometrie  plane  et  se  demontre  ^galement  de  möme,  de  sorte  que,  si 
l'on  designe  par  d  la  distance  des  centres  des  sph^res  et  par  r  et  r" 
leurs  rayons,  on  a  les  reiations  d^jh  stabiles  au  n"  215  : 

i"  Si  l'on  a  :  (/>■  f-|-r',  les  deux  sph^res  sont  ext^rieures; 

2"  Si  l'on  a  :  rf  ^  r  -]-  r',  lea  deux  sphöres  sont  tangentes  exlerieu- 
rement. 

3"  Si  l'on  a  :  r  +  /  !>  d  >  r  —  r",  les  sphferes  sont  secantes ; 

4<*  Si  l'on  a  :  d=r — r',  les  sphSres  sont  tangentes  interieure- 
ment; 

5"  Si  l'on  a  :  d  -Cr  —  r',  les  sph^res  sont  interieures. 

Dans  le  cas  oii  l'on  auraitrf^r  —  r';=o,  les  deux  sph^resseraient 
concentriques. 

THEO Rä HB 

777.  —  Par  quatre  points  non  situe»  daiis  un  m4me  plan  passe 
une  surface  spherique  et  vne  seute. 

Soient  les  quatre  points  donnes 
A,  B,  C,  D.  II  est  evident  que  toute  la 
question  revient  h  trouver  un  point, 
et  un  seul.  qui  soit  equidistant  de  ces 
quatre  points. 

Nous  voyons  d'abord  que  les  trois 
points  \,  B,  C  ne  peuvent  6tre  en 
ligne  droite,   car   les  quatre  points 
A,  B,  C,  D  seraient  dans  un  möme      1 
plan  (584),cequiestcontraire  äl'hy- 

poth^se.  Les  trois  points  A.  B,  C  de- ^^^^ 

terminent  donc  un  triangle.  Or,   le  ^^^   ^g^ 

centre  cherch^  0  devant  ötre  ä  egale 

ilistance  des  trois  points  A,  B,  C,  doit  se  trouver  sur  la  perpendi- 

culaire  EF  men^e  au  plan  du  triangle  ABC  par  le  centre  du  cercle 
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ctrconscrit  k  ce  triangle;  le  m^me  point  0  devant  se  trouver  ä 
egale  distance  des  points  A  et  D  est  encore  sur  le  plan  P  perpeodi- 
culaire  au  milieu  G  de  AD.  Donc,  le  point  0  est  au  point  d'intersec- 
tioD  de  la  droite  EF  avec  le  plan  P.  D'autre  part,  comme  tout  point 
^quidistant  des  quatre  points  A,  B,  C,  D  doit  appartenir  en  mäme 
temps  k  la  droite  EF  et  au  plan  P,  il  n'y  a  pas  d'autre  point  que  le 
point  0  qui  jouisse  de  cette  propri^te.  C.  q.  f.  d, 

Corollalre.  —  On  peut  circonserire  une  sphh-e  ä  un 
t^lrakdre  dotin^  ABCD.  —  Le  centre  0  de  cette  sphfire  est  ä  la  foiß 
commun  aux  plana  perpendiculaires  au  milieu  des  six  arötes  du 
t^traödre  et  aux  perpendiculaires  k  ses  quatre  faees  menöes  aux 
centres  des  cercles  circoDScrits  k  ces  faces. 

,|II.  —CENTRES  ET  AXES  DE  SIMILITUDE  DES  SPHßRES 

THäORäHE 

778.  —  Deux  si'heres  sont  ä  la  fois  directement  et  inv^rtement 
homotkitiques. 

Car,  si  l'on  mene 
un  plan  par  la  ligne 
des  centres ,  les 
granJs  cercles  de 
sectJon  permettront 
de  demontrer  ce 
theoröme  comme  en 
geometrie  plane. 
Les  centre  0  et  0' 

de  similitude  de  ces  ^j^    ^g^ 

grands  cercles  sont 
les  centres  de  simUHude  des  deux  spheres. 

THEORäMB 

779.  —  Trois  sphires  eonsid^rees  deux  d  deux  ont  trois  centres  di 
simtlttude  directe  et  trois  de  similitude  inverse  :  les  trois  cmtres  directs 
sont  en  hgne  droite  et  deux  centres  inverses  sont  en  ligne  droite  avec  le 
trotsieme  centre  direcl. 

Ce  theor^me  se  d^montre  comme  en  geometrie  plane;  car  si  l'on 
coupe  les  sphöres  par  le  plan  des  centres,  on  obtient  trois  grands 
cercles  dont  les  centres  de  similitude  sont  ceux  des  trois  sphöres. 

Les  quatre  axes  de  similitude  de  ces  trois  cercles  appartiennent 
aussi  au  Systeme  des  trois  sphöres  et  portent  les  mömes  noms  qu'en 
geometrie  plane,  c'est-ä-dire  que  l'un  est  Vaxe  de  similitude  directe 
des  sphöres  et  les  trois  autres  des  axes  de  similitude  inverse  des  möme= 
Eolides. 
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CHAPITRE  V 


ure  de  la  suriace  engendräe  par  une  ligne 
iriate  r^guliäre  toomant  autour  d'un  de  ses 
iaznötres.  —  Aire  de  la  zone.  —  Aire  de  la 
pikibre. 

—  MESURE  DE  LA  SüRFACE  ENGMDB^E  PAR  UIVE 
!GNE   BRISTE   H^GULlfiRE  TOIHINANT  AUTOUR  D'UN  DE 

is  diah£:tres 

Definition. 
30.  —  Nous  rappelons  qn'une  ligne  bris4e  Tiguliere  est  une  ligne 
convexe  qui  a  ses  angles  ägaux  et  ses  cAtds  ^gaux.  Une  teile 
peut  6tre  iDscrite  et  circonscrite  k  un  cercle.  Le  ceotre  de  ce 
I  est  aussi  le  centre  de  la  ligne  briste  r^gnli^re. 


Bl.  —  La  SHTface  engendrie  par  tme  ligne  brisee  rSguliere,  totir- 
taüour  d'uH  de  tea  diamitret,  a  potir  mesure  le  prodmt  de  la 
ifirmue  imerite  par  la  pr^eetion  de  cette  ligne  brisee  sur  le 
^Ire. 

nt  la  ligne  briste  r^gii- 
ABCDE  toornant  aa- 
de  Tun  de  sea  diam^ 
KY,  et  Ol  le  rayon  de 
■conföreoce  inscrite.  II 
identque  la  surface  en- 
röe  par  cette  ligne  bri- 
m  tournant  autour  du 

§tre  XY.se  compose  de  p,g   ^q 

nme  des  surracea  engen- 

.  söparöment  par  les  cötes  AB,  BC,  CD,  DE...  Or,  il  est  facile  de 
jue  parmi  les  cötes  de  la  ligne  briste.  Tun,  comme  DE,  peut  avoir 
de  ses  extremites  sur  le  diam^tre  XY;  un  autre,  comme  BC, 
ötre  parallele  k  ce  möme  diamötre;  tous  les  autres  aont  inclinös 
e  diam^tre,  Sans  s'appayer  snr  tni,  comme  AB.  Nous  allong 
ver  que  le  theorime  estTrai  quelle  que  soitla  position  d'un  cAte 
apport  au  diam^tre. 

'  Soil  d'abord  le  edti  AB  non  parallele  au  diametre.  Ce  cötß 
ndre  la  snrface  d'un  tronc  de  cöne  Ä  bases  paralleles.  Par 
gquent,  si  par  le  poiot  1,  milieu  de  AB,  on  abaisse  IK  perpfln- 
aire  au  diamfetre  XY,  od  a  (735} : 

Surf.  AB  =  2äIK  X  AB.  (1) 
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Qr,  si  Y(m  mhae  lea  droües  AA\  BV  perpeodiculaires  au  dia- 
m^tre  XY,  et  AH  parallele  k  ce  m^me  diam^tre,  on  determine  deux 
triangles  rectangles  ABH,.01K  semblables,  comme  ayant  leurs  cöt^s 
respectivement  perpeDdicolaires;  par  suite  de  eette  similitade,  on  a  : 

IK_OI 

ah~ab' 

d'oü.  Ton  tire : 

IKXAB=0IXAH; 

et  comme  AH=A'B',  on  a  encorc  : 

IKXAB  =  0IXA'B- 

Remplagant,  dans  la  relation  (i)»  le  produit  IK  X  AB  par  le  pro- 
duit  Ol  X  AB',  il  vient  : 

Surf.  AB  =  2x Ol  X  AB'. 

Mais  27cOI  6gale  la  cireonference  du  cercle  inscrit  daos  la  ligae 
brisee  reguliere  et  A'B'  est  la  projection  du  cöte  AB.  Donc  la  surface 
engendree  pour  le  cöte  AB,  non  parallele  au  diamötre  XY,  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  cireonference  inscrite  par  la  projection  de  ce 
cöt6  sur  le  diam^tre.  D  en  est  de  möme  pour  tout  cöte  de  la  ligne 
briste  iacKne  sur  X  Y. 

S*  Soit  doac  ea  second  lieu  le  cöt£  BC  pwallile  au  diameire.  La  surface 
engendr^  par  ce  c6t€  est  la  surface  lal^ale  d'un  cylindre ;  eile  a  pour  mesure 
la  cireonference  Ol  muUipli^e  par  la  hauteur,  Donc : 

Surf.  BC  =  2irOI  X  B'C 

3°  Soit  enfin  le  cöte  DE  dont  i'extrimüe  E  est  sur  le  diamJetre.  La  surface 
engendr^e  par  ce  c6te  est  la  surface  laterale  d*un  cdne  droit  k  base  circulaire ; 
eile  a  pour  mesure  le  produit  de  la  cireonference  MN,  äquidistante  du  sommet 
et  de  la  base,  par  l'aröte  DE.  Donc ; 

Surf.  DE  =  2icMN  X  DE.  (2) 

Mais  si  Ton  m^ne  OM  et  la  perpendiculaire  DD',  on  a  deux  triangles 
rectangles  OMN  et  DD'E  qui  sont  semblables  comme  ayant  leurs  cöt& 
respectivement  perpendiculaires.  Leur  similitude  donne  : 

MN  ___  OM 
DE  ~  de' 
d'oü 

MNXDE=0MXD'E 

et  comme  OM  =01,  on  a  encore  : 

MNXDE=?OlXiyE. 
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Rempla^ant,  dans  la  relatioa  (2),  le  produit  MN  X  DE  par  le 
produit  Ol  X  DE,  it  vient : 

Surf.  DE  =  2itOI  X  D'E. 

Or,  D'E  est  la  projection  de  DE  sur  le  diamfetre.  Donc  la  surface 
engendreepar  uncötequelconquedelalignebrisee  a  pour  mesure 
!e  produit  de  la  circonference  inscrile,  SitOI,  par  la  projection  de 
ce  cölfi  sur  le  diam^tre  XY.  Par  saite,  la  surface  engendree  par  la 
ligne  brisöe  ABCDE  a  pour  mesure  le  produit  de  la  circonrerence 
inscrite  2jrOI  par  la  projection  A'E  de  celte  Ugoe  sur  ledit  diametre, 

782.  CnrollMire.  —  La  surface  engendree  par  une  dedile  lournant  aulour 
tTuit  axe,  silue  dans  aon  plan,  it  pour  mesui^  U  produit  de  la  projeclion  de 
cetle  droite  sur  l'axe  par  la  circonfirence  dont  le  rayon  est  la  ptrpendiculaire 
menie  de  Vnre  au  milieu  ile  la  droite  (1). 

783.  Dörinltions.  —  On  appelle  zone  la  portion  de  la  sur- 
face d'une  sphöre  comprise  enlre  deux 

plans  parallöles.  Les  deux  certles  de- 
lermines  par  ces  plans  sont  les  bases 
de  la  zone,  et  la  distance  de  ces  bases 
en  est  la  kauleur. 

Dans  le  cas  oü  Tun  des  plans  con- 
sid^res  est  tangent  ä  la  sph^re,  la 
Kone  n'a  plus  qu'une  base  et  s'ap- 
pelle  alors  calotle  spkerique. 

II  est  favile  de  voir  que  si  le  demi-cercle 
ABCA'fait  une  rävoliition  autourdu  diametre 
AA'  pour  engendrer  la  surface  d«  la  sptiere, 
l'arc  BC  engendre  une  tone  ayani  jjour  bases  Fig.  497. 

lescerclesdecritsparles  perpendiculaires  BB', 

CC'  abaiss^es  sur  le  diam^Lre  de  roiation  el  dont  la  haateur  est  B'C  De  mSme 
le  ayani  pour  base  le  cercle  de  rayoii  ÜÜ'  et 

11  resulte  de  lä  que  la  hauteur  d'une  zone  quelconque  est  la 
projection  sur  le  diamölre  de  Tarc  qui  engendre  la  zone. 

§  II.  —  AIIlE  DE  LA  ZONE  ET  DE  LA  SPHEHE 

784.  —  La  surface  d"une  zone  6tant  courbe  ne  peut  ötre  com- 
paräe  avec  aucune  des  unites  de  surface  qui  sonl  planes;  il  est 

donc  nöcessaire  de  delinir  cette  espece  de  surface. 

On  appelle  aire  de  la  zone  la  UmUe  vers  laquelle  tend  la  surface 
engendree  par  une  ligne  brisee  reguliere,  inscrite  dans  un  arc  de 
cercle,  en  tournant  autour  du  diametre  perpendiculaire  aux  bases 
de  la  zone,  quand  on  double  indeßniment  le  nombre  des  cflles  de 
cette  ligne  brisee. 

Le  th^or^me  suivant  montre  l'existence  de  cette  bmite. 


AIRE  DE  LA.  ZONE  ET  DE  LA  SPHliK 


785.  —  L'aire  d'um  z'one  a  pour  memre  le produü  de  la Etrcon- 
feretic6  d'ungrand  cerdepar  la  liauteur  de  la  Zone. 

Ed  elTet,  soit  la  zone  engendree  par  l'arc  de  cercle  BG,  en  tournant 
autour  du  diamölre  AA'.  Inscrivons  dans  l'arc  BC  la  ligne  bnsee 
r^gulifire  BDEC  et  menons  les  rayons 
Ol  et  OD.  La  surface  engendree  par  la      ■ 
ligne, BDEC  tournant  autour  de  AA', 
a  pour  mesure  (778)  le  prodult 
2jtOI  X  BC. 

Or,  ei  i'on  double  indefiniment  le 
nombredes  cötöa  de  cette  ligne  brisee, 
le  facteur  B'C  reste  constan  t,  tandisque 
la  drconference  2iOIgrandit  et  a  pour 
limite  StuOD;  l'aire  engendr6e  par  la 
ligne  brisee  grandit  donc  ^galement  et 
a  pour  limite   SnOD  X  B'C.  Comnie  pjQ_  49g_ 

cette  limite  est  par  definition  l'aire  de 
la  zone,  il  en  resulte  que  le  th^oröme  est  d^montr^. 

Si  I'on  dösigne  par  B  le  rayon  de  la  sphere  et  par  k  la  hauteur 
de  la  zone.on  a: 

Surf,  zone  BG  =  3itR  X  /(. 

11  est  evident  que  ce  theoreme  est  vrai  pour  la  zone  ä  une  base, 
c'est-ä-dire  pour  la  calotle  spherique. 

786.  Corollalre  I.  —  Dnns   une  mfme  sphire,  d«HX   zones  tont  dant  le 
Tapport  des  hauleuri  de  ces  zoties. 

Gar,  en  dSsignanl  par  S  et  S'  les  aircä  de.  deux  zone«  d'une  spWre  de  rayon  R 
«t  pur  Aet/i'  [ii  bauleursde  ceszones,on  a: 

S  =  SitR  X  h  et  S'  =  anR  X  A',  d'oü  ~  =  -^■ 

787.  CnroUalr«  11.  —   Lei  pl 

mime  dianielie  en  parlies  ^gates  pa. 
tqitivaleiiles. 

C'est  une  cons£queiice  imm^diate  du  corollaire  prteädetit. 

THeOR£UE 

788.  —  Vaire  d'une  sphere  a  pour  mesure  le  produit  de  la  cir- 
Conference  d'un  grand  cercle  par  son  diamitre. 

Car  la  surface  d'une  sphöre  n'est  autre  que  celle  d'une  zone 
dont  la  hauteur  est  le  diam^tre  ou  2R.  D'oü  : 

Surf,  sphire  =  SüK  X  SR  =  InB'. 
Sil'on  remplacedans  cette  formule  R  par  sa  valeur  -^.  on  a: 

Surf.  Sphäre  —  itü'. 
780.  Corollaire  I,  ~  La  surface  d'une  aphere  vaul  quali-e  /bis  celte  d'un 
grand  cercle. 

790.  Corollaire  II.  —  Lei  aires  de  deux  tphires  ionl  dana  le  rapport  des 
carria  de  lews  rayons  ou  de  leurs  diamitrea. 

etouiniü.  25 
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MESURE  DU  VOLUME  ESGENDB6  PAR  UN  TBIANGLE  TOURNANT.      375 

Par  coDs^queot, 

Vol.  ABC  =  vol.  ABE  +  vol.  EBC. 


et 


Vol.  EBC  =  lTtBE'  XEC; 


par  suite, 

Vol.  ABC  =  isBE'  X  AE  +  ^irBE"  X  EC^iitBE' (AE  +  EC), 
ou  encore 

Vol.  ABC  =  -TtBE  X  BE  X  AC. 

Mais  BEXAC  =  BGX-ADj  car  ces  deux  produits  representent 
Tun  et  l'autre  le  double  de  l'aire  du  triangle  ABC;  donc 

Vol.ABC=ijrBEXBGXAÜ. 

D'autre  part,  le  cötö  BC,  en  tournant  autour  de  AC,  engendre  la 
surface  laterale  d'un  eine  circulaire  droit;  alors  on  a  (732)  : 

Surf.  BC  =:2:tBE  X  ^  =  ^BE  X  BC. 

Rempla^ant  dans  l'eipreBsion  du  volume  ABC,  le  produit  nBE  X  CG 
par  surface  BC,  sa  valeur,  il  vient  enfln  : 

Vol.  ABC  =  Surf.  BC  X  s AD- 

Si  le  pied  E  de  la  perpendicu- 
laire  BE  lombe  sur  le  prolonge- 
ment  de  AC  (ßg.  501),  on  a  : 

Vol.  ABC  =  vol.  ABE  —  vol.  BEC. 

Dans  ce  cas  encore,  un  raison- 
nement  analogue  au  pr^cedeut 
donne  aussi  : 

Vol.  ABC  =  Surf.  BC  X  5  AD. 

3  FIG.  502. 

2»  Le  cötö  AC  n'a  que  le  point  A  de  commun  avec  Taxe  et  le  cbl6 
BC  oppos4  au  sommet  A  n'est  point  parallele  k  Taxe  (fig.  502). 
On  a  aussi : 

Vol.  ABC  =  Surf.  BC  x  ^  AD. 


JiG  LrvBE  vn.  —  les  corps  ronds. 

Car,  si  l'on  prolonge  BG  jusqu'i  sa  rencontre  en  E  avec  Taxe,  il 
est  clair  que 

Vol.  ABG  =  voI.ABE  — vol.ACE. 

Or, 

Vol.ABE=Surf.BEx-AD  et  vol.  ACE  =  Surf.  CE  X  ^  AD. 
Donc 


3°  Le  cötö  BC  est  parallele  ä  Taxe.  On  a  encore  : 
Vol.  ABC  =  Surf.  BC  X  J  AD. 


FIG.  503.  FIG.  504. 

Menons  li  hauteur  AD  et  stipposons  que  le  point  D  tombe  entre 
Ü  et  C  Ifig.  503).  tl  est  evident  que  le  cöne  engenrfre  par  le  triangle 
E.\B  est  le  tiers  du  cylindre  engendre  par  le  rectangle  EADB;  par 
cons^quenl  le  volume  engendre  par  le  triangle  ABD  est  les  deux  tiers 
de  ce  cylindre.  De  inöme,  le  volume  engendre  par  le  triangle  ADCest 
les  deux  tiers  du  cylindre  engendrö  par  le  rectangle  AFGD;  donc  le 
volume  engendr^  par  ABC  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendre 
par  le  rectangle  EBCF.  Ainsi 

Vol.  ABC  =  ^  7UÄD'  X  BC  =  2:rAD  X  BC  X  ^■ 

Mais  ia  surface  engendree  par  BC  est  la  surface  laterale  d'un 
cylindre  qui  a  pour  mesure  2uAD  X  BC ;  on  peut  donc  remplacer 
2uAD  X  BC  par  surface  BC,  et  il  vient  enfin  : 

Vol.  ABC  =  Surf.  BG  X  ^  AD. 

Si  te  pied  D  de  la  perpendiculaire  AD  tombe  sur  le  prolongeraent 
de  BC  (ftg.  504),  on  trouve  encore  par  un  raisonnement  analogue  aU 
precedent,  que 

Vol. ABC  =  Surf. BC  X^AD. 
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793.  D^flnltlons.  —  On  appelle  secteur  polygonal  regulier 
la  portion  de  plan  OABCD  (fig.  505)  compriBC  entre  une  ligne  bris^ 
riguliöre  ABGD  et  le»  dem  rayons  extremes  OA,  OD.  Le  rajon  Oi 
du  cercle  inscrit  dans  la  ligne  brieee  r^gulidre  est  Vapotheme  de  cette 
ligne. 

THiäORäHB 

793.  —  Le  tolume  engeadre  par  un  secteur  polygonal  r^gnlier. 
tournant  autour  d'un  lie  ses  diametres  exlerieurs,  a  /mur  mesare  Ir 
produit  de  la  lurface  en- 

gendreepar  la  ligne  brisie     . 
reguliere  par  le  tiers  de 
l'apotheme. 

Soit,  en  effet,  le  sec- 
teur polygonal  regulier 
OABCD.  Le  volume  qu'ii 
engendreen  tournant  au- 
tour du  diametre  XY  est 

la  somme  des  volumes  na-  505. 

engendres  par  les  trian- 
gies  OAB,  ÜBG,  ÖGD.  On  a  donc  : 

Vol.  O.VBCD  =  vol.  OAB-I-  vol.  OBC  -j- vol.  UGl). 
Op, 

Vol.OAl)  =  Surf.  AB  x  -^0( 
Vol.  OB';  =  Surf.  BC  X  —  Ol 
Vol.  OCD  ==  Sm-r.  CD  X  -^  Ol. 

Ajoutant  membre  &  membre,  on  a: 

Vol.  OABCD  =  (Surf.  AB  +  Surf.  BC  +  Surf.  CD)  X  -^  Ol. 

ou  enfiß : 

Vol.  OABCD  =  SurC  ABGD  x  y  Ol.  (') 

§  II.  —  VOLUME   DU   SECTEUR  SPHERIQUE,  DE  LA  SPHGRE 
ET  DU  SEGMENT  SPHERIQUE 

794.  DSrinltlona.  —  On  appelle  secteur  spkerigue  le  solide 
engendr^  par  un  secteur  circuiaire  COD  {/ig.  506)  tournant  autour 
d'uo  diamötre  AB  qui  lui  est  exlerieur.  L'arc  CD  du  secteur 
d^cril,  en  tournant,  une  zone  qui  est  la  baie  du  secteur  spherique. 

(1)  En  mfiuaiqun,  le  th«or«rae  da  auldin  falt  Toir  qne :  Le  vol'ime  eneendrd  par  nna 


^^^^ 
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Le  aecteur  circulaire  AOC  engendre  egalement,  en  toumanfc 
autour  de  AB,  un  secteur  sph^rique  qui  a  pour  base  la  caloUe 
iph^rique  d^crite  par  l'arc  AC. 


795.  —  On  nomme  Segment  sphMque  la 
portion  du  volume  de  la  Sphäre  comprise 
entre  deux  plans  paralleles  qui  sont  les  bassB 
du  Segment.  Si  l'uo  de  ces  plana  est  tangent 
ft  la  Sphäre,  le  Begment  sphärique  n'a  plus 
qu'une  baBe.  La  dtstance  des  basesest  la  hau- 
teur  du  segment.  » 

^^  796,  —  On  appelle  volume  d'un  secteur 

^  sph^rique    la    limüe   vers  laquelle    tend   le 

%  volume  engendrS  par  «»  secteur  polygonal 

S  riguHer  inscrit  dans  un  secteur   circulaire,  ^^^  503 

%.  quand  on  double  indeflniment  le  nombre  de 

l'  ses  cöt^s.  Le  tböorferae  suivant  montre  rexistence  de  cette  limite. 

^: 

TH^OR^ME 

797.  —  Le  volume  (Tm»  seeteur  splt^que  apour  mesure  le  produit 
de  la  Zone  qui  lui  sert  de  base  par  le  Hers  du  rayon. 

En  effet,  seit  le  aecteur  sph^rique  engendre 
par  le  secteur  circulaire  AOE  tournant  autour 
du  diamötre  PP'.  Inscrivona  dans  l'arc  AE  la 
ligne  briste  reguliere  ABCDE.  Le  volume  en- 
ge ndr^  par  le  secteur  polygonal  regulier 
0.\BGDE,  tournant  autourdu  diamßtre  PF,  a 
pour  mesure  (793)  le  produit : 

Surf.  ABCDE  X^  OL 

Or,  si  Ton  double  indeflniment  le  nombre 
des  cflt^s  du  aecteur  polygonal,  la  surface 
engendree  par  ce  aecteur  grandit  et  a  pour  fig.  507. 

limite  la  zone  engendree  par  l'arc  AE ;  l'apo- 
Ihöme  Ol  grandit  aussi  et  a  pour  limite  le  rayon  R  de  la  Sphäre. 
Par  Suite,  le  volume  0.\BGDE  grandit  en  raßme  temps  et  a  pour  limite 
le  produit  de  l'aire  de  la  zone  par  le  tiers  du  rayon  de  la  Sphäre. 
Mais,  par  d^flnition,  cette  limite  est  le  volume  du  secteur  spberique. 
Leth^oräme  est,  par  consequent,  d^montr^.  Donc  : 

Vol.  seet.  sph.  AOE  =  Surf,  zone  AE  x  rr  K ; 

et,  si  Ton  remplace  surf,  zone  AE  par  son  expression  2äR  X  A,  on  a: 
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TmtORtttS 

798.  —  Le  volume  de  la  sphere  apour  mesure  le  produit  de  «a 
surface  par  le  tiers  de  son  rayon. 

Car  la  sphöre  peut  ötre  consideröe  comme  le  secteur  sph^riquö, 
engendrö  par  un  deml-cercle  autour  de  eon  diamötre.  La  zone  corres- 
pondante  est  ^videmment  la  surface  entiöre  de  la  Sphäre.  DoDC,  en 
appetant  R  le  rayon  de  la  sphgre,  on  a  : 

1  i 

Vol.  sph.  =  4itR*  X5R=:57tR'. 

Si  Ton  remplace  dana  cette  formule  R  par  3a  valeur  — ,  on  a  : 

V0Lsph.  =  |.x(?)"=i,D.. 

A.ut.i*e  d4ino  Iistrat  Ion.  —  La  surface  de  la  sphere  peut 
ätre  d^compos^e  en  une  infinite  de  petites  faces.  sensiblement  planes, 
et  son  volume  en  une  inflnitä  de  petites  pyramides  ayant  ces  faces 
pour  bases,  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphere  et  pour 
hauteur-le  rayon.  Or,  le  volume  d'une  pyramide  est  ögal  au  produit 
de  l'aire  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur.  Donc  la  somme  de 
toutes  ces  petites  pyramides,  ou  le  volume  de  la  sphöre,  est  ^gal  au 
produit  de  la  somme  de  toutes  leure  petites  bases,  ou  ä  la  surface  de 
la  Sphäre,  par  le  tiers  de  la  hauteur  commune  ou  du  rayon. 

THEOB^UE 

799.  Corollaire.  —  Les  volumes  de  deux  spheres  sont  dam 
le  rapport  des  cubes  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diametres. 

Demonstration  identique  ä  celle  du  n"  783. 

THEOR&HE 

800.  —  Le  volume  de  l'anneau  spMrique 
engendr^  par  le  segment  ctrculaire  AHB,  tour- 
nant  autour  du  diametre  XY.  extirieur  ä  ce 
segment,  a  pour  mesure  le  sixihne  du  produit 
d»  l'aire  du  cercle  ayant  pour  rayon  la  coräe 
AB  du  segment  par  la  hauteur  CD  de  l'anneau. 

H  faut  demontrer  que  l'on  a  : 
1 


Vol.  AMB  =  Sect.  sph^r.  OAMB  —  vol.  OAB. 
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37),       Sect,  spher.0AMB  =  |«J5Ä'  X  CD, 


n:  VoI.AMB  =  |^CDx^=UäB'xCD.      C.q.  f.  d. 
THEORtHB 

—  Le  Volume  (tun  segment  sphe'rigue 
alent  au  volume  d'une  sphere  ayaat 
netre  ta  hauteur  du  segment,  augmenU 
it  de  la  demi-somme  de  ses  bases  par 
'■e  hauteur. 

e  Segment  spherique  eiigendr^  par 
>n,  autour  du  diamötre  XY,  du  plan 
:  GAMBD.  Ce  segment,  dontles  rayona 
1  sont  AC  et  BD  est  evidemment  la 
SS  volumes  engendräs  par  le  segment 

AMB  et  par  letrapöze  CABD.  II  s'agit  .^^q 

lämontrer  que  l'on  a  :  ''"^*  °"^' 

'Ol. seg.  CAMBD  =  ^ ttCD'  -h ^^(m:'  +BD')  X  CD. 
äffet,  on  a  d'abord  (800) :  Vol.  AMB  =  ^  ^ÄB'  X  CD; 

I,  Vol.  CABD  =  1  4äC'  +  öd'  +  AC  X  BD)  x  CD. 

it  la  somme  de  ces  deux  dernjers  volumes  en  donnant  6  pour 
,teur  au  second,  il  vient : 

CAMBD  =  -  Tr(ÄB*  -{-  2ÄC'  +  amf  +  2AC  X  BD)  X  CD(1 ). 

lons  AB   qui  ne  doit  point  figurer  au  r^sultat.  A  cet  effet, 
la  perpendiculaire  BI  sur  AC.  Le  triangle  rectangle  ABI 

äb'  =ÄI'  +11'  =11^  +CD'  ' 


¥ 
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.mais,         .AI  =  AG-1G  =  AG  — BD,d'oü  Äi'  =  (AG  — BD)*  : 
donc,  A5'  =  fAG-BD)'-fCD'=AÜ'+Bn'  -.2AGXBD  + GTP. 
Substituant  la  valeur  de  AB*  dans  (1),  on  a,  apr^s  simpflificalion, 

Vol.  seg.  GAMBD  =  I^CD*  +  3AC*  +  3ßl)*).  X  GD 

o 

ou  enfin  :  Vol.  seg.  GAMBD  =  g -rrGD*  +- 7r(AÜ*  +BD')  X  CD. 

En  d^signant  les  bases  du  segment  spherique  par  r,  r\  sa  hau- 
teur  par  A  et  soa  volume  par  V,  on  a  la  formule  : 


V  =  i,rA»  +  ^^(^'  +  ^'")x/^. 


802.  Remarque  1.—  Si  le  rayon  BD  devient  nul,  le  segment 
sphdrique  n'a  plus  qu'une  base.  Dans  ce  cas,  \^D  disparait  et  la 
hauteur  du  segment  est  GX  ;  par  suite  : 

Vol.  seg.  AGX  =  g^'CX'  +^Tt  aC*  X  GX. 

Si  donc  on  conserve  les  mdmes  notations  que  plus  haut,  on  a  la 
formule : 

803.  Remarque  II.  —  On  peut  trouver  facilement  le 
volume  du  segment  spherique  k  une  base  en  fonetion  de  sa  hauteur 
h  et  du  rayon  R  de  la  sphöre,  car 

ÄÜ*  =  GX  X  GY  =  Ä  (2R  — A) ; 
par  suite,  on  a  successivement  : 

Vol.  seg.  AGX  =  ^7:A»  +  ^7cA(2R  — A)XÄ, 

o  ^ 


Vol.  seg.  AGX  =  i7rA»+7rA»  (r— !)> 
Vol.  seg.  AGX  =  7rÄ«/|  +  R-.^V 


Vol.  sesr.  AGX 


=^.(k-|) 


Donc,  le  volume  du  segment  spherique  k  une  base  est  equivalent 
au  volume  d'un  cylindre  ayant  pour  rayon  de  base  la  hauteur  du  seg- 
ment et  pour  hauteur  la  difference  entre  le  rayon  de  la  sphere  et  le    , 
tiers  de  la  hauteur  du  segment. 


3W^ 
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VOLUME  APPROCHE  DUN  SOLIDE  LIMITß  PAR  UNE  SURFACE 
QÜELGONQUE 

804.  —  On  sait  qu'un  corps  plong^  dans  un  liquide  deplace  un 
volume  de  liquide ^gäl  au  sien  propre;  donc,  si  J'on  plonge  un  corpa 
dans  un  vase  regulier  ^itiärement  rempli  d'eau,  le  volume  de  l'eau 
echappee  donnera  le  volume  du  corps.  Plus  generalement  on  place  le 
Corps  dans  une  caisse  de  capacitä  connue  ou  facile  h  connattre,  et  t'on 
ach^ve  de  la  reniplir  avec  du  sable  :  la  capacite  de  la  caiBse,  moins 
le  volume  du  sable,  donne  le  volume  du  corps, 

Dans  le  cas  oü  le  corpa  a  un  volume  consid^rable,  oo  peut  aussi 
le  decomposer,  au  moyen  de  plans  verticaux  ethorizontaux,  en  petits 
solides  dont  on  sait  trouver  les  volumes.  La  somme  de  ces  dift^rents 
volumes  represenle  evidemment  le  volume  total  du  corps. 

Ealin,  on  peut  encore,  au  moyen  des  mämea  plans,  ramener  des 
Corps  irreguliers  h  des  figures  reguliörea  qui  repr^sentent  approxima- 
tivemeuL  les  volumes  de  ces  corps.  C'est  ainsi  gu'on  peut  trouver  les 
Tolumes  des  d^blais,  des  monticules  de  terre,  etc. 

APPLICATION  I.  —  PROBLEME 

805.  —  Un  cube  est  inscrit  dam  um  sphere :  troweer  le  volume  du 
cube   en   fonction    du  rayon  de  la 

Bphkre. 

Soit  a  l'arätedu  cube  et  R  le  rayoD 
de  la  Sphäre.  Sil'onsuppose  ungrand 
cercle  de  lasphöre  mene  selon  la  dia- 
gonale d'une  face  du  cube,  ce  grand 
cercle  sera  circonscrit  ;i  un  rectangle 
ABGD  dout  deux  des  cötes  AB,  DC  sont 
les  arätes  du  cube  et  les  deux  autres 
AD,  BC  sont  les  diagonales  des  facea 
du  cube.  De  plus,  la  diagonale  BD  =  le 
diametre  de  la  sphöre=r2R.  Or,  le 
triangle  rectangle  ABB  donne  i  "^-  ^^"' 

AB*  =  BD'  -  Sü* ; 

mais,  AB=  a.  BD  =  2R  et  (357)  AD=aV^; 

par  suite,  «'  =  4R'  —  2a*, 

d  oü  :  a'  =  -—  et  a  =  -;=  ■ 

DODC 

V„l.duc„be  =  a.  =  (?^V  =  ^  =  '-^^=?''V3- 


APPLICATIONS.  "*> 

APPLICATION  II.  —  THEOREME  D'ARCHIMßDE 

806.  —  Si  Uli  cyliiidre  et  un  c6ne  equUateral  sont  circomerits  d 
une  spkere :  I"  ia  sur face  totale  ducylindre  est  moyenneproportionnelte 
entre  la  mrface  de  la  spkere  et  la 
surface  totale  du  cätte;  2"  le  volume 
du  cyUndre  est  moyen  propor- 
tionnet  entre  les  deux  autres  to- 
tumes;Z''  le  rapport  de  ehaque 
tolume  ä  sa  surface  totale  est  egal 
au  tieri  du  rayon  de  la  sphere. 

1»  Un  plan  secant  men^  sui- 
vant  Taxe  du  cöne  montre  uo 
grand  cercle  de  la  sphere  inscrit 
en  mäme  temps  dans  un  carrä 
et  un  triangle  equilateral.  Or, 
si  l'on  desiijne  pur  11  le  rayon 
de  la  sphere,  le  diametre  et  la 
hauteur  du  cylindre  seront  re-  fiq.  511. 

präsentes  par  2K.  On  a  donc  : 

Surf,  sphere  =  4äII', 
Surf.  tot.  cyl.  =  27rll  X  2R  -f  2;:R'  =6itRV 
D'autre  part,  la  hauteur  AD  du  cüne  est  egale  ti  30D  ou  3R  (430) 
et  AB  =BC  =:2BD;maisBu'=ÄB'  — .ÄD'  =  (2BD)'  —  (3R)' = 
iBD'  —  91t',  d'oü  3Bn'  =  9R'  et  BD  =  Ry/s! 
D'aprös  cela  : 
Surf.  lat.  du  cöne  =  ^BD  X  AB  =  nR  y/s  X  2R\/3  =  6äR', 
Surf,  de  la  base  =  tcBD'  =  tc  x  (H'V^s)'  =  3itR' , 
d'oii 

Surf,  totale  =  6äR'  +  3«R'  =  9itR'. 

Les  trois  surfaces  etant  proportionnelles  aux  nombres  4, 6  et  9,  i' 
en  Tcsulte  que  la  seconde  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
autres. 

2»  On  a  pour  les  volumes  de  ces  corps  : 

Vol.  8phöre=^itR»,  vol.  cyl.  =  sR»  X  2it  =  inK", 
Vol.  cöne  =  -  X  3itR'  X  3R  =  3äRV 

Ces  volumes  sont  proportionnels  aux  uombres-,  S  et  3  ou  bien 

aux  nombres  4,  6  et  9.  Le  second  est  donc  moyen  proportionnel  eatre 
ies  deux  autre? 


LIVRE  Vit.  —  LE3  CORPS  RONDS. 

G"  D'aprös  ce  qu'on  vieat  de  voir  (1"),  ob  peut  ^crire  : 
Surf.  Sphäre      Surf,  tot.  cyl.      Surf.  tot.  cöne 

i = 6 5 -"" 

et  (S») 

Vol.  sphere      Vol.  cy!.      Vol.  cöne      1 

i -"~6 -""9 -3'"- 

Divisant  membre  ü  membre  (2)  par  (1),  il  vient  l'iga 
lallait  trouver,  c'est-ä-dire : 

Vol.  spböre  Vol.  cyl.  Vol.  cöne     1 

Surf.  Sphäre ~' Surf.  tot.  cyl.  ""Surf.  tot.  c6ne~"ä 

APPLICATION  in.  —  PROBLEME 

807.  —  Trouver  le  rayon  d'un  boulet  en  fönte  pesant  i 

äensite'de  la  fönte  est  7.20. 

Le  voIume  d'une  sphöre  est  donne  par  la  forraule 

Or,  le  poids  d"un  corps  est  egal  a.  son  volume  multipli 
densite,  donc : 

4 
Poids  de  la  sphöre  ou  10  kg.  =- X  3,1416  X  II'  X  7, 


d'oi 


-\/; 


4X3,1416X7,2  '       ' 

APPLICATION  IV.  —  PROBLEME 

808.  —  Ort  a  une  spMrede  euiwe  rfeO™,18  de  rayon.  Ce. 
ereuse  contient  une  sphere  de  platine  de  O^jOS  de  ragon,  t 
aucun  vide  entre  les  deux  spiteres  :  on  demande  le  poids  de 
ainsi  formee.  In  densite  du  cuivre  etant  8,8  et  celle  du  platt 
Si  l'on  represente  par  V  le  volume  de  la  sphöre  total 
celui  de  la  sphöre  de  platine, 

V  — V  sera  le  volume  du  cuivre. 
R  et  r  etant  les  rayons  des  sphöres,  on  aura  : 
V^^äR', 
i     . 
.  d'oü     ■ 

Volume  du  cuivre  ou  V  —  i;  =  -t(R' — r'). 


D'apr^s  le  problfeme  pr^cödent, 
Poids  du  cuiTre  =-it  (R^—  r')  X  8 

i 

Poids  du  platine=55rr'  X  22,06. 

A 

Poids  total 

En  rempla^ant  les  lettres  par  leurs  valeurs,  il  vient 
Poids  toUl  — ^  X  3,1*16  [{ö:iä'  —  ij;ü5'')  X  8,8  +  tM^'  X  22,06] 
=  221i«923. 


CHAPITRE  VII 

Puissance  d'un  point  par  rapport  ä  une  sphöre. 

Plan  radical.  —  Axe  radical.  —  Centre  radical. 

809.  Pulwaacc  d'nn  point  par  rapport  A  ddc  aphArc.  —  Sbit  une 
sficante  parlant  d'uii  poinl  M  et  renconirant  aux  deux  ]>oinls  A  el  B  une  sjjhere 
de  centre  O  el  de  rayon  r.   Ln  proJuit 

MA  xUB  est  le  m&me  quelle  que  soil 
la  direciion  de  la  a^canie.  Seil  d  \a.  dis- 
tance  du   point  M  au   cenlre   0   de  la 

On  äura  MA  X  MB  =  rf"  —  r>. 

En  effet,  si  Ton  fait  passer  un  plan 
par  la  droile  MAB  et  par  le  centre  de  la 
Sphäre,  ce  plan  coupela  Sphäre  suivant  un 
graDd  cercle  de  rayonr.  —  On  a  vu  (364) 
que  dans  ce  cas  MA  x  MB  =  MC  x  MD 
=  {d-r)ld  +  r)  =  d'-r'. 

Ceproduit-constantesiappelä  lapuu- 
maee   du  poinl   M  pai-   rapport    ä   la  Yiq.  312 

"phire ;  il  est  positif,  nul  ou  n^gatir  sui- 
vinl  que  M  ealeH^rieür  ä  la  sphÄre,  sur  la  sphSre,  ou  int*rieur  ä  la  Sphäre. 

Rcmarqae.  —  LarSque  le 
point  est  exiärieur  4  la  Sphäre,  sa 
puissance  est  ägale  au  carrä  de  la 
lan^ente  MT  men^e  ile  ce  point  ä  la 
Sphäre. 

810.  PUn  radical.  -  Tta«o- 
r^me.  —  Le  Heu  des  points  d'^r/ale 
puisiian':«  par  riipporl  ä  deux 
ipherea  est  itu  plan  perpendiculaire 
ä  In  iigne  des  centres  et  qu'on 
nomme    plan     radical    des    deui 

spheres.  ,  p„    sja 

Menons  un  plan  e^canl  M  par  la 
Iigne  des  centres  00'.  Dans  ce  plan,  le  lieu  des  points  d'igale  puissance  par 
rapport  am  deux  sph^res  est  le  mfima  que  le  lieu  des  points  ü'^gale  puissance 
par   rappori    aui  deux  grands  cerdes  des  sph^res  0  et  0'  dfiieiniinöa  par  le 
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au  milieu  C  de  la  ligne  00'  est  donnSe  par  laformule  CP  = —     [336]. 

811.  —  Toutes  les  observaiions  faite»  k  propos  de  l'axe  radieal  par  rapport 
ä  deux  cercles  soni  applicables  Ici. 

!■  Si  les  deux  tpkires  xc  coiipenl,  Uur  plan  raäieal  «tt  le  plan  du  cercle 


S*  St  U»  tphhts  tont  langenlea,  itur  plan  radieal  est  It  plan  langenl  au 
poini  de  conlacl  des  iltux  sphirts ; 

3*  Si  lea  »phii-a  sont  conceniriques,  teur  plan  radieat  disparait  ä  liitfini; 

4'  Le  plan  radieal  tat  U  Heu  des  poinla  d'oü  Von  peut  mener  aux  deux  sphh-et 
des  tangente»  igalti  et  par  M.  m^me  le  lieu  des  centrea  des  iphires  qui  coupent 
oTihogonalement  les  deax  splieres  donnäes. 

813.  Ase  radieal.  —  Th^r^mc.  —  Leapians  radicaux  de  trois  spkhrea 
conaidtries  deux  ä  deux  paasent  par  une  mime  dreitt  gu'on  appelle  axe  radieal 
de»  troii  aphires. 

II  Taut  ävidemmeDI  äcarter  le  cas  od 
les  trois  centreg  des  sphäres  sont  en 
ligD«  droite,  car  les  trois  plana  radicaux 
sont  alors  paralleles  et  ne  peuvenl  se 
couper. 

Mals  supposons  que  0,0,0,  les  centres 
des   irois   sph^res  ne  sont  pas  en  ligne 

Le  plan  radieal  de  la  Sphäre  Ö|  et  de  la 
Sphäre  0,  vaupe  le  plan  radieal  de  la 
Sphäre  Ol  et  (Je  la  Sphäre  0,  euivant  une 
ligne  droite  qui  est  le  lieu  des  points  ayant 
mSme  puissance  par  rapport  aux  trois 
epheres.  Gelte  droite  se  trouve  par  consä- 
quent  dans  le  plan  radieal  de  la  Sphäre  0, 
et  de  la  Sphäre  0,.  Fig.  514. 

Cest  la  perpendiculaire   BAB'  au   plan 
des  centres  ü|0,Ot,  menäe  par  le  centre  radieal  A  des  trois  graoils  cercles 
däterminfe  par  le  plan  0,0,0)  1"'  coupe  les  trois  spheres  (Hg.  514). 

813.  Bcmarqne.  —  L'axe  radieal  est  Is  lieu  des  points  d'oü  l'on  pt'Ut 
mener  des  tangeutes  ägales  auK  trois  spheres  et,  par  lä  mäme,  le  lieu  des  cenires 
des  sphäres  qu:  coupent  orthogonalement  les  trois  premiäres. 

814.  Cenire  radieal.  —  Tb^orAme.  —  Lei  aix  plana  radicaux  de 
quatre  apheres  prisea  deux  ä  deux,  ou  les  qualre  axea  radicaux  de  quaire 
spheres  prises  trois  i.  trois  se  coupent  ea  un  mäme  point  appelä  ceatre  radieal 
des  quatre  spheres. 

II  faut  d'abord  äcarler  le  cas  oü  les  centres  des  quatre  sphäres  sont  dans  un 
mäme  plan,  car  dans  ce  cas  les  plans  radicaux  sont  paralläles  k  une  mSme 

Hais,  si  les  quatre  sphäres  ne  sont  pas  dans  un  mäme  plan,  leurs  centres 
0,0,0,0i  peuvent  fitre  regardfis  comme  les  sommets  d'un  tätraädre. 

Soit  Taxe  radieal  R  des  trois  sphäree  0,0,0,. 

Le  plan  radieal  P  des  sphäres  0,  et  Oi  perpendiculaire  k  la  droite  OiO,  n'est 
pas  paraliäle  ä  l'axe  radieal  R  et  le  coupera  en  un  certain  point  I.  Ce  point  I, 
centre  radieal  des  quatre  apkirea,  a  mfime  puissance  par  rapport  aux  quatre 
spheres  0|0,0,0i,  il  appartient  donc  aux  six  plana  radicaux  et  aux  qualre  axes 
radicaux  de  ces  spheres. 

Kemarqa«.  —  Si  le  paint  I  est  extärieur  aux  quatre  spheres  il  sera  Is 
oenlre  d'une  Sphäre  qui  coupera  orthogonal enient  les  quatre  premi^res. 
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CHAPITItE  VllI 
Polaire  d'un  point  par  rapport  ä  un  cerde.  — 
Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  ä  une 
sphöre. 

gl.  —  POLE  ET  POLAIRE  PAR  rt.VPPORT  A.  UN  ANGLE 

ET  A  UN  CKRCLE 

THClORfiUE 

Int  A  du  plan   d'un  nngle  XOY,  on  mine  une  ffcante 


f  MN  le  conjiigiii  P  du  point  A.  p  n- 


815.  —  Si  . 

arbili-air«   AMN'  et  qve  SOn  dttermme 
Tapport  aax  point/  li  et  N,  le 
liett  du  point  P  eil  une  droite 
OZpassantenO. 

En  effet,  les  quatre  drottes 
Joipiam  Je  poini  0  aux  points 
A,  M,  N,  P  forment  un  faisceau 
barmonique,  donc  {iiS}  touie 
Spante  AM'N',  issue  de  A,  sera 
divis^  harinoniquemmt  pai' 
ce  faisceau  ei  le  conjuguA  P' 
de  A  sera  loujours  sur  OZ. 

■Melproqneineot.  lout 
point  P'  de  OZ  fall  partie  du 
lieu,  car  c'esi  le  conjuftuä  de  A 
sur  la  sScanie  AM'P'N'- 

Le  droit  OZ  est  la  polaire 
du  point  A  par  rapport  ä  l'an- 
gle  XOY ;  le  point  A  est  le  p*le 
de  OZ. 

TouE  les  points  de  OU  out 
Points  de  OZ  ont  la  m^me  poli 

Sie.  Corolbüre  I.  —  Si  rf'un  point  A  du  plan  dun  anale  XOY, 
■ AM\, 


mfime  polaire  OZ  et  rflciproquement  t> 


AM'N',  le  lieu  du  point  1  de 
conlre  dta  droitea  MN',  M'N  est 
la  polaire  OZ  du  point  A. 

Soient  les  deux  sÄcantes  AMN, 
AM'N'.  La  polaire  du  point  A  par 
rapport  4  l'angle  XOY  donn^  passj 
par  P  et  Q  conjuguSs  de  A  par 
rapport  i.  MN  et  par  rapport  t 
M'N',  eile  pasEe  de  plus  par  te 
point  0. 

Cette  droite  OZ  est  aussi  pn- 
laire  de  A  par  rapport  A  ranglK 
MIN  des  diagonales  M'N  el  MN' 
du  qnadrilatÄre  MNN'M',  qui  se 
coupenteii  I.  Le  lieu  du  point  I 
est  donc  ta  polaire  OZ  du  point  A. 

817.  RemarqB«.  —  On  a  ainsi 
po'nt  A  par  rapport  4  un  angle  XOY 


,, y.,  .«pport  a  un  antcle  XOY  ■^n'^^ni'/ll'^  ^^  T"'"  '"  P^'»'"^  '"'' 


LES  CORPS  RONDS 
nale  d'un  quadnlalire  complel  est  dims4e 


NN'OA  la  droileOl  est  conjuguee  ileOÄ 
0'  sont  doiic  conjugu^s  par  rappori  aux 
IM'O'  est  divisCe  harmotiiquemeiit  par  lea 

0R£HE 

monigiie  d'un  point  P  par  rapport  aux 
te  quekonque  PCD,  menee  par  P,  avec  un 
tiamitre  pasaant  en  V. 
imetre  passanl  en  P  {fig.  519).  II  s'agil  de 
rune  (lerpendiculairB  äce  diamMre. 
)Jugu£  harmonique  de  P  par  rappori  aux 


^nju(i;u£  de  P  dar  CD,  las  droites  HC  et 
■monique;  or,  ladroite  HP  est  bissewrice 
CHD,  doiic  la  droile  UM  est  bissectrice 
perpendiculaire  au  point  U  du  diametre 

it  dans  le  cas  oü  le  point  P  (^9-  5^0)  est 
HP  est  bissectrice  de  l'ungle  int^rieur  du 
ngle  extßrieur. 
B  du  point  P  par  rappori  au  cercle,  et  le 
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B20.  Coroll>lre  I.  —  La  polaire  eil  perpendiculaire  au  diametre  qui  paste 

poflepäle.  , 

821.  C^ntllalre  11,  —  La  polairt  d'un  point  extirieur  ä  la  cireonfirence 

se  canfoiul  avec  In  corde  des  contacts  des  tangtntea  Usues  de  cepoinl. 

En  efTet,  si  dans  la  figure  519  [a  säc^ante  PCD  pivote  autour  du  point  P 
jusqu'i  devenir  tangenie,  leg  deux  poinis  C  et  D  se  confondeoi  et  le  point  M 
avec  eux  tout  en  restant  sur  EF ;  cetie  droite  coTDcide  donc  avec  la  C(N^e  des 
contacts  des  tangentes  issues  du  point  P. 

822.  Corollalrc  111.  —  Le  rayon  est  moyen  proporlUmntl  entre  let 
distances  du  centre  au  päle  et  ä  la  poiaire. 

En  effel,  le  point  H  {fig.  519)  ätant  le  conjaguä  haraionique  de  P  par  rapport 
am  point»  A  et  B  et  le  point  0  £tant  Je  mitieu  de  AB,  on  a  (421) : 

OP  X  OH  =  Ö5*  =  R' 

„„  =  »_!. 

D'oCi  les  cons^uences  qui  aolveiit : 

I*  Le  pdle  et  la  polaire  sont  d'un  mfime  cSl£  du  centre  0  (car  le  prodnit 
OP  X  OH  est  le  nombre  positif  R*) ;  la  polaire  est  eitdrieure  an  cecple,  «i  Ic  pAle 
est  int^rieur;  eile  coape  le  cercle,  si  le  pole  est  oitirieur,  et  alore  la  polaire 
colncide  avec  la  corde  des  contacts  des  tangentes  iBsnes  du  päle  (B3I) ; 

2-  La  polaire  du  centre  est  k  l'inflni  (car  on  a  :  OH  =  --  =  «) ;  lapalftire 

d'un  point  k  l'inflni  dans  nne  direclion  donnie  est  le  diam^ire  perpendicnlaire 
icetle  diraction  (car  si  0P=  «,  ona:  «  x  OH  =  B',  ägaUtäqui  n'alleaque 
si  OH  =  0,  cas  oü  le  point  H  se  confond  avec  le  centre  du  cercle). 

3*  La  polaire  d'un  point  du  cercle  est  la  tangenteen  ce  point  (car,  si  OP^R, 
on  aß  X  OH  =  B',  ägalitä  qui  n'est  värißfe  que  si  OH  est  ^al  au  rayon,  cas 
oü  le  point  H  est  sur  le  cercle). 

th£or£ihe 

S23.  —  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  pauent  par  le  p6U  de 
Celle  droite,  et  riciproquemenf  lespdlesde 
toutea  les  droites  patianl  par  un  point  fixe 
sonl  sur  la  polaire  de  ce  point. 

En  effet,  soient  une  droite  EP  et  soti 
pAle  H.  Preuone  sur  EF  uu  point  quelcon- 
que  M  et  montrons  que  la  polaire  du  poMt-, 
M  passe  par  le  päle  H  de  EF.  A  cet  eßfet.  ' 
menons  OP  perpendiculaire  A  EF  at  HN 
perpendiculaire  k  OM. 

Les  triangtes  semblables  OHN  et  OfM 
dannent : 

qw  _  OH  ■ 
OP  ~  OM  ' 
d'ofi  (8K} 

ON  X  OM  =  OP  X  OH  =  R'.  ''*'■  ^^'  ■ 


K^efproqaeMcJn,  soil  HN  une  droite  quelconqne  pastant  en  im  ralot 
fixe  H;  Je  disquesDitpAle  est  sur  la  polaire  EF  du  point  U. 


LIVBE  VII.  —  FOLAIRBS  RfclPROQCES 
13  ON  perpendiculaire  !i  HN  et  soU  M  lepoiiitoü  OM  rencontre 


UH         UN 
d'oü  OM  X  ON  =  OP  X  OH  =  l\'. 

Le  poinl  M  est  donc  le  pöte  de  la  ilroite  HN  et  il  se  trouve  sur  la 
EF  du  point  H. 

Ainsi,  lorequ'im  point  M  parcourt  la  droite  EF,  sa  polaire  HN  pivote 
du  point  H.  pole  de  EF;  de  mSme  si  la  droite  HN  pivote  autour  du  poin' 
p6le  M  parcourl  la  polaire  EF  de  co  poinl. 

Corollalre  I.  —  Si  des  difftrenti  pointt  d'une  droüt  EF,   on  m. 
coupUa  de  tangenles  ä  un  cercle  0. 
ies    Cordes    de   contaci    pasaeronl 
toules  par  U  pole  de  EF. 

En  eiret,  ces  cordes  coincident 
respeclivement  avec  les  polairesdes 
ditr^rents  points  de  la  droite. 

De  \i  un  moyen  facile  de  däter- 
miner  le  päle  d'une  droite  par  rap- 
port  k  un  cercle. 

Corolbilrc  II.  —  Si  unt  Ucimle 
MN  pivote  autour  rf" un  point  fixe  P, 
le  points  deconcoura  dettangentea 
aux  txtrimiUs  de  MN  dicrU  la 
polaire  du  poinl  P. 

En  effet,  nous  venons  de  voir 
(823)quesi  ime  ilroile  pivote  autour  >"^-  i*-^- 

d'un  point  P  son  pflie  se  döplace  snr 

la  polaire  de  ce  point  :  donc  E  p6\e  de  MN  (821)  se  dSplace  snr  EF 
deP. 

THEORäHE 

824.  —  Sj  d'un  point  P  du  plan 
d'un  eercle,  on  trace  deux  s6:aiites  arbi' 
traii-es,  PCD,  PCD',  les  di-oitea  CD',  DC 
ainai  que  les  droites  CC,  DD'  se  coupent 
en  I  et  V  sur  la  polaire  du  point  P  pur 
rapporiau  eercle. 

En  effet,  dans  le  quadrilat^re  cornplet 
ECI'DC'D'  la  diagonale  11'  coupe  les  deux 
aulres  CD,  CD'  aus  points  H  et  H'  qui 
sonl  respeclivement  les  conjuguös  harino- 
niques  du  point  P  (818)  par  rapporl  aui 
droites  CD  et  CD' :  donc  la  droite  II'  est  la 
polaire  du  point  P  {B19). 

Renarqa«.—  La  d^termination  facile 
despointsIetTpermetdeconslruire,  avpc 
la  rtgle  seulenient,  la  polaire  d'un  poinl  P 
par  rapport  i  un  cercle.  Fig.  S23. 

Figiu*es  polaires  räciproques. 

825.  DAflniUan.  — On  d<t  que  les  deux  polygones  ^alpolaii-es  rici 
lorsque  les  sommetsdel'un  sont  lespöles  des  cfll6sde  l'autre,  et  rSciproq 
par  rapport  &  un  cercle,  nommfi  ceii;/e  dirtcleur. 

Si,  par  eMmple,  on  inscril  un  polygone  qualconque  ABCDE,  dans  ui 
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„»,.  1»  «.mtnp«!  de  ce  Dolvaone,  on  mene  des  langenies.  les  potais  de 

polalre  r^ciproque  du  premier.  Car  le  sommet 
d'un  anele  quelconque  B'  a  pour  polaire  la  droile 
ßC  (Sai)  qui  Joint  les  pölM  B  el  C  {Sas,  3-)  d«s 
(leux  cöWs  A'B',  B'C. 

II  risHlte  de  14  que  Jan?  deus  flgurBs  po- 
laires  röciproques  par  rapport  ä  un  cercle,  les 
lignes  droiles  de  l'une  correspondenl  ä  des  poinls 
de  raulre. 

AiDsi,  i  plusieurs  poinls  eii  ligne  droite  dans 
l'ane  des  fipures  correspondenl  dans  l'aulre  uti 
nombre  ögal  de  droiies  sa  coupant  en  un  meme 
point  (823).  Celle  propri«*  a  iine  grande  impoi- 
tance.  Elle  permet,  en  ellel.  de  dMuire  facile- 
ment  d'un  thfioreme  un  aulre  Ihäoreme;  cha-  „ 

cun  d'eui  esl  dil,  pour  Mite  raison,  le  eorre-  1''G-  »-*■ 

iaii/' de  l'autre.  . 

Le  mode  de  dömonstration  s'appliquanl  ä  des  (Igures  corr^lalives  esl  connu 
sous  le  nom  de  Milkode  des  polaires  riciproques. 

836  Appllcailon  I.  —  Si  Ues  poinls  EMPF  sonl  sur  une  mäme  droite  MP. 
aiik>0  i\Ai3ii.d0  annr  <-(in n An i<a¥t  1 0d  i^t  1a  nninl  rl^inter^wrtin 


leurs  polai.v».^. 

ladroileMP  (fi(r.  555). 


et  le  polnt  dintersection  esl  le  point  H,  pOle  de 


tes  sont  concourantes  en  un  point  H,  leurs     i 
pöles  sont  en  ligne  droile ;  celle  ligne  droile 
n'esl  aulre  que  ia  polaire  MP  du  point  d'in-.    ■ 
terseclion  II  des  droiies  donnies. 

AppllcalioM  II.  —  Si  quatre  pQles 
E,M,P,F  situfe  sur  la  droile  MP  forment  une  | 
division  harmonique,  les  qualre  polaires  , 
correspondanles  D,,  D|,  Dj,  U,.  concoiiranlrs  | 
au  point  H.  pole  de  la  droile  MP,  forment  | 
onfaisceau  harmonique.  Elles  sont  en  etlet 
perpendiculaires  aux  rayons  OE,  OM,  OP,  ' 
OF,  parlant  du  centre  du  cercle  de  Irans-  i 
formalion  el  aljoulissaul  aux  qualre  pÖles  j 
donnäs.  Le  faisceau  harmonique  parlant  du 
point  O  est  £gal  au  faisceau  qui  pari  du 
point  H.  11  sufHt  de  porter  le  premier  du 
point  O  au  point  H,  parallglement  i  lui-mf  me  el  de  le  faire  tourner  d'un 
droit  autourde  ce  demier  point.  Les  deus  faisceauxcolHcideroiit.  Ils  son 
tous  deui  harmonlques. 

Inversemenl,   on  pourrail  transformer    un    faisceau    harmonique,  e 
obtiendrait  une  division  harmonique. 


Fig.  ä25. 


§  !I.  —  POLE  ET  PLAN  POLAIRE  PAft  RAPPORT 
A  LA  SPHERE 

820.  —  /-e  Heu  giomiirique  du  conjugui  harmonique  G  d'un  p6le  P  par 
rapporl  aux  poitits  de  renconii-e  CefOde  la  aphere  et  dune  scannte  ijuelconque 
itsue  du  point  P  est  un  plan  MN  perpondicuiaire  ä  OP  et  qu'on  appelle  plan 
polaire  da  point  P. 

Suient  un  demi  cercle  AHB,  ud  point  P  et  la  polaire  ML  du  puint  P. 


3906  LIVBB  VII.   —  DKOITES  OONJOQüfiES 

Faisons  loumer  celte  flgure   autour  da  diamitre  PAOB,  le  demi-cercle 

engendre  Dne  sphöre  de  centre  O  el 
la  polaire  engendre  un  plan  perpen- 
dlculairei  PO. 

S27.  —  Les  rfisultala  guiiants 
sont  analogues  ä  c«ui  qu'on  a  äi- 
montr^s  relRtiTeinent  au  cercle. 

!■  Par  rapport  ä  1a  Sphäre  0,  un 
point  quelconque  P  prie  pour  pAle 
corregpond  Ä  un  plan  polaire  MN 
perpendiculaire  k  PO  en  nn  poInt 
Wl  que  l'on  ait  OL  x  OP  =  R». 

Celts  Tormule  fait  voir  que  ai  le 
point  P  egt  sur  la  sphire.  le  plan 
polaira  est  tangent  k  la  sphira  en 
ce  mfime  point  P.  Si  le  point  P  est 

int^rienr  ä  la  sphere,  »on  plan  po-  j-jq    tj^y 

laire  est  eiierieur  ä  la  sphfire.  Si 

P  est  au  point  0  son  plan  polaire  est  rejet^  A  Tinlini.  Enfin  si  le  point  P  est 
eit^rieur  k  la  epMre  wmme  dans  la  flgiire  526,  le  plan  polaire  MN  est  le  plan 
de  la  courbe  de  canlaci  ije  la  sphere  et  du  cAne  circons<.TJt  de  sommet  P. 

3^  Si  par  le  point  P.  on  niine  le  plan  s^cant  PCDE,  le  cAne  circonscrit  k  la 
Sphäre  suivant  le  cercle  CDE  aura  son  sommet  0'  sur  le  plan  polaire ; 

3*  Riciproquemeiit,  sl  chaque  point  du  plan  polaire  est  pris  pour  sommet  du 
cäne  circonscrit  k  la  aphere,  le  plan  de  la  circoofärence  de  coniatit  passera  par 
le  pölB  P. 

ThAortaM  das  polniraB  rioiproqnss 

828.  —  Le  plav  polaire  de  lout  point  G  d'un  plan  MN  pawe  par  U  päle  P 
de-ce  plan  MN. 

Soit  P  le  pdte  du  pUa  MN  :  si  G  est  dans  le  plan  MN,  le  päle  P  de  MN  sera 
dans  le  plan  polaire  de  G.  La  säcante  PG  est  teile  qae  P  et  G  soienl  coc^uguäs 
par  rapport  aux  points  d'interaection  C  el  D  avec  la  spli^re  (llg.  536).  Le  plan 
polaire  de  G  passe  donc  par  le  päle  P. 

Bemar^ne.  —  Deux  points  P  et  G,  tels  que  le  plan  polaire  de  Tun  passe  par 

l'autre  sont  dils  conjuguis  par  rapport  i  la  Sphäre.  De  mfime  deux  plans  sont 

dits  conjugufi  par  rapport  k  la  Sphäre  si  Tun  d'eux  passe  par  le  püle  de  l'autre. 

DroltBs  conjugnAfls  ou  räolproiiuas. 

829.  —  Soienl  une  Sphäre  de  centre  O,  une  droite  EPF,  trace  d'un  plan  doni 
le  peie  est  le  point  H,  un  point  M  pris  sur  EF  donl  ie  plan  polaire  est  HN. 
D'apr^ä    le  tliöorfime   des   polaires  röcipro- 

ques  larsque  le  point  Md^crit  la  droite  EF, 
son  plan  polaire  HN  devant  toujours  passer 
parlepälell  tourne  aulourd'une  droite  fixe  A 
psssnnt  par  H  et  perpendiculaire  au  plan  de 
la  figure. 

Inverscnteat,  si  un  plan  tourne  autour 
de  la  droite  fixe  EF,  son  p6te  d^crira  la 
droite  A.  Ces  deux  droites  sont  orthc^onales, 
leur  plus  courte  distance  est  PH.  Ge  sont  des 
droites  conjuguöes  ou  rSciproques.  Tont  plan 
passant  par  la  droite  EF  a  son  pAle  sur  la 
droite  A  et  rSciproquement.  Cl>acuiie  d'elles 

est  le  lieu  des  pAles  des  plans  qui  passent  par  Y\G.  527. 

l'aulre.  Par  cons^quent,  toute  droite  MM'  qui 

joint  deux  points  de  ces  droites  est  divisäe  harmoniquement  par  la  Sphäre, 
puisque  le  plan  polaire  de  M  passe  par  U'. 
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Remarqiie  I.  —  Tout  Systeme  de  deux  tangentes  reclangulaires  menees  en 
nn  point  de  la  sphöre  est  un  Systeme  de  droites  conjugu6es ;  on  sait  en  effet  que 
si  le  pole  P  est  sur  la  Sphäre,  le  plan  polaire  est  tangent  k  la  sphere  en  ce  m6me 
point  P  (827). 

Bemarqv«  U.  —  La  mäthode  de  transformation  par  polaires  r^ciproques 
noas  a  fait  voir  en  g6om6trie  plane  que,  ä  tout  point  d'une  premi^re  flgure, 
coirespond  une  droite  de  la  seconde  et  reciproquement.  Dans  la  g6om6trie  k 
Irois  dimensions,  ä  un  point  con^espond  un  plan  et  reciproquement.  V6tude 
des  droites  conjugu6es  introduit  une  correspondance  de  droite  ä  droite. 

■ 
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026.  —  ün  cylindre  qui  a  2*  de  hauteup  a  poujr  base  un  cercle  de  0«,10  de 
rayon.  On  demande :  1«  la  surface  laterale  du  cylindre ;  2»  la  surface  totale. 

627.  —  Un  cylindre  dont  la  hauteur  est  de  l^jSO  a  une  surface  laterale  de 
O'nq,60.  On  demande  le  rayon  de  la  base. 

628.  —  La  surface  totale  d'un  cylindre  est  de  3n>q,  le  rayon  de  la  base  de 
ce  cylindre  a  0",20.  Quelle  est  la  hauteur  du  cylindre? 

629.  —  Ün  rouleau  (employe  en  agHcultureJ  B.i'^»QO  de  longueur  et  0"»,40  de 
diam^tre.  Gombien  coi!itera-t-il  ä  faire  prendre  ä  raison  de  1  fr.  le  m.  q.  ? 

630.  —  ün  cylindre  a  2"  de  hauteur  et  pour  base.un  cercle  de  4»  de  rayon. 
On  demande  les  dimensions  d'un  cylindre  semblable,  mais  dont  la  surface  late- 
rale soit  le  1/3  de  la  face  laterale  du  premier. 

631.  —  On  a  employe  2cn»c  d'or  pour  dorer  la  surface  laterale  d'un  cylindre 
dont  le  diametre  est  de  0>»,20  et  la  hauteur  Oi^ySO.  On  demande  repaisseur  de  la 
couche  d*or. 

632.  —  La  densite  de  Tor  est  de  19,26 ;  on  veut  recouvrir  d'or  une  colonne  ayant 
3«  de  hauteur  et  un  rayon  de  0'»,20.  Quel  est  le  poids  de  Tor  ä  employer,  sachant 
que  la  feuille  d'or  doit  avoir  0'",0001  d'epaisseur? 

633.  —  Que  devient  le  volume  d'un  cylindre  :  1»  si  Ton  double  le  rayon  d« 
la  base ;  2«  si  Ton  double  la  hauteur  ? 

634.  —  ün  vase  cylindrique  a  0",30  de  diamötre  intörieur  et  0"»,70  de  pro- 
fondeur.  Gombien  peut-il  contenir  de  litres  ? 

635  —  On  demande  le  poids  du  mercure  contenu  dans  unvase  cylindrique 
qui  a  un  diamötre  de  0n\20  et  dans  lequel  la  hauteur  du  mercure  est  de  0'n,40. 
La  densite  du  mercure  est  de  13,6. 

636.  —  Un  vase  cylindrique  dont  la  capacite  est  de  20  litres  (le  double- 
decalitre)  a  une  hauteur  ^gale  au  diametre.  On  demande  ses  dimensions. 

637.  —  Un  cylindre  a  un  volume  de  340dmc.  Quelle  est  la  surface  laterale 
de  ce  cylindre,  sachant  que  sa  hauteur  est  double  de  son  diametre? 

638.  —  La  surface  laterale  d'un  cylindre  est  de  3a»q,  le  rayon  de  la  base  de 
ce  cylindre  est  de  0m,20.  On  demande  son  volume. 

639.  —  La  hauteur  d'une  colonne  creuse  en  fönte  est  de  3"»,15;  son  rayon 
intörieur  0«,05,  et  Tepaisseur  de  la  couronne  qui  lui  sert  de  base  0«»,01.  On 
demande  son  poids,  la  density  de  la  fönte  dtant  7,20. 

640.  —  Le  litre  en  zinc  a  une  hauteur  double  du  diamötre,  Töpaisseur  du 
m^tal  est  0ra,005,  la  density  du  zinc  est  7.19.  Trouver  le  poids  du  vase. 
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On  verse  dans  un  double  däcalitre  64^8  de  mercure ;  ti.  dengil^  de 
it  13,6.  A  quelle  hauteur  s'*l6ve-l-il  k  0,00t  pröaf 

On  plongedaDS  un  liquide  k  0°  uopetilcyliodre  de  ferdont  le  rayon 
Bt  la  hauteur  0'",iO;  ce  cylindre  p6se  lO^e.SOO  dana  le  liquide.  Oii 
i  densitii  du  liquide,  celle  du  fer  ^taut  T.TStt. 

Les  dimensions  d'un  paralleliptpädc  Boat  a,  b,  h.  Quelle  est  la.  hau- 
jylindre  öquivaleut,  le  rayon  de  la  ba.se  de  ee  cylindre  ötant  af 
—    Ün  tube    cylindrique   en   verre  pöse  8(H'   lorsqu'il   est  vide,    et 
a'on  y  introduit  «no   colonne  de  mercure  ajant  0"i,04  de  longueur. 
e  ätaut  lü,a9S,  OD  deinande  le  diauiäU'e  du  tube. 


-  La  surface  totale  d'un  cyliodre  de  ln>,3l}de  hauteur  est^gateäcello 
I  de  l*"  de  rayon.  Calculer  le  voluniu  du  cylindre. 

■  Onveut  conslruire  un  basain  cylindrique  qui  contienne  10™"  d'eau. 
de  la  profondeur  qu'on  devra  donner  au  bassia  daps  le  cas  oü  son 

-  Quel  est  le  diamötre  d'un  Td  de  platine  qui  pöse  S8"  par  metre 
ir,  la  densite  du  platine  ätant  3t, 13? 

-  Dans  un  cylindre  dont  le  rayon  est  t)'"fi^,  on  verse  30^6  de  mer- 
la  deusitä   est  de  13,6,  et  6''g  d'alcool  dont  la  density  est  0,79.  A 

teur  s'^t^vent  lea  deux  liquides? 

-  La  surface  lati>rnle  d'un  cylindre  est  a  et  sou  volume  b.  On  deniande 
e  la  base  et  la  hauteur  du  cylindre. 

-  Les  surfaces  laterales  de  deux  cylindres  semblablea  sont  ontre  ellos 
^ine  rapport  quo  les  carres  des  rayons  de  leurs  bases  ou  les  carr^s  de 
eui-s.  Le  rapport  de  leura  volumes  est  ^gal  ä  celui  des  cubes  de  leurs 
a  homologues. 

-  On  a  un  vase  cylindrique  dont  le  rayon  de  !a  base  a  O'n.äO,  la  pro- 
0  ce  vase  est  de  0'n,30.  On  veul  consli'uire  un  autre  vase  semblable 
r,  inais  dont  la  contenance  soit  ti'iple  :  quetles  seront  les  dimensions 


-  ün  cöne  a  pour  baae  un  cercle  de  Om.iOde  rayon  :  i  quelle  distance 
it  doit  ötre  nicn^  parallele ment  4.  la  base  un  auli-e  cercle  de  0™,30  de 
)  cöne  a  3'"  da  hauteur. 

-  Un  cöne  a  *"'  de  hauteur  :  k  quelle  distance  du  sommel  faut-il  niener 
araliile  k  la  base  pour  que  la  section  obtenue  soit  ^|Z  de  la  base? 

-  Le  cölö  d'un  cöne  est  donnö  ainsi  que  sa  base  :  diterminer  la  sur- 
section  faite  parallilement  k  la  base  k  une  distance  connue  du  som- 

son  cötS  =  lm,20.  On  de- 

-  On  deinande  le  rapport  dea  aurfaces  latei-ales  d'un  cylindre  et  d'un 
t  infme  base  et  mSme  hauteur. 

-  Un  cöne  a  3""  de  hauleur  et  lin  rayon  de  1",  on  dSvoloppe  sur  un 
rface  laterale  de  ce  cöne,  on  obtient  ainsi  un  secteur  circulaire.  Calcu- 
I  au  ceiitre  du  secteur. 

-  Le  cOte  SA  d'un  cöne  etant  de  am,  calculer  la  longueur  Sa  ft  pren- 


EXERCICES  SUR  LE  LIVRE  VII.  393 

dre  sur  SA«pour  qu'un  plan  parallele  ä  la  base  du  c6ne  divise  la  surface  laterale 
en  2  parties  equivalentes. 

661.  —  L'arMe  SA  d'un  cöne  etant  4«",  calculer  les  longueurs  ä  prendre  sur 
SA  pour  que  3  plans  paralleles  k  la  base  divisent  la  surface  latörale  en  4  par- 
ties de  grandeurs  donnees,  l™q,  2«»q,  2mq,20,  3n>q. 

662.  —  Le  rayon  de  la  base  d'un  cöne  a  0"n,iO,  sa  hauteur  egale  3™.  Quelle 
est  la  surface  totale  du  cöne? 

663.  —  ün  cöne  a  une  hauteur  egale  ä  son  diam6tre.  Döterminer  le  rapport 
de  la  surface  de  sa  base  ä  sa  surface  laterale. 

664.  —  La  surface  laterale  d'un  cylindre  qui  aS™  de  hauteur  est  ^gale  &  4mq. 
On  demande  la  surface  totale  d'un  cöne  ayant  möme  base  etmöme  hauteur  que 
le  cylindre. 

665.  —  Trouver  la  surface  lat«5rale  d'un  tronc  de  cöne  pour  lequel  on  a 
A  =  3m,  R  =  2«",  r  =  im. 

666.  —  Trouver  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cöne  dans  le  cas  oü  le  cöte 
de  ce  tronc  —  im^  R  =  3m  et  /'  =  2™. 

667.  —  La  surface  laterale  d'un  tronc  de  cöne  est  de  34fnq,54,  les  rayons  des 
bases  ont,  Tun  1"»,42  et  l'autre  Om^Oi.  On  demande  la  hauteur  du  tronc 

668.  —  L'aröte  Aa  d'un  tronc  de  cöne  est  3"»,50,  les  rayons  des  bases  0",80 
et  l"SiO.  Calculer  ä  0,01  pres  la  longueur  aaf  ä  prendre  sur  oA  pour  qu'un  plan 
parallele  k  la  base  divise  la  surface  laterale  du  tronc  en  deux  pai'ties  äquiva- 
lentes. 

669.  —  L'aröte  Aa  d'un  tronc  de  cöne  a  4™,  les  rayons  des  bases  ont  2'"  et 
3m.  Calculer  k  0,01  pr6s  les  longueurs  ä  prendre  sur  «A  pour  que  des  plans 
paralleles  aux  bases  divisent  la  surface  laterale  en  quatre  parties  qui  soient  entre 
elles  corame  les  nombres  3,  4,  5  et  6. 

670.  —  Que  devient  le  volume  d'un  cöne  :  1»  lorsqu'on  double  sa  hauteur; 
2»  le  rayon  de  la  base  ? 

671.  —  La  hauteur  d'un  cöne  est  8"»,  son  volume  60™«.  Trouver  sa  surface 
laterale. 

672.  —  Le  c6t6  d'un  cöne  ögale  8™,  le  rayon  de  la  base  2™.  On  demande  le 
volume  du  cöne. 

673.  —  Le  cöte  d'un  cöne  a  5«»,  sur  ce  cöte  on  prend  2™  ä  partir  du  sommet, 
et  Ton  mene  un  plan  parallele  ä  la  base;  ce  plan  determine  un  cercle  ayant 
O'",40  de  rayon.  On  demande  le  volume  du  cöne. 

674.  —  ün  petit  cöne  en  argent  dont  la  hauteur  egale  deux  fois  le  dianiötre 
de  la  base  p6se  2,^,^,  On  demande  les  dimensions  du  cöne,  la  densite  de  l'ar- 
gent  6tant  10,47. 

676.  —  Quel  est  le  rapport  du  volume  du  cylindre  au  cöne  de  möme  base  et 
de  m^me  hauteur  ? 

676.  —  On  veut  construire  un  cöne  de  3™  de  hauteur  et  d'un  volume  egal 
ä.  1'"".  Quel  sera  le  rayon  de  la  base  du  cöne? 

677.  —  Les  dimensions  d  un  parall61ipip6de  sont  a,  b,  h.  Calculer  la  hauteur 
d'un  cöne  äquivalent  et  dont  le  rayon  de  la  base  doit  6tre  a. 

678.  —  Un  cöne  de  5»  de  hauteur  a  pour  base  un  cercle  de  1«»  de  rayon. 
On  coupe  ce  cöne  ä  2'1™  du  sommet  par  un  plan  parallele  ä  la  base.  Quel  est  le 
volume  du  tronc  de  cöne  ainsi  obtenu  ? 

679.  —  Un  cöne  de  6«"  de  hauteur  a  un  volume  de  10"»« ;  ä  2«»  du  sommet 
on  m6ne  un  plan  parallele  ä  la  base.  Calculer  la  surface  laterale  du  tronc  d6ter- 
min6  par  le  plan  secant. 

680.  —  La  surface  totale  d'un  cöne  ayant  l™  de  hauteur  est  6gale  ä  celle 
d'un  cercle  de  0'n,60  de  rayon.  Calculer  le  volume  du  cöne. 
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'j6s  surfaces  latäralea  de  deui  cäoes  semblablea  sont  entre  «lies  dans 
jport  que  le  carrä  dea  rayons  de  leurs  basea  ou  les  carrte  de  leurs 
de  leurs  aputhämes.  Le  rapport  de  leurs  volumes  est  äg«l  ä  celui 
teura  dimeaBioos. 


surface  laterale  da  premier. 


L'arfit«  SA  d'un  c6ne  a  3~,  on  prend  t,\a  SA  une  loagueur  Sa  :^ 

r  le  point  a  ou  möDe  un  plan  parallele  k  la  base  du  cAne.  Quel  est 

u  c6ne  alosl  d^lacbä  au  cAne  entier  ? 

Dans  l'eiercice  pricSdent,  quel  est  le  rapport  des  volumes  deter- 

i  plan  säcaut  t 

Un  cAne  droit  dont  ia  hauteur  est  de  SOi"  a  pour  volume  387°">- 

t&Dce  du  sommet  faut-il   mener  uo  plau  parallele  k  la  base  pour 

Jone  dont  le  volume  aoit  SS'"". 


L'ar^te  SA  d'un  cöne  a  4i>>.  Calculer  les  longueurs  k  prendre  sur  SA 

polnt  S  pour  que  des  plans  paralläles  k  la  base  diviseut  le  volum« 

le  grandeure  donnöes,  ä™',  S»",  8°i'. 

Couper  un  cAue  par  un  plan  parolMle  ä  la  base,  de  teile  sorte  qun  le 

petit  cöne  soit  le  1/4  du  troac  obtenu, 

Un  c6ne  a  *">  de  hauteur  et  pour  base  un  cercle  de  2»,ll)  de  rayon. 

B  les  dimensioDS  d'un  cöne  seublable,  mais  dont  le  volume  soit 

dume  du  premier. 

Un  cöne  qui  a  la  hauteur  de  S^".?  est  parta^  par  deui  plans  paral- 

n  de  Sa  base  en   trois  parties  de  volume  äquivalent.   Calculer  a  0,01 

;ances  des  deui  plans  säcants  au  sommet  du  cäne. 

La  haul«urd'un  cöne  est  delO™,  le  rayon  de  la  base  decec6neest 

lande  k  quelle  distance  de  la  base  il  taudrait  mener  un  plan  paral- 

base  pour  que  le  volume  du  tronc  fdt  ägal  k  iß"". 

La  hauteur  d'un  cöne  est  de  5™,    le  rayon  de  la  base  =  !"•,  On 

quelle  distance  de  la  base  il  Taut  mener  un  plan  parallele  pour  que 

lu  tronc  de  cöne  soit  moyen  proportionnel  entre  le  cüne  entier  et 

)6rieure  du  tronc. 

Trouver  le  volume  d'un  tronc  de  cöne  pour  lequel  on  a  A  =  Si", 
=  l>n. 

Le  volume  d'un  tronc  de  cöne  estögal  k  SOoi' :  oa  sait  que  8=3"*, 
leuler  k. 

Un  tronc  de  cöne  est  la  diSärence  de  deuz  c6nes.  Dans  l'exercice 
calculer  les  volumes  des  deui  cünes  dont  le  tronc  est  la  diflärence. 
Un  cylindre  et  un  tronc  de  cöne  ont  une  base  commune  et  raeme 
i  volume  du  tronc  egale  la  moitiS  du  volume  du  cylindre  ;  dans 
rt  sont  les  rayons  des  deui  bases  du  tronc  ? 

Dans  un  tronc  de  cöne,  on  a  A  =  4"",  R  =  Sm,  r  ;=  Sn>.  Calculer  la 
in  cöne  ^uivalent  au  tronc  de  cöne.  On  sait  que  la  base  du  cAne 
Dyenne  proporlionnelle  entre  les  bases  du  tronc  de  cöne. 
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699.  —  L'aröte  Aa  d*un  tronc  de  cöne  a  4'",  les  rayon»  des  bases  onf  2'»  et 
Sm.  Galculer  la  longueur  aal  ä  prendre  sur  ak  pour  qu'un  plan  parallele  aux 
bases  divise  le  voluiiie  en  deux  parties  äquivalentes. 

700.  —  L'arÄte  Aa  d*un  tronc  de  cöne  a  4™,  les  rayons  des  bases  ont  2«»  et  3«». 
Calculer  k  0,01  pr^s  les  longueurs  k  prendre  sur  ak  pour  que  des  plans  paral- 
leles aux  bases  divisent  son  volume  en  quatre  parties  proportionnelles  ä  t,  3, 
4  et$. 

701.  —  Le  c6tä  ka  d'un  ti*onc  de  c6ne  a  i^,  les  rayons  des  bases  ontS"*  et 
3(".  On  veut  d^tacher  de  la  partie  sup^rieure  de  ce  tronc  un  autre  tronc  de 
cöne  d'un  volume  ögal  &  2<>'«.  Quelle  sera  la  longueur  ä  prendre  ä  partir  du 
point  a  f 

702.  —  ifitablir  la  proposition  suivante  :  Lorsque  le  cöt6  d*un  tronc  de  cöne 
^gale  la  somme  des  rayons  des  bases  :  1*  la  moyenne  geometrique  entre  ces 
rayons  donne  toujours  la  moitiö  de  la  hauteur  ;  2*  on   obtient  le  volume  en 

1 
multipliant  la  surface  totale  par  le  —;-  de  la  hauteur. 

703.  —  Les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cöne  sont  S^o^SO  et  7(b,30,  et 
la  hauteur  du  tronc  2m.  On  demande  la  surface  et  le  volume  du  cöne  entier. 

704.  —  Dans  une  Sphäre  de  2«»  de  rayon,  on  möne  ime  section  k  0™,40  du 
centre  de  la  sph^re.  Trouver  la  surface  de  la  section. 

705.  —  Dans  une  sphere  de  2»  de  rayon,  on  a  menö  une  section  dont  la 
surface  est  6gale  ä  3a>q.  A  quelle  distance  du  centre  cette  section  a-t-elle  4tö 
menöe. 

706.  —  l^Les  tangentes  menöes  k  une  sphöre  et  partant  d'un  point  extörieur 
A  sont  Egales  entre  elles ;  2*  le  Heu  de  ces  tangentes  est  un  cöne  de  rSvolution ; 
3*  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  est  une  circonfärence  situee  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  diamdtre  passant  par  le  point  A. 

707.  —  Les  pöles  P,  P*  d'un  cercle  sont  ä  3™  et  &  4^  de  la  circonfiference  de 
ce  cercle  ;  PF  =  5«».  Galculer  la  surface  du  cercle  k  0,01  pr6s. 

708.  —  Mener  par  une  droite  donn^e  un  plan  tangent  k  une  sphdre. 

709.  —  On  demande  la  surface  d'un  fuseau  dontTangle  a  28*  et  la  surface  de 
la  Sphäre  k  laquelle  il  apparüent  4inq. 

710.  —  ün  fuseau  a  une  surface  de  1'»<I.  On  demande  son  angle,  sachant 
qu'il  appartient  k  une  Sphäre  dont  la  surface  est  de  4inq,50. 

711.  —  Dans  un  triangle  sphörique  on  a  A  =  S8ol2',  B=60o20',  G  =  72o22'. 
Le  rayon  de  la  Sphäre  ou  R  =  0«,40.  Galculer  k  0,0001  präs  la  surface  du  triangle. 

712.  —  Galculer  k  O«»,©!  präs  la  surface  engendräe  par  une  ligne  AB  tour- 
nant  autour  d'un  axe  menä  dans  son  plan  :  on  a  AB  =  5"* ;  la  distance  du  point 
A  k  Taxe  ou  Aa  =  S^n,  la  distance  du  point  B  k  Taxe  ou  Bö  :=4m. 

713.  —  Galculer  la  surface  engendräe  par  un  triangle  äquilatäral  tournant 
autour  de  son  cötä  a. 

714.  —  Soit  ABGD  un  rectangle  :  dans  le  plan  de  ce  rectangle  on  trace  une 
droite  MN  parallele  au  cötä  AB  et  en  dehors  du  rectangle ;  puis  on  suppose  que 
le  rectangle  fasse  une  rävolution  autour  de  MN.  Dämontrer  que  le  vohime 
engendrä  par  le  rectangle  est  ägal  k  la  surface  de  ce  rectangle  multipliä  par  la 
circonfärence  däcrite  par  le  point  d'intersection  0  des  deux  diagonales. 

715.  —  La  moitiä  ABGD  d'un  hexagone  regulier  dont  le  cötä  ägale  2"!  tourne 
autour  de  son  diamätre  AD.  On  demande  de  calculer  k  0,01  präs  la  surface 
döcrite  par  cette  moitiä  d'hexagone. 

716.  —  Galculer  la  surface  d'une  zone  ayant  0n^,80  de  hauteur  et  appartenant 
&  une  Sphäre  de  \^  de  rayon. 
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717.  —  Une  zone  a  l™q,30  de  surface  et  une  hauteur  de  O^fJO.    Calculer  ä 
0,01  prös  le  rayon  de  la  sphere  ä  laquelle  cette  zone  appartient. 

718.  —  Dans  une  sphöre  de  1">  de  rayon,  une  zone  a  0«»q,60  de  surface. 
Calculer  sa  hauteur. 

t 

719.  —  Trouver  dans  la  sph6re  la  hauteur  d'une  zone  dont  la  surface  6galc 
Celle  d'un  grand  cercle. 

720.  —  Dans  une  sphöre  de  2««  de  rayon,  une  calotte  sphörique  a  CaqjSO  de 
surface.  On  demande  la  surface  de  sa  base. 

721.  —  Calculer  la  surface  de  la  terre  en  kilomötres  carres  :  on  la  suppo- 
sera  sph^rique  et  le  m^tre  egal  k  la  dix  millioniöme  partie  du  quart  de  la 
circonförence  d'un  grand  cercle. 

722.  —  La  surface  d'une  sphöre  est  6gale  k  i^q.  Trouver  sa  circonference. 

723.  —  Trouver  le  rayon  d'une  sphöre  dont  la  surface  est  moyenne  propor- 
tionnelle  entre  les  surfaces  latörales  d*un  cylindre  et  d'un  cöne  ayant  2'»»  de 
hauteur,  et  pour  base  commune  un  cercle  de  1"»  de  rayon. 

724.  —  Diviser  une  sphöre  en  deux  zones,  telles  que  la  surface  de  la  plus 
grande  soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  surface  de  la  sphöre  entiere  et  la 
surface  de  la  plus  petite.  {Application,  R=.  1.) 

725.  —  Si  Ton  double  le  rayon  d'une  sphöre,  que  deviendra  la  surface  de  la 
sphöre? 

726.  —  Une  sphöre  a  1"^  de  rayon.  Quel  sera  le  rayon  d*une  sphöre  dont  la 
surface  doit  6tre  double  de  la  surface  de  la  premiöre? 

727.  —  Un  triangle  6quilateral,  dont  le  cötö  est  a,  tourne  autour  d'une 
parall<^le  a  sa  base  passant  par  son  sommet.  Quel  est  le  volume  engendrö  par 
ce  triangle? 

728.  —  Un  triangle  isocöle  ABC  tourne  autour  d'une  droite  fixe  parallele  k 
sa  base  BC,  et  passant  par  son  sommet  A.  On  demande  le  volume  engendri^, 
sachant  que  80=3»»  et  AB  =  ^'■. 

729.  —  Calculer  le  volume  engendrö  par  un  triangle  dont  les  cötes  ont  res- 
pectivement  S"»,  3'",  4™,  et  qui  tourne  autour  du  c6t6  de  i™. 

730.  —  Soit  ABC  un  triangle  6quilat6ral  dont  le  c6t6  6gale  a :  on  prolonge 
la  base  BC  d'une  quantite  CD  egale  k  a,  On  öleve  la  perpendiculaire  DE,  puis 
on  suppose  que  le  triangle  fait  une  revolution  autour  de  Taxe  DE.  On  demande 
de  trouver  Texpression  du  volume  ainsi  engendrö. 

731.  —  Dans  une  sphöre  de  i"^  de  rayon,  une  zone  servantde  base  äun  sec- 
teur  a  l"»q  de  surface.  Calculer  le  volume  du  secteur. 

732.  —  Dans  une  sphöre  de  l^"  de  rayon,  la  zone  qui  sert  de  base  k  un  sec- 
teur a  0™,40  de  hauteur.  Calculer  le  volume  du  secteur. 

733.  —  Un  secteur,  dans  une  sphöredeSm  de  rayon,  aun  volume  de  0mc,480. 
Calculer  k  0,01  prös  la  surface  de  la  zone  qui  sert  de  base  au  secteur. 

734.  —  Une  sphöre  a  2"»  de  rayon.  Trouver  son  volume. 

735.  —  Trouver  le  volume  d'une  sphöre  en  fonction  de  la  circonfference  d'un 
grand  cercle. 

736.  •—  Trouver  le  rayon  d'une  sphöre  dont  le  volume  6gale  0™c,420. 

737.  _  Un  secteur  a  un  volume  de  0mc,620,  la  surface  de  la  zone  qui  lui 
sert  de  base  a  l™q.  Calculer  le  volume  de  la  sphöre  k  laquelle  ce  secteur  appar- 
tient. 

738.  —  Calculer  le  rayon  d'une  sphöre  dont  le  volume  soit  egal  au  volume 
d'un  secteur  appartenant  k  une  sphere  de  1™  de  rayon,  et  ayant  pour  base  une 
zone  dont  la  surface  soit  On^,80. 
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739.  —  Une  sphöre  a  1«»  de  rayon.  Quel  sera  le  rayon  d'une  sphöre  cinq 
fois  moindre  en  volume? 

740.  —  Une  sphöre  a  i«  de  rayon.  Quelle  sera  la  surface  d*une  sphere  d'un 
volume  quatre  fois  moindre  ? 

741.  —  Dans  une  sphöre,  une  section  menee  ä  O^ySO  du  centre  a  0mq,'80  de 
surface.  On  demande  le  volume  de  la  sphöre. 

742.  —  Une  sphere  a  un  volume  egal  k  i^ß  :  quelle  sera  la  surface  d*une 
section  menee  ä  0'n,30  du  centre  ? 

743.  —  Un  arc  de  grand  cercle  de  44o  a  0in,20.  Quel  est  le  volume  de  la 
Sphäre? 

744.  —  On  demande  le  volume  d'un  onglet  dont  Tangle  a  SO»,  et  le  volume 
de  la  sphere  k  laquelle  il  appartient  2^^, 

745.  —  Un  onglet  a  un  volume  de  l^c.  On  demande  son  angle,  sachant  qu'il 
appartient  k  une  sphöre  dont  le  volume  est  de  4™c,800. 

746.  —  On  donne  une  sphöre  de  cuivre  de  O^^jlS  de  rayon,  creuse,  et  con- 
tenant  une  sphöre  de  platine  de  0'n,0$  de  rayon,  de  teile  sorte  qu'il  n'y  ait 
aucun  vide  entre  les  deux  sphöres.  Quel  est  le  poids  de  la  masse  ainsi  formee, 
sachant  que  la  density  du  platine  est  ii,lä  et  celle  du  cuivre  8,85? 

747.  —  AB  est  le  diamötre  d'un  demi-cercle  qui  a  son  centre  en.C;  sur 
chacun  des  rayons  AG,  BG  on  döcrit  un  demi-cercle.  On  demande  le  volume 
döcrit  par  la  surface  comprise  entre  les  demi-cercles  lorsque  la  figure  accomplit 
une  rövolution  entiöre  autour  de  AB. 

748.  —  La  difference  des  rayons  de  deux  sph^res  est  d™,75,  etla  difförence 
de  leurs  volumes  est  47nic.  Galculer  chacun  des  rayons  k  0,01  pr6s. 

749.  —  Par  un  point  S,  pris  sur  le  prolongement  du  diamötre  d'un  cercle, 
on  m6ne  une  tangente  SA  et  Ton  fait  tourner  le  cercle  autour  de  son  diamötre ; 
la  circonförence  d^crit  une  sph^e,  et  la  tangente  SA  d6crit  un  c6ne  dont  la 
base  est  le  cercle  decrit  par  la  perpendiculaire  AP  au  diamötre.  On  demande  de 
döterminer  le  volume  et  la  surface  du  cöne.  On  suppose  que  le  rayon  OA 
=  0m,035  et  la  ligne  OS  =  0ra,125. 

750.  —  ßtant  donnee  une  sphere  de  rayon  R,  on  veut  construire  un  cöne 
droit  qui  ait  möme  volume  que  la  sphere  et  dont  la  hauteur  ne  soit  que  la 
moitiö  du  rayon  de  la  sphöre.  Quelle  devra  ötre  la  base? 

761.  —  Le  volume  d*un  tronc  de  cöne  est  equivalent  ä  celui  d'une  sphöre  de 
5™  de  rayon ;  la  hauteur  du  tronc  ögale  8«»,  le  rayon  de  Tune  des  bases  est  7™. 
Calcr'er  le  rayon  de  Tautre  base. 

752.  —  Un  vase  cylindrique  vertical,  dont  le  fond  est  un  cercle  de  0^,05  de 
rayon  Interieur,  est  en  partie  rempli  d*eau  k  i^  pesant  i^9.  On  y  plonge  une 
Sphäre  de  ©"»»OS  de  rayon,  et  il  arrive  que  l'eau  monte  exactement  jusqu'au 
bord  du  vase.  Quelle  est  la  hauteur  de  ce  vase  cylindrique? 

753.  —  Une  sphöre,  un  cylindre  et  un  cöne  droit  ont  mSme  volume ;  de 
plus,  la  Sphäre,  la  base  du  cylindre  et  la  base  du  cöne  ont  des  diamötres  egaux 
entre  eux  et  k  0^,3.  On  demande  la  hauteur  du  cylindre  et  du  cöne. 

754.  —  Trouver  le  rayon  d'une  sphöre  dont  le  volume  est  moyen  propor- 
tionnel  entre  les  volumes  d'un  cylindre  et  d'un  cöne  ayant  2™  de  hauteur  et 
pour  base  commune  un  cercle  de  1™  de  rayon. 

755.  —  Un  cylindre  est  circonscrit  k  une  sphöre.  Trouver  les  rapports  de 
la  surface  et  du  volume  de  la  sphöre  k  la  surface  totale  et  au  volume  du 
cylindre. 

756.  —  Trouver  le  rapport  de  la  surface  et  du  volume  de  la  sphöre  k  la 
surface  totale  et  au  volume  du  cöne  6quilatäral  circonscrit. 

757.  —  Une  sphöre  est  circonscrite  ä  un  cube.  Trouver  le  volume  du  cube 
on  foncüon  du  rayon  de  la  sphere. 
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en  cuivre  pi»e  l)>B.TiK>,  oa  le  met  sur  ud  toiir  pour  en  for- 
t  le  diamätre  Boit  les  3/t  de  la  longueur  de  rsr£te  de  ce 
le  poids  de  1&  tourDure  de  cuivre  oblenu,  la  densiU  du 


l'un  cube  est  0<»,3S.  Oa  demuide  le  volume  de  la  Sphäre 

auble  le  rayon  d'une  spbäre,  que  devient  son  volume? 
lärea  ont  pour  rayoas  !■"  el  0>n,äO.  Trouver  une  Bpbdre 
ne  ä,  cea  deui  aphäres. 

ÜB  de  la  terre,  de  la  lune  et  du  soleil  acut  proportionnels 
HS.  Si  Ton  prend  le  volume  de  la  terre  pour  aaiU:,  quels 
le  la  lune  et  du  soleil  f 

le  volume  engendrö  par  le  segment  circulaire  AHB  qui 
a  diamätre  xy  :  la  corde  AB  du  segmeat  =:  sm,  et  la  pro- 
orde  sur  l'axe  =  lni,go. 

le  volume  engeodrä  par  le  segment  circulaire  AMB  tour- 

i^tre  xy  :  la  corde  AB  dece  segment  =  3»,  la  distance  du 

[1:=  3",  la  dislance  du  point  B  k  Taxe  ou  BD  =  3'°. 

le  engendr£  par  le  segment  AMB  a  i"",  la  projection  de  la 

,  ou  CD=1>>.  Calculer  la  corde  AB. 

le  engende^  par  le  segment  circulaire  AHB=^'°<^,8£fl,  la 

»ent  a  lin.SO.  Calculer  la  projection  CD  de  cette  corde  eur 

ur  UD  segment  sph^rique  R  t=  3™,  r  =  l"  et  A  =  J™.  Cal- 

e  segment. 

le  volume  d'un  segment  sph^rique  k  une  base  :  la  bautenr 

30  et  le  rayon  de  sa  base  !>■<. 

est  circonscrit  k  deui  sph^res  de  rayon  R   et  r  tangentes 

lemande  le  volume  de   l'eBpace  compris   entre  les   3  sur- 

te  a  Im.ao  de  longueur  surO^.iOde  largeur et Om.M  de  pro- 
une  Statue  :  pour  achever  de  remplir  la  caisse,  il  faul 
9  aoble.  On  demande  le  volume  de  la  statu e. 


LIVRE     VIII 
SECTIONS  CONIQUES  ET  HfLlCE 

CHAPITRE   PREMIER 

D61inition  de  l'ellipse  par  la  propri6tä  des  foyers. 
—  Tracö  de  la  courbe  par  points  et  d'nn  mouve- 
ment  continu.  —  Axes.  —  Sommets.  —  Cercles 
directeurs.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une 
elUime. 

§  I«.  —  ELLIPSE ;  TRACÖ  DE  LA  COURBE 
D^finittona. 

830.  —  On  appelle  eitipse  le  lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  la 
lomme  des  distances  de  cbacuo 

d'eux  k  deux  points  fixes  de  ce 
plan  soit  Consta  nie. 

Lea  deux  points  fixes  F  et  F 
sont  les  foyers  de  l'ellipse. 

La  distance  FF  des  foyers, 
qu'on  re präsente  par  2c,  est 
appelee  distance  focale. 

Les  distances  MF,  MF'  d'un 
point  M  de  l'ellipse  ä  ses  foyers 
sont  les  rayons  vecteurs  de  ce 

point;  on  reprösentepar2a  leur  fio.  523. 

Eomme  constante.    Comme   od 
d^signe  g^neralement  par  r  et  r"  les  rayons  vecteura  MF  et  MF',  on 
a  :  r-^t  =  ia. 

probl£:he 

831.  —  Tracer  une  ellipse  par  points,  connatssant  iei  foyers  et  la 
somme  constante  2a. 
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SoientF,  F'  les  foyers  donnes.  Sur  une  droite  iodeflnie  passaDt 
par  les  foyers  F  et  F',  on  porte,  a  partir  du  point  0,  milieude  FP, 
les  longueurs  ÜA,  OA'  Egales 
k  a;  on  a  ainsi  deui  points 
A,  A'  qui  appartiennent  Tun  et 
*  l'autre  ärellipse;carle  point  A 
donnc  : 

AF  =  OA  —  OF  =  a  —  e 
et 

AF'=  OA  +  OF  =  a-i-c, 
d'oü: 

AF  +  AF'  =  2a.  pj<..  524. 

On  verrait  de  möme  qua  : 

A'F  +  A'F'  =  2a. 
Pour  trouver  d'autres  points  de  I'ellipse,  on  partage  AA',  par  un 
point  K  quelconque,  en  deux  Segments  additifs  KA,  ILV;  puis  deb 
points  F  et  F',  comme  centres,  avec  les  rayons  respectifs  KA  et  KA', 
on  decrit  deux  arcs  qui  se  coupent  en  M  et  M'.  Ces  deux  pomts 
appartiennent  aussi  h  Ja  courbe,  car  on  a  pour  le  point  M  : 

FM  +  F'M  =  KA  +  KA'  =  2a 
et  pour  le  point  M'  : 

FM'-f-F'M'  =  KA  +  KA'=2a. 
Poup  que  les  deux  arcs  ayant  poup  centres  F,  F'  et  poup  rayODS 
KA,  K.V,  se  coupent,  i!  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  {215,3"),  d'une  part : 

KA  +  KA'  ou  2ff  >  FF'  ou  2a  >  2c,  (1) 

et  de  l'autre  : 

KA'— KA<2c.  (2) 

L'inegalit^  (I)  esttoujoups  veriflee. 

Si  dans  l'in^galitä  (2)  on  reniplace  KA'pap  sa  valeup  2(i  — KA,  il 
vient : 

2a  —  2KA  <  2c  ou  KA  >  a— c  ou  encore  KA  >  AF. 
Si  dans  la  mSme  ^galit^  (2),  c'est  KA  qu'on  remptace  par  sa 
valeur  2a  —  KA',  on  a  : 

KA'  — 2a+KA'<  2c  ouKA'<fl-f-cou  encore  K.\'<FA'. 

D'aprös  ces  r^sultats,  il  faut  et  il  suRit,  pour  que  les  arcs  se 
coupent,  que  le  point  K  se  tpouve  entre  F  et  F'.  D'autre  part,  on  voit, 
d'apr^s  ces  mämes  inägalit^s,  que  la  valeur  mtnimum  du  rayon 
vecteur  de  Tellipse  est  a  —  cet  que  sa  valeur  maximum  est  a-^c. 

Le  point  K  pouvaat  varier  ä  volonte,  on  obtiendra  autant  de 
points  de  I'ellipse  qu'on  voudra.  Ces  points  lies  par  un  trait  continu 
figurepont  la  courbe  d'autant  mieux  qu'ils  sepont  plus  rapproch^s- 
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D'ailleurs.lesmämes  ouvertures  de  compasdoDDentquatrepoinU 
de  l'ellipGe;  car,  outre  les  deux  points  M  et  Bl',  on  en  obtiendra  deux 
autres,  M,  et  Ar, ,  en  ^changeant  les  centres. 

PROBL&HE 

832.  —  Tracer  une  ellipse  d'un  mouvement  continu,  comaiuanl 
les  foyers  et  la  somme  com- 

tante  2a. 

Fixon8  aux  foyers  F,  F'  uo 
fll  inexteosible  dont  la  Ion- 
gueur  aoit  ^galek  2a;  puigfai- 
sons  glisser  le  long  de  ce  Ql  un 
ßtyle  qui  le  tienne  toujours 
tendu ;  Textr^ntttä  du  style 
d^crira  uoe  ellipse;  car,  dans 
toutes  les  positions  du  style, 
la  Bomme  des  distances MF,  MF' 

est  dgale  ila  longueurdu  fll  et  na.  52ö. 

par  cons^queDt  &  2a. 

c:oi-ollaire.  —  L'ellipse  est  une  couröe  fermäe. 
%  IL  —  AXES.  —  SOMMETS 
THäORäMB 

833.  —  L'ellipse  a  deJix  axes  de  siime'trie  :  1"  la  droite  AA' 
passant  vor  le»  foyers  ¥,  F ;  2»  la  perpeiiUiculaire  13B'  au  mitieu  0 
de  FW. 

i"  AA'  est  un  axe  de  By- 
rne tri  e. 

Soit  M  UQ  point  quel- 
conque  de  la  courbe.  Pre- 
nons  Bon  sym^trique  M'  par 
rapport  h  AA'.  Alors  nous 
avons : 

MF=M'FetMF'=M'F', 
d"oü: 
MF  +  MF' =  MT  +  M'F.  "<=■  ^'^■ 

Or,  par  hypothäee,  M  est  un  potnt  de  l'ellipse :  donc  M'  est  ^gale- 
ment  un  point  de  la  courbe. 
2»  BB'  est  un  ase  de  symötrie, 

Soit  M,gymätrique  de  M  par  rapport  ä  BD'.  Les  points  F  et  F'etant, 
par  construction,  symötriques  par  rapport  k  BB',  nous  avons  : 

HP=M,F'et  MF=M,F, 
d'oü  :  MF  +  MF  =  M,F'  -f  M,F. 
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Or,  par  hypoth^se,  H  est  un  point  de  l'etlipBe :  doncH,  est  ^gale- 
raent  un  poiat  de  la  conrbe, 

834.  Cor-ollalre  I.  —  Le point  de  reneontre  0  des  deux  aeex 
partage  en  dexix  parties  igales  laute  eorde  qui  le  contieat. 

En  efTet,  joignons  lepointO 
k  un  point  quelconque  M  de  la 
courbeetprolongeonsMOd'une 
quantit^  OM'  =  OM.  Le  quadri- 
latöre  MFMT',  dont  les  diago- 
nalae  se  coupent  mutuellement 
en  deux  parties  Egales,  est  un 
Parallelogramme  qui  donne  : 

MF4-Mr  =  MT4-M'F. 

Le  point  M'  appartient  donc 
h  l'ellipse,  et  la  corde  MM'  est  fiq.  SßU. 

coup^e  au  point  0  en  deux  par- 
ties legales  :  MM'  ^tant  quelconque,  la  proposition  est  demontree. 

Le  point  0  est  le  centre  de  la  courbe.  Toute  corde  passant  par  le 
eentre,  teile  que  MOM',  est  un  di(mitre. 

835.  Corollalre  II.  — 

L'axe  passant  par  les  foyersest  le 
plus  grand  des  deux  axes  de 
fellipse  (fig.  5281. 

Car  le  triangle  rectangle  BOF 
donne  evidemment  : 
BF  >  OB, 
d'oü  2BF  DU  AÄ'  >  20B  ou  BB' 

D'ailleurs ,  comme  on  fait 
genöralement  20B  ou  BB'  =  2&, 
le  möme  triangle-rectangle  BOF  fig  538, 


a'  =  6'  +c'  et,  par  suite,  ö'  =  «'  —  c'd'oil20B=2  6  =  2/a' — C 

836-  — Les propri^t^s  desaxe9,AA'elBB',ont  faitdonneraupre- 
mierle  nontdef/randoo^ouckre/oca/etausecond  le  nomAnpetit  axe. 

Les  extr^mit^s  A,  A',  B,  B'  des  deux  axes  sont  le8  sommets  de 
l'slIipBe. 

837-  —  On  a  Evidemment :  2c  <  2a  ou  -  <  I ; 

Ue  rapport   qu'on   represente  generalemeni  par  e  se   nomme 
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exeentrieite  äe  l'ellipse.  II  peul  varier  de  0  ä  i.  S'il  estnul,  les  foyers 
se  confondeDt  avec  le  point  0  et  alors  Tellipse  n'est  plue  qu'un  cercle ; 
s'^est  voisiQde  zäro,les  foyers  sont  tr^s  rapproch^s  du  point  0  et  la 
forme  de  l'ellipse  difT^re  peu  de  celle  du  cerde  ;  mala,  ä  mesure  que 
le  rapport  se  rapproche  de  l'unitä,  les  foyers  s'^loignent  du  centre  0 
et  alora  les  ellipses  deviennent  de  plus  en  plus  allong^es. 

I  m.  —  CERCLES  DIRECTEURS 

838.  DÖBnltloii.  —  Od  eppelle  cerdes  directeurs  de  l'ellipse 
deux  cercles  d^rits  de  chacun  des  foyers  comme  centrea  avec  2a  pour 
rayoo.  U  est  Evident  que  l'ellipse  est  enveloppee  entiäremeot  par 
chacun  de  ces  cercles. 

the:or£:me 

'    839.  —  L'ellipse  est  le  lim  des  points  igutdistants  de  l'un  den 
foyers  et  du  cercle  directeur  ayant  l'autre  foyer  pour  centre. 

Soit  M  un  point  ^quidistant  du  foyer  F  et  du  cercle  directeur 
ayant  ¥  pour  centre.  Tracons 
le   rayoß  FMN  et  tirons  la 
droite  NF.  Nous  avons,  par 
hjpothöse, 

MF=MN, 

ou,   en  ajoutant  da  part  et 
.  d'aulre  MF', 

MP*  +  MF = MF  +  MN  =  2a. 

Le    point   M    appartient 
donc  U  rellipse. 

Reciproquement,  toutpoint 
M  de  l'ellipse  est  ^quidislant 

du  foyer  F  et  du  cercle  direc-  fig.  539. 

teur,  car  nous  avons,  par  hypoth^se, 

Mr  +  MN  =  2n  =  MF  +  MF, 
d'oiü,  en  retranchant  MF  h.  chaque  membre, 
MN  =  MF. 

840.  Ck>rollalpe.  —  Le  Heu  des  points  du  plan  d'un  cercle 
iquidistants  de  ce  cercle  et  d'un  point  intSrieur  est  une  ellipsequi  a  pour 
foyers  le  centre  du  cercle  et  le  point  donni,  et  donl  le  grandaxe  est  4gal 
au  rayon  de  ce  cercle. 

841.  Remarque.  —  Le  theor^me  qui  vienl  d'ötre  d^montr^ 
fournit  une  autre  m^tbode  facile  de  construire  une  ellipse  dans  le  cas 
oft  l'on  connatt  les  foyers  F,  V  et  le  grand  axe  2a. 
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Oc  d^rit  le  cercle  directeur  ayant,  par  esemple,  le  fpyerFpour 
centre;  puis,  on  möne,  de  l'autre  fojer  F,  uae  droite  qu^icpnque  FN 
jusqu'ä  la  rencontre  du  cercle  directeur  ;  enfin  au  inilieu  I  de  FN^oo 
^l^ve  une  perpeiidiculaire  qui  rencontre  J<"N  eo  un  point  M  apparte- 
nant  k  Tellipse,  car  MN  =  MF.  II  y  a  un  poiot  de  la  couri)e  et  un  seul 
sur  chaque  rayon  partant  du  point  F';ondetermiDerace  point  de  la 
mäme  maoi^re  qu'oa  a  d^termin^  le  point  M. 

THEOR^HE 

84S.  —  La  somme  des  distanees  d'un  point  du  plan  d'une  eüipse 
auxdeuxfoyersde  cetleelHpse  est  superieure  ouinferieure  ä  son  grattd 
axe,  sehn  que  le  point  est  exterieur  ou  intirieurA  la  eowbe. 

i"  Soit  le  point  P  exterieur  ä  rcUipse. 

Si  Ton  raöne  les  droitesPF,  PF  et  le  rayon  vecleur  MF,  on  a,  dans 
le  triangle  FHP, 

MP  +  PF  >  MF. 

En  ajoutant  MF'  k  chaque 
membre  de  cette  inegalite,  il 
vient : 

MF"  +  MP  +  PF  >  MF' +  MF, 


PF'_|_PF>2«. 

2"  Soit  le  point  P'intörieur 
h.  l'ellipBe.  FIG.  530. 

Si  Ton  möne  la  droite 
F'P'M  et  le  rayon  vecteur  MF.  b  triangle  MFP'  donne  : 

PF  <  MF  +  MF; 
en  ajoutant  P'F'  de  part  et  d'autre,  il  vient ; 

P'F'  -I-  P'F  <  P'F'  +  MP'  +  MF,      . 
ou  PF-f  P'F<MF'-i-MF, 

ouenfln  PF' -f  PF  <  2a. 

•     843.  Corollali-e.  —  ünpoint  est  ä  l'inUrieur  ou  ä  l'extineur 
de  l'elUpse,  suivant  que  la  somme  de  ses  distanees  anx  deux  foyers  est 
iitferieure  ou  superieure  ä  2a. 
Demonstration  trös  facile. 

I  IV.  —  INTERSECTION  D'UNE  DROITE  ET  DUNE  ELLIPSE 
PROBLEME 

844.  —  Trouver  les  poiiits  communs  ä  wie  droite  et  ä  une  ellipse 
dont  wt  connait  les  foyers  et  la  longueur  du  grand  axe. 
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Suient  CD  la  droite,  F,  F'  les  foyers  de  l'ellipse  et  M  un  point 
commUn  k  la  drottc  CD  et  Ii  l'ellipse.  Avec  l'axe  donnö  2o,  tra^ons  le 
cercle  diretteur  da  centre  F"  et  joignons  le  point  M  aiix  deux  foyers, 
puis  prolongeons  le  rtiyon  F'M  jusqu'ä  sa  rencontre  en  N  avec  le 
cercle  directeur.  Nous  avons  MN--=MP;  et  si  noas  prenons  le  syme- 
trique  G  de  F  par  rapport  ä  CD,  nous  aurons  ausei  MG  =  MF  ^  MN. 
Par  suite,  le  point  M  est  le  centre  d'tin  cercle  paseant  par  lee  trois 
points  F,  N,  G.  D'aiHeurs  ce  cercle  est  tangent  en  N  au  cercle  direc- 
teur, puisque  ce  point  N  est  sur  le  prolongement  de  FM. 

II  resulte  de  lii  que  tout  point  M,  commun  ä  CD  et  li  rellipse,  est 
le  centre  d'un  cercle  passant  par  les  deux  points  connus  F  et  G. 

Pour  resotjdre  le  probl^me,  nous  decrirons  donc  une  circonference 
quelconque  passant  en  F  et  en  G  et  cpupant  le  cercle  directeur;  la 
corde  commune 
h.  cette  circonfe- 
renceetau  cercle 
directeur  iraren- 
contrer  FG  en  un 
point  E  (383;  De 
ce  point ,  noua 
tracerons  les  tan- 
gentes  EN  et  EN' 
au  cercle  direc- 
teur. Les  rayons 
FNetFN'reocon- 
treront  la  droite 
CD  aux  pointsM 
et.  M'  qui  seront 
les  seuls  points 
communs  ii  la 
droite  et  h  l'el- 
lipse. 

Le     foyer    F 
ötantinterieürau    ■ 

cercle  directeur,  fiq.  531. 

la  droite  CD  ren- 

contrera  l'ellipse  en  deux  points  distincts,  en  un  seul  ou  ne  la  ren- 
contrera  pas,  selon  que  le  point  G  se  trouve  k  l'interieur  du  cercle 
directeur,  sur  ce  cercle  ou  exterieur  4  ce  cercle  (383). 

845.  Definition.  —  On  appelle  courbe  convexe  une  courbe 
plane  qui  ne  peul  Hre  rencontr^e  par  une  droite  en  plus  de  deux 
points.  11  resulte  de  cette  döOnition  que  l'ellipse  est  une  courbe 
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CHAPITRE  il 

Tangente.  —  Normale.  —  Mener  ä  une  ellipse  une 
tangente  :  1°  par  un  point  donnä;  2"  paralI61e- 
ment  ä  tme  droite  donnäe.  —  Propriätäs  des 
tangentes  ä  l'ellipse. 


I  I.  —  TANGENTE.  —  NORMALE 
Difinitions. 

846.  —  Od  appelle  tangente  ä  une  courbe  en  un  point  la  limite 
des  positions  d'uno  e^cante  qui  tourne  autour  de  ce  point,  jusqu'i  ee 
qu'un  second  point  de  cette  secante  vienne  se  confondre  avec  le  pre- 
mier. 

II  r^sulte  de  cette 
d^finition  qu'une  se- 
cante ABS  devenue 
une  tangente  AT  par 
rapport  au  point  A, 
peut  rester  une  se- 
cante par  rapport  k 
d'autres  points  de  la 
courbe. 

847.  —  Od  ap-  no.  533. 
pelle  normcäe  k  une 

conrbe  la  perpendiculaire  menäe  k  une  tangeate  au  point  de  contact. 
Ainsi  (fig.  534),  la  perpendiculaire  MN,  menäe  k  la  tangente  MX  au 
point  de  contact  M,  est  une  normale. 

THä:OK£;ME 

848.  —  La  tangente  ä  l'ellipse  fait  des  angtes  4gattx  avec  lei  rayoiit 
vecteurg  du  point  de  contacu 

Soient  F,  F'  les  dem  foyers  de  l'eUipse  et  MM'  une  secante  quel- 
conque  laissant  les  foyers  d'un  möme  cöte.  Prenons  le  sym^trique  G 
du  point  F  par  rapport  k  MM'  et  tirons  UF'  qui  rencontre  MM'  en  nn 
point  D,  car  les  foyers  et  le  point  G  sont  de  chaque  cöt^  de  MM'. 
Henone  DF  et  joignons  le  point  M  aux  trois  points  GiFiF".  Nous  avons : 

_  MF  =  MGetDG  =  DF; 
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par  Suite, 

DF  -f  DF=  FG  et  MF  4-MG=  MF  +  MF  =  2a ; 
or,  Dous  avOQS  : 

F'G  <  MF  +  MG  ou  FG  <  2a 
et,  parcons^quent, 

DF  +  DF  <,2a. 

La  somme  des  distances  du  poiot  D  aux  foyers  ätant  uioiadre  qile 
Sa,  il  en  r^sulte  que  ce  point 
eät  &  l'iDtörieur  de  l'ellipse 
(B42).  II  est  donc  entre'M 
et  M' ;  en  outre,  l'angleMDF 
est  ^gal  k  l'aDgle  M'DF,  car 
ces  deux  anglea  sont  £gauz, 
ran  et  l'autre,  k  l'angle 
MDG. 

Si  inaintenant  nous  sup- 
posons  que  la  secante  MM' 
tourne  autour  du  poiot  M 

jasqu'ä  ce  que  le  point  M'  ne,  533. 

vienneseconfondreaveclui, 

le  point  D,  toujours  situö  entre  M  et  M',  viendra  aussi  ae  confondre 
avec  M.  D'ailleurs,  les  rayons  vecteurs  du  point  D  feront  constamment 
dem  angles  ^gaux  avec  MM',  donc  ä  la  limite,  c'est-ä-dire  lorsque  la 
säcante  MM'  sera  derenue  une  tangente,  ces  deux  angles  seront  encore 
^gaux.  C.  q.  f.  d. 

849.  c:oi-ollati>e  I.  —  La  tangmte  TT'  (fig.  534)  au  point  H 
est  bmectriee  de  l'mgle  FMG 

forme  par  w»  des  rayons 
vecteurs  du  point  de  contact 
et  ieprolongement  de  l'autre. 

850.  Coroll»li>e 
11.  —  La  normale  MN  ä 
t'ellipse  en  un  point  M  est 
bissectrice  de  l'angle  des 
rayons  vecteurs  de  ce  point. 

En  effet,  MN  4tant  per- 
peodiculaJre  &  TT',  les  an- 
gles FMN,  F'MN  sontegaux 

comme   compl^meots    des  fig.  534. 

angles  ^gauxFMT,  FMT'. 

851.  Ck»rollaire  III.  —  Le  symetrique  G  d'unfoyer  F  par 
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rapporl  ä  la  tangente  TT',  le  potnl  de  contact  M  et  Cautre  foyer  P'  sofU 
troispoints  en  ligite  droite. 

C'est  une  consequence  de  l%alil«  des  angles  GMT,  FMT'  egaux. 
Tun  et  l'autre,  au  möme  angle  FMT. 

8S2.  Corollalre  IV.  —  Lelieudu»ymelri<pied''unfoger  piw 
rappurt  aux  tatu/entes  ä  l'ellipse  est  le  cerde  directeur  a0(mt  lautre 
foyer  pour  eentre. 

Car,  pour  le  synie- 
triqueG,  parexeinple, 
on  aMF  =MG  et,  par 
Suite, 

F'M  +  MG  =  2rt. 

863.  Corol- 
Inire    V.    —    Le 

Ueu  des  projections  des 
foyers  d'une  ellipse  sur 
lei  tangentes  e»t  le 
cerde   d6crit  sur   le 

grand  axe  comme  dia-  ror 

mitre  (fig.  533).  ^'*'-  '^' 

Soit  I  la  projection  du  foyer  F  sur  la  tangente  TT'  en  un  point  quel- 
conque  M  de  l'ellipse  ayant  AA'  =  F'G  pour  grand  axe.  Dana  le  triangle 
FGF',  le  point  I  est  le  milieu  de  FG  et  le  point  0  le  milieu  de  FF', 


Le  cerde  quia  pour 
rayon  o  est  \e  cerde  pria- 


THEOR&HB 

854.  —  Le  proäuit 
des  distances  des  foyers  ä 
une  tangente  est  constant 
pour  la  mfme  ellipse  et 
eijal  ä  b' . 

En  effet,  soient  I  et  I' 
les  projections  des  foyers  fic.  536. 

sur  la  tangente  MT,  ces 

points  sont  sur  le  cercle  principal  (853).  Soit  N  le  point  de  renconlre 
du  prolongement  de  IF  avec  ce  cercle.  A  cause  de  l'angle  droit  inscfit 
en  I,  la  droite  I'N  estun  diametre;parsuite,les  trianglesOFN  et  OFI' 


CON&TBUCTION  OE  LA  TANGENTE  A  L  ELLIPSE.  409 

sont  egauz  caunDe  ayant  un  angle  ägal  compris  entre  c6t^8  ^gaux 
chacunächacun.  DodcFT=PN,  et  alorson  a  : 

1FXFN  =  IFXF1'. 

Mais  quelle  que  soit  la  direction  de  IFN,  la  droite  AA'  ^tant  le 
diam^tre  du  cercle  principal,  on  a  toujoors  (363)  : 

IFXFN=IPXF'I'  =  FAXFA'  =  {a—c)(a+c)  =  a'  — «'=*'. 


I  II.  —  GONSTRUCTION  DE  LA  TANGENTE  A  L'ELLIPSE. 
PROPRIET^S  DES  TANGENTES  A  CETTE  COURBE 


855.  —  Mener  S  une  eltipse  une  tangetite  par  un  point  deuni. 

1<"  Le  point  donne  M  est  sur  l'ellipse.  On  Joint  le  point  M  aux  deux 
foyers  et  Ton  m^ne  la 
bissectrice  MIdel'angle 
l'MG  forme  par  Tun 
des  rayons  vecteurs  MF 
et  le  prolongement  MG 
de  l'autre.  La  droite  MI 

est    la     tangente    de-  ^ 

mand^e  (849)  ; 

2°  Le  point  donn^  P 
est  un  point  quelconque 
du  plan  de  l'ellipse  dont 
les  foyers  sont  F.F'etle 
grand  axe  2«.  Suppo- 
sons  I6  Probleme  resolu 
et  soit  PM  la  tangente 
demandäe.  II  est  Evident 

que  ai  Ton  connaissait  _-_  . 

le  symötrique  Gdu  foyer 

F  par  rapport  äcette  tangente,  on  pourrait  la  construire.  Or,  le  poinl 
G  est  sur  le  cercle  directeur  de  centre  F';  mais  il  est  aussi  sur  le 
cercle  decrit  du  point  P  avec  PF  pour  rayon.  Donc  le  point  G  est 
donne  pour  l'intersection  de  ces  deux  cercles.  Ce  point  ätant  döter- 
mine,  la  tangente  elle-mäme  est  d^termin^e;  car.  k  cause  de  la 
Position  de  G,  c'est  la  perpendiculaire  men^e  du  point  P  au  milieu 
de  FG.  Le  point  decontact  M  est  d'ailleurs  k  1&  rencontre  de  la  tan- 
gente avec  FG. 

l>lBcua«lon.  —  Les  deux  cercles  pouvant  ae  couper  en  denx 
points  G  et  G',  on  peut  g^n^ralement  raener  du  point  P  deux  tangentea 
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PM  et  PM^  Pour  qu'on  ait  les  deux  points  communs  G  et  G',  il  faut  et 
il  suffit  qu'on  puisse  former  le  triangle  FPG.  Or,  pour  que  ce  triangle 
existe,  ses  trois  cötes  etant  PF,  PG=  PF  et  FG  =  2a,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  iongueurs  satisfassent  aux  trois  conditions  suivantes  : 

PF  <  PF+2a  (1),  PF<PF  +2«  (2),  "2«  <  M'+PF  (3). 

Or  (55),  on  a  dans  tous  les  cas,  et  quelle  que  soit  la  positiou  du 
point  P, 

PF'^  PF  +  2C  et  PF^  PF  4.2r, 

et  comme  on  a  2a  >  2c,  les  inegalitfe  (1)  et  (2)  sont  vraies a  fortiori. 

II  reste  Tinegalite  (3)  qui  demande  pour  exister  que  le  point  P  ne 
soit  pas  situ^  ä  rintdrieur  de  la  courbe.  Lorsque  le  point  P  est  sur  la 
courbe,  on  a  : 

PF  +  PF  =  2 a,  d*oü  PF  =  2a  —  PF. 

La  circonference  de  centre  P  est  alors  tangente  inteneürement  au 
cercle  directeur  de  centre  F\  et  Ton  ne  peut^plus  mener  par  le  point 
P  qu'une  tangente  k  Tellipse. 

Lorsque  le  point  P  est  Interieur  ä  la  courbe  on  a  : 
PF  4-  PF'  <  2a,  d'oü  PF  <  2a — PF. 

La  circonference  de  centre  P  est  alors  intMeure.  au  cercle  direc- 
teur et  il  n'y  a  plus  de  Solution,  ce  qui  est  du  reste  evident. 

£n  r^sume,  si  le  point  donne  est  sur  la  courbe,  le  pröbl^me  aune 
Solution ;  il  en  a  deux,  si  le  point  lui  est  ext^rieur,  et  il  n'en  a  aucune 
si  le  point  lui  est  Interieur. 


PROBL&MB 

856.  —  Mener  ä  Fellipse  une  tangente  parallele  ä  une  droite 
donn^e  (fig.  538). 

Supposons  le  probl^me  resolu.  Soient  CD  la  droite  donn^e,  MT  la 
tangente  demandee  et  M  le  point  de  contact.  II  s'agit  de  trouver  le 
point  G,  symetrique  de  F,  par  rapport  k  la  tangente  MT,  car  une  fois 
ce  point  connu,  on  ach^vera  la  construction  comme  au  n^  855.  Or  le 
point  G  se  trouve  sur  la  perpendiculaire,  menee  du  point  F,  k  MT  et 
par  suite  sur  la  perpendiculaire  k  CD,  ce  m^me  point  G  se  trouve 
aussi  sur  le  cercle  directeur  de  centre  F  (852) :  il  est  donc  d^termine. 

D'ailleurs,  le  point  F  etant  intörieur  par  rapport  au  cercle  direc- 
teur de  centre  F,  la  perpendiculaire  menee  de  F  ä,  CD  rencontrera 
toujours  ce  cercle  en  deux  points  G  et  G'.  Le  problöme  admet  donc 
deux  Solutions,  les  tangentes  MT  et  M'T^ 


i 
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857.  Corollalre.  —  Les  point»  de  contact  M,  M'  dei  tangentes 
BIT,  MT  d  relHpse,  paralleles  entre  elles,  sont  sym4triqw£s  par  )-(^port 
au  eentre  0. 

Cette  proposition 
sera  d^montröe  ei 
noas  prouvons  que 
la  flgure  MFM'F' 
est  un  parallölo- 
gramme.  Or ,  les 
trtanglesGF'CGMF 
et  FM'G'  sont  trois 
triangles  isocdles ; 
d'güilresultequeleB 
trois  anglesG,MFG, 
Csont  egaux,  et  MF 
estparallöle&F'G'; 
de  mSine  les  an- 
gles  MFG',  EMG' 
soDt  ^gaux  et  MF' 
est  parallele  ä  FM', 
LafigureMFM'F'est 
donc  un  Paralle- 
logramme   et    HM' 

passe  par  le  milieu  _,„    kj» 

0  de  FF. 

858.  Remarque.  —  On  voit  sans  difllculte  que  les  solutioos 
des  probl^mes  precMents  (855  et  856)  n'exigent  pas  que  l'ellipse  seit 
tracee,  il  sufßt  de  connaltre  le  graud  aie  et  les  foyers. 


TB£0R£HE  DB  PONCELET 

859.  — 1<*  Les  tangentes  d  l'ellipse,  usues  Sun  mhne  point,  fönt  des 
angles ^gaux  avec les  rayons  vecteurs  de  ce point; 2»  la  droite  gut  va  d'un 
foyer  au  point  de  concours  de  deux  tangentes  est  bissectrice  de  l'angle 
formi  par  les  ragons  vecteurs  ^t  vont  de  ce  foger  aux  points  de  con- 
tact des  deux  tangentes. 

{"  Soient  ies  deux  tangentes  PM,  PM'  et  les  points  G,  G'  symö- 
triques  des  foyers  F,  F'  par  rapport  k  ces  tangentes.  Les  droites  F'G, 
FG'  passent  par  les  points  de  contact  M,M'  (851).  D'autre  part,  oo  a 
dans  les  triangles  F'PG  et  FPG' : 

PG  =  PF,  PF  =  PG- et  F'G  =  2a  =  FG' : 

donc  ces  deux  triangles  sont  ^gaux  comme  ayant  les  trois  cötäs 
£gaux  cbacun   ä   chacun;  par  suite,    les  angles  FPG,   FPG'   soat 
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^gaiiz;  OF,  si  de  clmcui)  d'etiz  on  retranche  l'angle  ccmmun   3, 
!es  deus  restes  FPG ,  F'PG' 
sont  encore  egaux  ainsi 
que  leurs  moities  1  et  V; 

2»  II  faijt  prouver  en 
second  Heu  que  FF  est  bis- 
sectrice  de  l'angle  MFM'. 
En  effet,  ä  cause  de  l'ega- 
lite  destriangles  dejä  con- 
sideres,  les  angles  2  et  2" 
sont  egaux;  mais  2  est 
egal  h.  son  symetrique  2' 
par  rapport  a  PM  i  donc 
les  angles    2'  et  2"  sont 

egaux   et  PF  est  bissec-  fig.  539. 

trice  de  l'angle  MF.M'. 

On  prouverait  de  möme  que  PF'  est  bissectrice  de  l'angle  MF  M'. 


CHAPITRE   III 


Ellipse  consid^räe  comme  projection  du  cercle; 

Problömes  simples  sur  les  tangentes. 

£quation  de  l'ellipse  rapportäe  ä  ses  axes. 


§  I.     ■  PROJECTION  DE  L'ELLIPSE 
th£:or£he 

860.  —  La  projection  d'un  ce>-cie  sur  un  pian  est  une  eUipse. 

Soienl  ua  cercle  donn*  0  et  AA',  BiB',  deui  de  ses  diamSCres  perpendicu- 

Je  dis  que  si  l'on  projette  ce  cercle  sar  uti  plan  quelconque  passant  par  le 
diamttre  AA',  la  projeclion  ABA'B'  que  l'on  obtient  est  une  ellipse. 

Car,  prenant  sur  AA'  les  pornts  F  et  F'  de  maniäre  que  OF  =  OV  —  HB,,  on 
a,  pour  un  de  ses  points  M,  projection  du  point  M„  pris  i  volonte  sur  le  cercle, 
une  sonimeMF+  »ir  egale  4  la  quanlitö  consiante  AA' =  Sa.  Pour  le  dimontrer, 
on  mene  au  diametre  M,M',  la  pevpeodiculaire  Fl  qui  le  divise  en  deux  parties 
IM,,  IM',,  et  alors  on  prouve  que  MF  =  IM,  et  MF  =  IM',,  d'oü  riäsulte  l'^BalilÄ : 
MF  +  MF'  ^  IM,  +  IM',  =  M,M',  =  AA'  =  2a. 
En  effet,  si   Ton  mene  M|P  perpendiculaire  a  AA',   la  projection  MP  de  M,P 
eet  ausBi   perpendiculaire  ä  AA'.  Or  les  triangles  reclanglea  MPM,  et  OBB„ 
stiiiblables  comme  ajanl  leurs  cöiis  respectivement  pai'alleles,  donneni : 
MM,    _    PM,   _   PM  P.M     _   OB 

BB,  OB,    ~    OB  "     PM,    ~  "ü;^'  ''' 


D-auire  pari,  les  triangiea  rectangles  OFI  et  OPM„  semblaWe«  c 
un  angle  aigu  commun,  donnent  (Je 


Mais  comme  OM,  =  OB,,  il  eu 

räsulie  que  ; 

PM,   _   PH^  _   MM,   ^  _Fr_ 

7)m7  ~  ob,        bb,        of  ' 

Or,  par  oonstruction,  OF  =  BB,, 
donc  MM,  =  Fl. 

D'ailleurs,  Im  (teui  trianftles  rec- 
tangles FMM,  et  FIM,  ayant  l'hypo- 
tiifinuse  commune  et  un  autre  cött 
ögal,  MM,  =  Fl,  sont  ^aui  :  donc 
MF  =  IM,,  »ans  le  quadrilat^re 
MiFM',F',  les  diagorales  FF',M,M', 
ae  coupent  'mutuellement  eii  pariiee 

Egales, cequadrilatÄreeBldoncun  pa.  FiG.  540. 

rallölogramme  et  Ton  a  M,F'  =  FM', ; 

par  suile,  lea  deux  trianglea  rectangles  MF-M,.  FIM',  ont  les  hypotliSnuseB 
M|F',  FM'i  Egales  et  les  cötSs  MM„  Fl  ögaux,  donc  i)s  sont  Sgaui  et  MF'  =.  IM , 
d'oil  l'Ägalitö  cherchfe : 

MF  +  MF  =  IM,  +  IM',  =  M,M',  =  ÄÄ'  =  3«.      (l) 

gll.  — Coordonnfea  d'un  point.  —  DÄttnitioas. 

Pour  fixer  la  position  d'un  point  M  sur  un  plan,  on  mfine  par  ce  point  des 
paralleles  i  deox  droites  fixes  reäiangulaires  XX' 
YY'  iracöes  sur  ce  plan,  La  distance  DP  est 
VabscUse  du  point  M,  on  la  repräsente  par  x  ;  la 
dislance  MF  ou  OQ  est  Vordonnge  du  point  M,  on  ' 
la  repnisente  par  y.  ConEidär^s  simultan^menl, 
)'al)cisse  et  l'ordonn^e  d'un  point  H  sont  les  eoof' 
äamiees  de  ce  point. 

Les  deuK  droites  fixes  XX', YY'  sont  lea  a:(es 
des  coordonnöes.  Le  premier  ©sl  i'oj:«  de$  x  et  le 
second  l'axe  des  y. 

Le  point  0  ou  se  coupent  les  axes  est  pris 
pour  origine  des  distances. 

th£or£me  ^"'-  ^*'' 

861.  —  Lea  ardoiinies  con-espondanUs  de  Vellipae  et  da  cet-cie  principal  sont 
dans  un  rapporl  conatanl. 

En  effet,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  du  cercle  principal  pour  le  raballre  sur 

le  plan  de  Telllpse,  les  ordonn^es  correspondacites  MP  et  M,P,  dans  l'ellipse  et 

dans  le  cercle,  älant   perpendiculaires  au   diam^tre   ÄA',  prennenl  la    mime 

direction  et  Van  a  encore  la  relallon  [1]  du  a'  860  : 

PM  OB  h 

TmT  "  "öbT  =  V"' "''  ""  '■'«Pf*"  <^"'"^'"- 

Benaarqac  I.  —  Le  rapport  —  peul  varier  de  0  ä  1.  Le  premier  cas  a 
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cas  a  lieu  qiiand  6  =  a,  c'eat-tt-'lire  lorsque  le  cerele  est  parallele  an  plan  de 
proj<action.  car  alora  la  projectioa  du 
cercle  bsI  le  cercle  lui-mfime. 

L'ellipse  pretid  une  forme  diffÖ- 
reDte  dans  toulea  les  autres  positions 
ilD  cercle  par  rapport  aa  plan  de  pro- 

Rcmarqae  II.  —  Le  tliäoreme 
pr^c^enl,  permet  de  considSrer  Tel- 
ilp$e  conime  la  (rausformäe  de  son 
cercle  principal.  On  passe  du  cercle  k 
l'ellipse  en  multipliant  ses  ordonn^s 
par  — ;  et  de  l'ellipse  au  cercle  en 

mullipliant  ses  oriionnfes    par  — ; 

cetle  transformation  qui  n'altere  en 

rien  les  proprifiiSs  graphiques  permet 

do  rtsoudre  divers  probUmea  relatifs  Fig.  342. 

ä  rellipae.  —  On  dilale  Tellipse  pour 

la  transformer  en  son  cercle  principal ;  on  rösout  sur  le  cercta  le  probl6me 

donii^.  puis  on  ravieol  k  l'ellipse  en  conlractant  lootes  leg  ordonnöes, 

862.  Probleme  I.  —  Comb-uire 
unt  ttlipse  par  points,  au  moyen  des 
eercles  concenlriijuea  de  rayon  a  et  b. 

]|  sufllra  de  riduire  dans  le  rapport 
—  chaque  orüonnfe  PM  du  cercle  prin- 
cipal (861). 

Le  rayon  ON  rencontre  le  pelil  cercle 
en  N ;  par  ce  poinl  N  menons  la  paral- 
lele NMi  au  grand  axe ;  ritilersection 
avec  Ml*  donnera  le  poiw  M,.  Le  point  Mi 
est  Uli  point  de  Tellipse  car 

M,P  _  *  _  ON 

MP  ~  u~'m' 

Par  une  constraction  anaIoKu6  on 
obtient  MV  Fig.  542  fcö. 

^uTkl  '""**  ''"''  ""  ^'''"'    ''"""^  ''  ""  P'^'-'^^'^  <»  «"e  droiU, 

\'  Transformons  l'ellipse  AA'BB'  ai 
son  cercle  principal  ADA'iy. 

La  rtroiie  PBC,  vieni  en  P|DC. 

Du  poinl  P,  menons  deui  tangenles 
P(G  et  P,H  au  cercle  principal.  —  Beve- 
iions  du  cercle  ä  l'ellipse,  nous  aurons 
les  langentes  demandfies  PG  et  PH. 

3'  La  parallele  men^  ä  KL  par  le 
poinl  B  renconire  AA'  en  ]  et  se  irans- 
forme  en  Dl  (fig.  543  4w). 

Menons  aux  ceiclesdes  langenies  HM, 
GN  paralleles  k  10.  —  Leurs  iransfor- 
mfes  HM„  GN,  paralleles  ä  Bl  seronl  les 
Uingentes  paralleles  demandöes.  pj^    543 


iQUATION   DB   L'ELLIPSE  ^^^ 
jll.    _    PomU    d'interseclion    d'unt   ellipse  et   a'mt 

""14™"  ™.„??.'S..  AMB'  e.  «.»  CÄ  pnnclp.1  ADVD'.  So«  1.  Or.l» 
CM,  l'ordonnie  de  C  esl  nulle, 


La  droit«  CM  se  transforme 
en  GM|.  Le  point  C  reste  en 
place,  le  pqint  M,  a  pour  or- 

La  droit«  CMt  coupe  le 
cercle  principal  en  G  et  H,  — 
Revenons  du  cercle  &  i"ellipse 
et  de  CM,  ä  CM ;  les  pointB  oü 
la  droite  CM  coupe  l'ellipse 
sont  G'  et  H'  car 
P'G'  _  P"H'  _  PM  _  i 
~Fg"~  p"-'h  "  PM,  ~  a  ' 

865.  Th«or«ine.  —  L'aire 
d'une  ellipse  est  igole  au  p'V- 
duit  de  ses  demi-axes  par  u. 

On  sait  que  la  projec- 

ägale  au  produit  de  cette 
aire  par  le  cosinus  da 
rangle  formfi  par  son  plan 
avec  le  plan  de  projec- 
tion  (ft77).  Or  si  le  carele 
de  rajon  a  se  projette 
stiivant  une  ellipe  dont  te 
demi-peiit  a:ce  est  b  l'aii- 
gle   des    deux    plans   est 


Feg.  543  ter. 
-  EQUATION  DE  L'ELLIPSE 


Appelons  x  et  y  les  coordonntes  d'uo  point  H  de  l'ellipse  et  prenons  si 
cercle  principal  le  point  N  corrospondant  du  point  M.  Nous  avoni  alora  : 
_NP^_J4P^_a      ^  ,  _  a'y' 
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D'autre  part,  le  triangle  rectangle  OPN  doone  : 
NP*  =  i5N' —  ÖP' =  a' —  a:' . 


Remplagant  RP'  par  sa.va- 
leur,  il  vien^i 


d'oü  ; 

a*ff'  -\-b*x*  =a'b'. 

Divisaot  les  deux  membres 
par  a'b',  nous  avons  enün  l'e- 
quation  cherch^e  : 

"        "  FIG.  544. 

867.    Remar-qiie.  Pour  obtenir  Vequation  du  cercle,  il 

sufftl  de  faire  fl^ft  dans  larelution  (1),  alors,  on  a  : 

Comme  il    est  facile  de  le  voir,  on  trouve   directement  celte 
^quation  h,  l'aide  du  triangle  rectangle  ONP. 


CHAPITRE  IV 

Definition   de  l'bsrperbole  par  la  propriätö  des 
foyers.  —  Trac6  de  la  courbe  par  points  et  d'un 

mouvement  continu.  —  Axes Sommets.  — 

Cercles  directeurs.  —  Intersection  d'une  droite 
et  d'une  hyperbole. 


I  I".  —  HYPERBOLE;  TRAC^  DE  LA  COURBE 
Döfinitiotis. 

868.  —  On  appeile  hgperbole\e  Heu  des  points  d'un  plan  tels 
que  Ja  di/ference  des  distances  de  chacün  d'eux  ä  deux  points  fixes 
de  ce  plan  soit  constante. 


TßACfe  DE  l'hvpehbole.  4i7 


Les  deui  points  fiies  .F  et  F'  sont   les  (oyers   de  I'hyperbolc. 

La  distance  FF'  des  foyers,  qu'on  repr^sente  par  2c,  est  appel^e 
distance  focale. 

Les  distances  MF,  MF'  d'un 
poiot  M  de  l'hyperbole  h  ges 
foyers  sont  les  rayons  vecteurs 
de  ce  point ;  on  represente  par 
2a  leur  dilTerence  constante. 
CoDime  on  dösigne  gen^rate- 
ment  par  r  et  r'  les  rayons 
vecteurs  MF  et  MF' ,  on  a  : 
r-  —  r  —2(1. 

PROBL^E 

FIG.  545. 
869.  —  Tracer  une  hyper- 
bole  par  points,  connaiseant  les  foyers  et  la  diffirence  constmite  2a. 

Soient  F,  F'  les  foyers  donnes.  Siir  uoe  droite  indefinie  passaiit 
par  les  foyers  F,  F',  on  porte,  ä  partir  du  point  0,  milieu  de  FF',  les 
longueurs  OA,  OA'  egales  ä  «;  on  a  ainsi  deux  points  A  et  A'  qui 
appartiennent  l'un  et  l'autre  h  l'hyperbole ;  car,  par  construction,  les 
longueurs  FA  et  F'A'  sont  egales,  d'oü  ii  resulte  que  la  difCerence  des 
rayons  vecteurs  du  point  A  est : 

AF'  — AF  =  AF'  — A'F'  =  AA'=2«. 

Donc  le  point  A  appartient  k  la  courbe,  il  ea  est  de  mdme  du 
point  A'. 

Pour  trouver  d'autres 
points  de  l'hyperbole,  on 
partage  la  droite  AA'  en 
deuxsegnients  soastractifs, 
par  un  point  K  pris  sur  le 
prolongement  de  OA ;  puls 
des  points  F  et  F',  comme 
centres,  avec  les  rayons  res- 
pectifs  KA  et  KA',  on  d^rit 
deux  arcs  qui  se  coupenten 
M  et  M'.  Ces  deui  points 

appartienneat  ä  la  courbe,  fio.  546. 

car  on  a  pour  le  point  M  : 

MF  — MF  =  KA'— KA  =  AA'  =  2a, 

et  pour  le  poinit  M'  : 

M'F  — M'F  =  KA  — KA=AA  =2«. 
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Pour  que  les  deux  arCB  ayant  pour  centre  F,  F'  et  pour  rayons 
KA,  KA'  Be  coupent,  il  faut  et  il  Eufflt  qu'on  ait : 

Fr<KA  +  KA'ou2c<KA  +  KA'.  (1) 

Si  dans  Tin^galitö  (1)  on  remplace  KA'  par  sa  valeur  KA  +  2a,  il 
vient : 

2c<2KA+2aoTiKA>c  — «OuencoreKA>FA. 

Si  dans  la  mäme  iniga\i\,6  (1)  od  remplace  KA  par  sa  valeur 

KA'  — 2a,  on  a  : 

2c  <  2KA'  —  2a  ou  KA>  o  -f  e  ou  encore  KA'  >  FA'. 

D'apr^s  ces  resultats,  il  faut  et  il  suflit,  pour  que  les  arcs  se 
coupent,  que  le  point  K  soit  sur  OF  au-delk  du  point  F.  Si  K  et  F 
colncidaient,  la  distance  des  centres  serait  egale  k  la  somme  des 
rayons  KA',  KA,  et  alors  les  arcs  seraient  tangents  extörieurement  au 
point  A,  D'autre  part,  on  voit  d'aprös  ces  mömes  inegalites  que  la 
valeur  minimum  du  plus  petit  rayon  vecteur  de  l'hyperbole  est  c  —  a 
et  que  la  valeur  minimum  du  plus  grand  est  a~}-c.  Lepremier  de  ces 
rayons  peut  donc  varier  de  c  —  a  ä  l'infini  et  le  second  de  a  -|-  c  4 
l'infini.  Sil'on  fait varier  surOX  lapositiondu  point  K,  de  FJi  l'infini, 
on  aura  autatit  de  couples  de  points  que  Ton  voudra  de  la  branche 
infinie  d'hyperbole  passant  en  A. 

Pour  obtenir  la  branche  passant  en  A',  il  sufilt  d'öchanger  les 
centres  en  conservaot  les  raömes  ouverturea  de  compas ;  on  d^ter- 
mine  alors  les  points  Mj,  M',  et  ainsi  de  suite  pour  d'autres  points. 

870.  Remarque.  —  On  voit  que  l'hyperbole  partage  le 
plan  en  trois  r^gions  :  celle  qoi  est  situee  entre  lea  deux  branches  est 
la  region  exte'rieure,  celles  qui  sont  situ^ea  dans  la  partie  du  plan  ren- 
fermdepar  les  branches  portent  cbacune  le  aora  de  region  interiewe. 

PROBiJiME 

871-  —  Tracer  une  hyper- 
hole  (Cun  moutement  continu,  . 

connaitsant  les   (oyers   et   la 
somme  constante  2a. 

SoientF,  F'  les  deux  foyers. 

DigpoBons  une  rögle  F'M  de 
maniSre  qu'elle  puisse  tourner 
autour  d'un  pivot  place  k  l'un 

des  foyers  F';  fixons  ensuite  &  _,„ 

l'extremit^  M  de  la  rögle  et  au  ™*  ^^• 

foyer  F  un  fll  MF  d'une  longueur  teile  qu'on  aitMF— MF  =  2o. 
II  est  Evident  que  dans  cette  position  de  la  rSgle  le  point  M  appar- 
lient  i.  l'hyperbole.  Paisons  maintenant  tourner  la  rögle  autour  du 
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point  F  en  ayant  soia  de  tenir  le  fli  toujours  bien  tendu,  k  l'aide 
d'un  style  qui  en  appliquera  une  partie  contre  la  r^gle.  11  est  facile 
devoir  que  le  style  d^crira  un  arc  d'hyperbole.  Car  soit  FM'  la  rögle 
dans  une  nouveUe  position  quelconqoe  et  m  la  position  correspon- 
dante  de  I&  pointe  du  style,  on  a  FM  =  FM',  donc  FM'  — FM  =  2a; 
mais  FM'  =  Fm+mM',  et  FM  =  FfB  +  mM',  par cons^iuent : 
FM'  — FM  =  Fm4-«M'— Fffl— mM'  =  Fm— Fm=2o. 

Donc  le  point  m  appartient  ä  l'hyperbole. 

Ce  proc^de  ne  permet  d'avoir  qu'une  portion  de  la  courbe  dans  le 
voisioage  des  foyers. 

I  II.  -  AXES.  —  SOMMETS 

THäOR&HE 

87S.  —  L'hyperbole  a  deux  axes  de  »ytiUtrie  :  1<>  la  droits  pa»- 
sma  fmr  les  foyer»  F,F' ;  3«  Ut  perpendicalaire  Bß'  (flg.  548)  au  müieu  0 
de  FF ;  3"  le  poiat  0  de  rencotUre  des  deux  axm  est  le  eeatre  de  la  courbe. 

Mämes  d^inonstrations  que  ponr  l'ellipse. 

87S,  —  Ijespropri^tesdes  axes  ont  faitdonnerau  premier  FF' 
le  nom  d'axe  focat  ou  transverse;  le  second,  BB'  n'ayant  aucun  point 
sur  la  courbe,  porte  le  nom  d'axe  »an  tramversß  ou  imaginaire. 

Les  points  A  et  A'  commune  h.  )a  courbe  et  k  Taxe  transverse  soat 
les  sorametB  de  l'byperbole. 

874.  —  Lofsque  du  sommet  A  ou  A'  comme  centre,  arec  OF  on 
e  pour  rayon,  on  decrit  un  arc 
de  cercie  qui  coupe  Taxe  non 
transverse  en  deux  points  B 
et  B',  la  partie  BB',  ainsi  d^ter- 
min^e,  se  repr^sente  par  2Ö, 

La  longuear  BB'  est  la  lon- 
gueurde  Taxe  non  transverse. 
Alors,  comme  il  est  Facile  de  le 
voir,  les  trois  quantit^s  a,  b,  c 
sont  li^es  par  la  relation,  | 

6*  =:  C*  — a'   ou  C'  ::=  A*  -}-  «'. 

Si  a  —  b.  l'hyperbole  est  pig.  548.  .^ 

dite  iquilatere. 

On  a  ävidemment :       . 

2a<2cou->l. 

Ce  rapport  qui  peut  varier  de  1  ä  l'infini  et  qu'on  repr^sente 
encore  par  e  est  Vexcerntricite  de  l'hyperbole. 

atouftiHiB.  28 
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I  in.  —  CERCLES  DIRECTEURS 

87&.  Ik^fialllon.  —  On  Appelle  cerclesdirectenrs  de  Yhjper- 
bole  deux  cercles  d^crits  de  chacun  des  foyers  comme  centres  avec  2ct 
pour  rayon.  D'apr^s  cettedeßnition.il  est  evident  quechaquebrancbe 
de  l'hyperbole  est  estörieure  au  cercle  directeur  qui  a  pour  centre  le 
foyer  de  l'autre  brauche. 

TH^OR^UB 

876.   —  L'hyperbole  est  le  Heu  des  points  tels  que  fti  distanee  de' 
chacun  d'enx  ä  Fun  des  foyers  soit  egale  ä  l'une  des  nortnales  mene'e  de 
f  >  ee  potHt  au  cercle  directeur  gui  a  l'autre  foyer  pour  centre. 

gl  Prenons  d'abord  un  point  quelconque  M  du  plan,  tel  que  la  plus 

ijV  petite  normale  MN  au  cercle  directeur  de  centre  F  soit  ^gale  ä  MF.  Si 

^  ;  nous  retranchons  ces  droites  egales  de  MF,  nous  aurons  : 

K  MF— MN  =  MF— MF=2a. 

g^  Donc  le  point  HappartientJt  l'hyperbole  qui  a  F,F  pour  foyers  et 

¥.  ia  pouraxe  transverse. 

fe_:  Prenons  en  secondlieuun  point  M'du  plan,  tel  qu^laplus  grande 

ß,  normale  M'N'  du  cercle  directeur  soitegale  k  M'F.  Si  nous  retranchons 

h:  ,  de  ces  droites  Egales  M'F,  nous  aurons : 

p:  M'N'  —  M'F  =  M'F  —  M'F  =2o.- 

;-  Donc  le  point  M'  ap- 

■■i  partient  aussiä  lamöme 

;. '  hyperbole. 

Röclproque- 

f:  ment,  la  distanee  de 

toutpointde  l'hyperbole 
■;;  au  foyer  F  est  egale  ä 

l'une  des  normales  me-  ' 

/  >  neesdecepointaucercle 

■y  directeur  de  centre  F'; 

}_  ,  car  nous  avons,  par  hy- 

;'  poth^se,   pour  le  point 

;  M  ; 

-  PN  _|_  MN  —  MF=2  <j. 

:  Mais  FN  =  2a,  donc  aussi  MF  =  MN. 

i  Pour  le  point  M',  nous  avons  de  möme  : 

M'F— M'F  =  2a  =  F'N', 

d'oA  en  ajoutant  M'F  k  chaque  membre 

M'F  =  F'N'-j-M'F  =  M'N',  "       ■ 
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II  est,  du  reste,  facile  de  voir  que  la  diBtance  d'un  point  de  l'hyper» 
hole  4  un  foyer  est  egale  k  la  plus  grande  ou  ä  la  plus  petite  des  deui 
normales  de  ce  point,  suivant  qu'il  appartient  4  la  branche  voisine 
du  foyer  pris  pour  centre  du  cercle  directeur  ou  ä  l'autre  branche, 

877.  Corollnire.  —  Cha^ae  branche  de  l'hyperbole  est  le  Heu 
des  points  de  son  plan  iquidistants  rfu  foyer  voisin  et  du  cercte  directeur 
aya}tt  l'autre  foyer  pow  centre. 

878.  nemarfiue.  —  Le  th^orgnte  pr^c^ent  fournit  un 
nouveaii  procMö  pour  constrnire,  par  points,  unehyperbole  donton 
connatt  lesdeux  foyers  F,f  et  l'axe  transverse  2(i  (fig.  549).  On  d^crit 
le  cercle directeur  de  foyer  F'  et  l'onmöne  un  rayon  quelconquePN; 
puis  au  milieu  I  de  la  droite  FN  on  Hive  une  perpendiculaire  qui  en 
rencontrant  PN  prolongä  d^terniine  le  point  M  appartenant  k  la 
courbe,  car  on  a  : 

MP— MN  =  MF  — MF=:2a. 

Si  Ton  suppose  que  le  point  N  parte  du  point  D  et  se  d^place 
dans  le  sens  indiqu^  par  la  flöche,  en  möme  temps,  le  point  M  pari 
du  point  A  et  döcrit  la  moitie  superteure  de  la  branche  de  droite.  Ge 
point  M  serad'ailleursä  l'inflniquand  FNsera  devenue  unetangente; 
car  alors  le  rayon  F  N  prolonge  et  la  perpendiculaire  au  milieu  de  FN 
deviennent  paralleles  et  leur  point  d'intersection  se  trouve  k  l'infini. 
Si  le  point  N  continue  son  mouvement,  le  point  M  decrit  successive- 
ment  les  autres  branches  de  la  courbe. 

TH^OBfilEE 

879.  —  La  diff^rence  des  distances  d'un  point  du  plan  (futw 
hyperbole  aux  deux  foyers  est 

inf^rieure  ou  supärieure  ä  laxe 
transverse,  selon  que  le  point  est 
dans  la  r4gion  ext^rieure  ou  intö- 
rieure. 

i"  Soit  P  un  point  dans  la 
r^gion  esterieure  et  plus  rap- 
proch4,  par  esemple,  de  Fque 
deF.  Ladroite  PFcoupe  la  bran- 
che CAC  au  point  M.  Si  t'on  tire 
MF,  on  a  : 

PF'<PM  +  MF'; 
retranchantPF  ächaquemenibre  fm-  5ö0. 

de  cette  in^galit^,  il  vient  : 

PF_PF<PM  +  MF'— PM  — MF 
ou  enfln :  " 

PF  -PF < 2a. 


^ 
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2°  Soit  0  un  point  interieur  &  la  branche  CAC,  par  esemple.  La 
OtsäXB  QF"  rencontre  GAG'  au  point  N.  Si  l'on  tire  NF,  on  a  : 

QF<QN  +  NF; 
ratFanchant  chaque  membre  de  QP',  on  obtient  ^videmmeDt : 

OF- _  QF  >  QN -1- NP  —  QN  — NF 
•XBfin  : 

Qf  — QF>2(i. 

880.  CoroUaire.  —  Vn  point  est  &  rext&ieur  ou  ä  l'int^ 
rämr  tfune  hyperbole,  suivma  que  la  difference  de  tet  dittaneet  aase 
Amxfoyers  est  inf4rieure  ou  tup4riewe  ä  2a. 

IMmonstration  tröB  facile.  , 

i  iv.  —  intersection  düne  droite  et  d'üne  hyperb0l8 

probl£jce 

881.  —  Trouverlespointscommutaättnedroiteetäünehyper- 
Ma  4ant  on  eonnait  les  foyers  et  la  longueur  de  faxe  travscerse. 

Sisent.CD  la  droite  donnäe,  F,  F'  les  foyers  et  M  un  point 
«niunun  d  CD  et  iL  l'hyperbole.  Avec  l'ase  donne  2a,  tra^oDS  le 
«sde  Äirecteurde  centre  F'  et  tirons  ladroite  MF'  qui  coupe  le  cercle 
aSrectenr  en  N.  Nous  avons  MN  =  MF  (876);  et  si  nous  prenong 

^'  leHymitriqueGdeF,  parrapportk  CD,  nous  aurons  aussi  MG=MFi 

I'  Par-Boite,  lepointMest 

I ,/  le  centre  d'un  cercle  pas- 

m  eant  par  les  trois  points 

|j  F,N,G.  D'ailleurs,  ce  cer- 

p  t^  «Bt  tangent  en  N  au 

P  cercle  directeur,    D  r4- 

sultede  I&  que  tout  point 

P'  M.c^mun  ä  CD  et  ä 

P'  rtffperfaole,  est  le  centre 

d'iB  «ercle  passant  par 

..  les  *eux  points  connua 

fr  F  «IG  et  tangent  au  cer- 

cl«directeur  de  centre  F'. 

i  Pmr  r^soudre  le  pro-  ^.la  551. 

bltee.    nous   decrirOQB 

do^  une  circonference  quelconque  passant  en  F  et  en  G  et  coupanl 
le  «ercle  directeur,  la  corde  commune  k  cette  circonference  et  au 
cercle  directeur  ira  renconlrer  FG  en  un  point  E  (383),  De  ce  poin 
Dous  tracerons  les  tangentes  EN,  EN'  au  cercle  directeur.  Les  rayons  F1S 
et  F'N'  rencontreront  ta  droite  CD  en  M  et  en  M'  qui  seront  les  seult 
points  communs  i  la  droite  et  Jt  l'hyperbole. 

883.  Corollali-e.  —  L'hyperbole  est  une  courbe  eomex< 
(845). 
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CHAPITRE  V 

Xangente.  —  Normale.  —  Assrmptotes.  —  Mener  & 
une  hyperbole  une  tangente  :  l'>  par  im  point 
donn6 ;  2°  parallölement  ä  une  drolte  donnte. 
Propriätäs  des  tangentes  ä  l'hjrperbole. 
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883.  —    La  taagente  ä  l'hyperbole  est  bissectrice  de  l'mgh  äes 
rayons  vecteurs  du  point  de  contact. 

Considerons  d'abord  une  säcantequelconqueMM'  passant  pardeux 
points  voisins  M  et  M'  de  la  möme  brauche  d'hyperbole.  Preo««»  fe 
sym^trique  Gdu  foyer  Fparrapport  äMM'  et  joignoDsle  point  M  aux 
trois  points  G,  F,  F' ;  puia  tirons  F'G  qui  rencontrera  MM'  en  un  point 
D  comprisentreM  etM'.carnousavons  :  MG=MFet  DG  =  DF;  par 
»uite,  DF'— DF=F'G.  Or,'MF'~MG  =  MF'  — MF  =  2o;niaisnou5 
avons  F'G  >  MF'  —  MG  ou 
3a,  donc  nous  avons  auesi 
DF  — DF>2a.  Par  con- 
s^uent,    le   point  D   est 
dans  la  rögion   int^rieure 
(879),  il  est  donc  entre  Met 
M';en  outrelesanglesFDM, 
F'DM  aont  ^gaux  comme 
sym^triques  par  rapport  k 
la  söcante  MM'. 

Si  niaintenan  t  nous  sup- 
posons  que  la  s^cante  MM' 
tourne  autour  du  point  M 

jusqu'Ä  ce  que  le  point  M  pig,  55g. 

vienne  se  confondre  avec 

hii,  le  point  D.  toujours  entre  M  et  M',  viendra  ausai  ee  confondre 
avec  M.  D  aiUeurs,  les  rayons  vecteurs  du  point  D  feront  cona  tammeot 
deux  angles  ögaui  avec  MM',  donc  4  la  limite,  c'est-4-dire  lorstpie  la 
BteanteMM  seradevenue  une  tangente,  ces  deux  angles  aeront  eocore 
6gaui.  L.  q.  f.  d- 
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884.  Corollalre  I.   —  La  normale  aiN  ä  l'hyperbole  en  uii 
point  M  est  btsiectrux  de 
l'angle  forme  par'  ua  des 

rayon.1  vecleurs  de  ce  point 
elleprolongement  de  l'autre.' 

Cur  cette  normale  est 
perpendiculaire  älabissec- 
frice  Interieure  Ml  dans  le 
trJangle  GMF. 

886.  Corollalre 
II.  —  Lesym^trigueGd'un 
foyer  F  par  rapport  ä  la 
tangente  MT,  le  point  de 
contact  M  et  l'autre  foyer 

W  sont  troispoints  en  Ugne  ^"^-  ^■ 

dreite  (flg.  553). 

886.  Corollalre  III.  —  Lelieu  des  projections  det  foyers 
(f  wne  hyperbole  mr  let  tangentes  est  le  cercle  de'crit  sur  l'axe  transvene 
comme  diametre. 

Mörae  d^monstration  que  pour  l'ellipse,  Le  cercle  qui  a  pour  dia- 
metre Taxe  transversa  est  le  cercle  principal. 


887.  —    Le  produit  des  distanccs  des  foyers  ä  une  tmigente  est 
consläiitpourla  mfmehyperbole 
et  egale  ä  e'  — a'. 

Soient  1  et  I'  lea  projections 
des  foyers  sur  la  tangente  MT : 
ces  points  sont  sur  ie  cercle 
priDcipal  f886).  SoitN  le  point 
de  rencontre  du  prolongement 
de  IF  avec  le  cercle.  A  cause  de 
l'angle  droit  inscrit  en  I,  la 
(IroiteNT  est  undiam&tre;  par 
suite,  les  triangles  OFN,  OFT 

sont  egaux  comme  ayant  un  ■     ^^^   ^^ 

angle  egal  compris  entre  cötes 
cgaux  chacun  4  chacun.  Donc  Fl'  =: FN,  et  alors,  oa  a  : 

FIXFT  =  FIXFN. 

Hais  quelle  que  soit  )a  direction  de  FIN,  ce  dernier  produit  est 
toujours  constant  et  ^gal  ä  FA  X  FA' :  donc 

FlxFT  =  FAxFA'=(c  — a)(c4-a)=c'— a'. 
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5  II.  —  ASYMPTOTES 

888.  DABnltlon.  —  On  appelle  fuj^/nptote  d'une  hyperbole 
la  limite  des  positions  que  prend  une  tangente  dont  le  point  de 
contact  s'^loigne  ä  riafini.  On  dit  plus  simplemeDt  encore  : 
I'asymptote  de  l'hyperbole  est  sa  tangente  ä  l'inflni. 

TH^OR^HE 

889.  —  VkyperboleadeuxasymptoteiquipaMentparsoncenüv 
«t  tont  symitriques  par  rapport  d  sei  axes. 

Soient  les  foyers  F,  F,  les  sommets  A,  A'  et  le  cercle  direclear 
FD.  Supposons  qu'un  point  mobile  N  soit  sur  ce  cercle.  Nous  avons 
vu  (878J  que  si  ce 
point  part  de  la  Posi- 
tion D  et  se  deplace 
dans  le  sens  de  la 
flache,  la  courbe  se 
trouve  engend r^e  par 
un  point  M  commun 
a«  rayonFNprolongö 
et  k  la  tangente  IM, 
perpendiculaire  au 
milieu  de  FN.  Nous 
avons  ^galeuient  vu 
que  si  FN  devient  la 
tangente  FT  au  cercle 
directeurFT),  le  rayon 
FT  et  la  tangente  HX, 
c'est-ä-dire  la  perpen- 
diculaire au  milieu  de  riG.  5^. 
FT,  sont  paralleles,  de 

8orte  que  leur  point  de  contact  M  se  trouve  rejet^  k  rinfini.  La  tan- 
gente HX  ne  pouvant  rencontrer  l'hyperbole  qu'ä  l'infini  est  donc  une 
asymptote.Bllepassed'ailleurs  parle  centreO,puisque,dansletriangle 
FTF,  la  droite  HO  est  parallele  k  FT  et  que  H  est  le  milieu  de  FT. 

La  tangente  FT'  donne  une  nouvelle  asymptote  OY.  D'ailleurs,  ä 
cause  de  la  symätrie  des  points  de  la  courbe  par  rapport  au  centre, 
les  droites  OX,  OY  prolong^es  sont  asymptotes  de  la  hranche  de 
gauche.  Donc  l'hyperbole  a  deux  asymptotes.  De  plus  ces  asymptotes 
sont  sym^triques  par  rapport  aux  axes  de  la  courbe,  car  FH^FH'. 

Corollalre  I.  —  Les  asymptotes  d'une  hyperbole  sont 
dirigies  suimnt  les  diagonalet  du  reetangle  construit  sur  tes  detix  axes, 
et  la  distance  dufoyer  ä  fatymptote  est  iqale  äh.  ~ 
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En  efTet,  ^levons  au  sommet  A  la  perpendiculaire  AK  limitee 
de  part  et  d'autre  aux  asymptotes ;  puie  projetons  le  foyer  F  en  I 
surrasymptoleOX.Comme 
OX  est  par  deflnition  uoe 
tangente  ä  l'hyperbole,  il 
■  en  rösulte  que  le  point  I 
est  Bur  le  cercle  principal 
(886).  Par  suite  les  trian- 
gles  reclangles  AOK,  FOl 
sont  ägaux,  car  tls  ont  un 
angle  aigu  commun  etOI  = 
a=0A:doncOK  =  0F  = 
c  et  (874)  AK  =  i.  Donc 
les  asymptotes  sont  diri- 
gees  süivantles  diagonales 

du  rectangle  qui  a  pour  di-  f,q   ggß^ 

mensions  'ia  et  26,  c'est- 

ii-dire  les  deux  axes  ;  de  plus  Ia  distance  FI  du  foyer  F  k  rasymp* 
t»te  est  ögale  ft  AK  ou  ä  6, 

11  est  toujours  facile  de  construire  les  asymptotes  d'une  hyper- 
bple  connaissant  a  et  c,  car  alors  on  pourra  d^terminer  b  et  cons- 
truire le  rectaugle  sur  les  axes  de  la  courbe. 


—  Le  cosinta  du  demi-angh  de»  a$ymptotes  ifui  comprtnd 
ehaque  brancke  de  r/typerbole  ett  igal  au  rappori  — 


'  OF  ■ 


Corollalr«    III.   —    Lortque    le 

point  M  se  diplace  sur  rkyperboU  (fig. 
555),  la  tangenle  faitavec  Caxe  tmns- 
verse  un  angle  aigu  donl  le  mtnimum 
ttl  i'angle  de  l'asymplote  avec  cet  axe. 
Eq  effet,  rangle  MRF  a  pour  com- 
plfiment  I'angle  NFR  ;  or,  ce  dernier 
angle  crolt  de  löro  4  TFR;  donc,  pen- 
dant  CS  tempe,  I'angle  MRF  d^crott 
jasqu'ä  ce  que  latangente  Ml  soit  de- 
yenue  asymptote :  donc  I'angle  mini- 
mnm  est  I'angle  formfi  par  Tasymptole 
«rar-  ■ 


890.  Hyperboles  conjn-  F's-  5S6  bis. 

gufies.   —   On  dit    que   deux 

hyperiwles  sont  conjuguees  lorsque  Taxe  transverse  de  l'une  est 
Taxe  non  transverse  de  l'autre.  II  rösulte  de  lä  que  deux  hyper- 
boles conjugußes  ont  les  m^mes  asymptotes  (flg.  556  bis). 


OOSSTEÜCTIOH  DK  hi  TANGBMTB  A  l'HYPEBBOLE  427 

I  III.  —  CONSTRUCTION  DE  LA  TANGENTE  A  L'HYPERBOLE. 
PRÖPRIETES  DES  TANGENTES  A  CETTE  COURBE 

FROBI^HE 

891.  —  Mener  ä  une  kyperbole  une  tangente  par  unpoint  donni. 

4'  Le  point  donne  M  . 
est  sur  l'hyperbole.  II ' 
suffitde  mener  la  Mssee- 
trice  des  rayons  vecteure 
du  point  M.  Cette  bissec- 
trice  est  la  tangente  de- 
mandee  (883) ; 

2°  Le  point  donnä  P 
est  un  point  quelconque 
du  plan  de  Thyperbole 
dont  les  foyers  sont  F, 
F"  et  Taxe  transverse  AA' 
oo  2a.  Supposons  le  pro- 
'  blime  rösolu  et  soit  PM 
la  tangente  demand^e.  11  Fig.  537. 

est  evident  que  si  Ton 

connaissait  le  symetrique  G  du  foyer  F  par  rapport  ä  cette 
tangente,  on  pourrait  la  construire.  Cr  le  point  G  est  sur  le 
cercle  directeur  de  centre  F' ;  mais  il  est  aussi  sur  le  cercle  decrit 
du  point  P  avee  PF  pour  rayon  ;  donc  le  point  G  est  donnö  par 
l'inlersection  de  cps  deux  cercles.  Ce  point  ötant  döterniine,  la 
tangente  elle-möme  est  determinöe;  puisque  c'est  la  perpendi- 
cnlaire  menee  du  point  P  au  milieu  de  FG.  Le  point  de  contact  M 
^st  d'ailleurs  ä  la  rencontre  de  la  tangente  avec  F'G  (885) . 

DUcussioD.  —  Les  deux  cercles  pouvanl.se  couper  en  deux 
poirfts  G  et  G',  on  peut  gen^ralement  mener,  du  point  P,  les  tan- 
gentes  PM,  PM'  ölevees  sur  les  milieux  de  FG,  FG'.  Pour  qn'il  y 
ait  les  deux  points  coramuns  G  et  G',  il  faul  et  il  sufdt  qu'on 
puisse  former  le  triaugle  PF'G ;  mais  les  trois  cötes  de  ce  trlangle 
sont  PF',  PG  =  PF  et  F'G  =  2a;  il  faut  donc  et  il  auffit  que  ces 
loagueurs  satisfassent  aux  trois  conditions  suivantes  : 

PF  <  PF  +  2«  (1),  PF  <;  PF'  +  2a  (2),  2a<  PF  +  PF  (3). 
Or  l'in^galite  (3)  est  vraie  dans  tous  tes  cas,  car  on  a  toujours 

2a  <  2c  <  PF  4-  PF'. 
Quant  aux  deux  premiöres,  elles  peuvent  s'6crire  : 
PF'  —  PF  <  2a  et  PF  —  PF'  <  2a. 
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Ce  qui  signifie  que  le  point  P  doit  ötte  exWrieur  ä  la 
,courbe(879). 

Si  cette  conditioD  est  remplie,  les  cercles  se  coupent  en  dcux 
poinls ;  et,  par  suite,  le  problöme  a  deux  gt>Iutioiis. 

Ainsi,  d'un  poinl  exlerieur  i  une  hyperbole,  on  peut  menerä 
cette  courbe  deux  tangentes  et  on  ne  peut  ea  mener  que  deux. 

Si  le  point  P  est  sai  l'une  des  branches  de  l'hyperbole,  celle 
de  droite,  parexemple,  on  aPF  ^  PF  ^:  Sa,  egalite  qui  signiße 
que  les  deux  cercles  sont  tangents.  11  n'y  a  donc,  dans  ce  cas, 
qu'une  Solution. 

Si  le  point  P  est  Interieur  k  l'hyperbole,  les  deux  cercles 
deviennent  ext^rieurs  et  le  probl^me  n'esl  plus  possible. 

Si  le  point  P  6tait  sur  une  asymptote,  la  consiruction  mönlre 
que  l'une  des  tangentes  colnciderait  avec  cette  asymptote. 

Si  le  point  P  cotncidait  avec  le  cenlre  0,  les  tangentes  coVnci- 
deraient  l'une  et  Tautre  avec  les  asymptotes. 


PROBLEME 

892.  —  Mener  ä  Vhyperbole  une  langenle  parallele  ä  une  droite 
donnie. 

Abaissons  du  foyer  F  une  perpendieulaire  FK  sur  la  droile 
donnee  CD ;  puis  döcrivons  le  cercle  directeur  du  foyer  F',  D'aprös 
ce  que  nous  avons  vu  plus  liaut  (891),  les  perpendiculaires  MI, 
M'i  elevees  sur  les  milieux  des  droites  FG,  FG',  sont  les  tangentes 
demand^es.  Les  rayons  prolonges  F'G,  G'F'  determineut  les  poinls 
de  contact  M  et  M'. 

Diacassion.  —  Four 
que  le  probifeme  soit  pos- 
sible, il  faut  que  la  per- 
pendieulaire FK  ä  CD  ren- 
contre  le  cercle  directeur. 

Or,  pour  qu'il  puisse  en 
ölre  ainsi,  il  Taut  et  il  suf- 
fil  que  cette  perpendieu- 
laire se  trouve  dans  langte 
form^  par  les  tangentes 
menöes  du  foyer  F  au  cer- 
cle'directeur  de  cenlre  F'. 
Si  cette  circonstance  est 
r^alis^e.ie  probleme  admet 

deux  Solutions,  c'eslle  cas  pj^   ^gg 

que  nous  venons  de  voir; 
Bi  la   perpendieulaire    FK    coJncide   avec   l'une  des    tangentes 
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men^es  du  foyer  F,  les  deux  tangentes  paralleles  ä  la  direclion 
donn^e  co!fncident  avec  l'asyniptote  perpendiculaire  ä  FK  et 
alors  les  poiDts  de  conlact  M  et  M'  se  trouvent  rejetös  ä  Tinfini; 
enfin  le  Probleme  est  impossible  si  la  perpendiculaire  FK  tombe 
en  dehors  de  l'angle  des  tangentes  du  point  F  au  cercle  direc- 
teur. 

893.  Corollidre  I.  —  Lei  poinU  de  contact  H  et  M'  des  tan- 
gentes d  l'kyperbole,  paralliles  enlre  eilet,  sunt  symilriques  par 
rapport  au  centre  0  (flg.  558). 

H6me  d^monstration  <]ue  pour  Telltpse  (857). 

Remarque.  —  Od  voit  que  les  Solutions  des  probl6mes  pr^ 
c^dents  (891  et  892}  n'exigent  pas  que  l'hyperbole  soit  Irac6e,  iL 
8uflit  de  connaitre  les  foyers  et  2a. 

TH£0R£:HB  de  Poncelbt 

894.  —  1°  Les  tangentes  d  l'kyperöole,  issuei  d'un  meine  point, 
fönt  des  angles  igaux  avec  les  rayons  vecleurs  de  ce  point  ;  2"  la 
droite  qui  va  d'un  foyer  au  point  de  concours  de  deux  tangentes  est 
bissectrice  de  l'un  des  angles  formes  par  les  rayons  vecteurs  qui  vont 
de  ce  foyer  attx  points  de  contact  des  deux  tangentes. 

La  d^monslration  est  la  mflme  que  pour  l'ellipse (859);  mais  pour  l'hifpertKile 
il  y  a  deuT  caa  4  consiiiärer,  car  les  poiots  de  contact  peuvent  filre  sur  les  deux 
branches  ou  sur  la  mfime  brancbe. 

Premier  gas.  —  Lei  points  de  contact  sonl  aw  les  deux  branches. 

1'  Soient  tes  deux  Ungentes  PM  et  PM',  G  et  G'  les  sjm^triques  des  Toners  V 
«t  F'  par  rapport  k  ces  tangeotes ;  les  droitea  F'G  et  FG'  passent  par  les  poinis 
de  contact  M  et  M' (885). 

D'autre  part  les  deux  triangles 
FPG  et  FPG'  sont  igavx  car,  PG  = 
PFjPFrsPG'et 

FG  =  2a  =  FG'. 

Par  suite  angle f^G  mangle  fw; 

retraochODs  i  ces  deux  angles   leur 

parlie  commune   n,  il    vient   f'PG^=s! 

l.es  angles  moiti^s  1  et  1',  sont  par 
cons^quent  igaax  C.Q.F.D. 

3*  II   taut  prouver  que  FP   est  bis-  f  IG.  559. 

sectrice  de  l'angle  tormi  par  l'un  des 
rayons  vecteurs  M'F  et  le  prolongement  de  l'autre  dans  le  sens  MF. 

^Lea  angles  PFH  et  PGF'  «imöiriques  par  rapport  i  la  droile  PM  sont 
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^  VGr  ä  cause  de  l'^galiU  des  triangleg  ci-dessDS,  doDC 
ingle  des  vecteurs  M'F  et  MF. 

Diuxt^HK  C«s.  — •  Lea  poinlt  dt  contact  sont  lur  la  mtme  branche. 

!•  Boient  les  laogentes  PM  el  PM',  G  et  G'  les  3ym«riques  dos  foyers  F  et  F' 
par  rapport  i  ces  deui  tangentea.  Les  droiies  F'G  et  FG'  passen!  par  les  points 
de  contatt  M  et  M'  (885). 

D'autre  pari,  les  iriangles  PFG  el  PFC'  sonl  6gaux  comme  asuni  leurs  Irois 
tAlis  ^gaux  chacun  i  diacun; 

PG'  =  pr;  Pfi  =  PF; 
enfin  FG  =  Sa  =  FC. 

Par  suile  FPG  =  fpC.  En 
ajoulant  l'angle  commun  a  ä 
cbacun  de  ces  angles  £gaux,  II 

Tient :  PPG'  =  FPG ;  leurs  moi- 
li4s  1  et  l'  sont  donc  igales.  Donc 
raogle  tormi  pftr  la  tangenie  PM' 
et  1e  rayon  vecteur  PF  est  ^al  jk 
l'angle  tormi  par  le  riyon  vec- 
teur PF  etia  langente  MP  pro-  FlO.  580. 
Umgie  dahs  le  sens  MP; 

3-  II  faut  prouver  que  PF  est  bissectrice  de  l'angla  des  rayons  vecteurs  des 
poiDls  de  conlacl ;  pour  cela,  il  sutfli  de  prouver  que  PFM"  =  PFM'. 

Or  les  deux  angles  PFM*  et  PGIU',  symfitriques  par  rapport  ä  latangenle 
PM',  sont  igaaa.  A  cause  de  l'^alitö  des  triangles  ci-dessus  ;  ^^='PGP";  des 
lors  les  supplimenlsde  «es  angles  sont  *gau^  :  PaÜf  =  PFM.  Donc  Dnalemeiit, 
Äm  et  WM',  lous  deuji  ^gaux  k  'PGM',  sont  ^gaux  entre  eux. 
C.  Q.  F.  D. 

th£or£he 

895.  —  Si  Von  prend  comme  axes  de  coordonnSes  let  axes  dp, 
Chyperbole,  cette  courbe  a  pour  equation  : 

t,  —  iL-  i 

En  effet,  mecons  l'ordonnee  MP.  ou  y,  d'un  poJnt  qiielconque 
M  de  l'hyperbole. 
Oa  a: 

ÜP^oj.MP^j,.  OF=c. 
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Les  deux  triangtes  rectaogles  MPF  et  MPF'  donnenl 

MF"  =  MP'  +  PF"  =  ?/'  +{x  +  0' ; 
MF*=  MP»  +  PF*  =y*  +  [x  —  cf. 

d'oii  MF'  —  MF  ^  H*~+l^~+W  —  n'  y'  +  (^  —  «)'   =  2a  : 
'  ßlevant  au  carrä  deux  fois  et  simplifiant,  il  vient 
aY  =  «'  {c'  —  "')  —  «'  (c*  —  «'); 
mais  (874)  - 

c'  —  a'  =  i», 
doDc  : 


a:*6*  —  a'y'  :^  a'i*. 
Divisant  les   deux   mem- 
brea  par  «'A*,  il  vient  l'Äqua- 
tion  clierchäe  : 


Si  dans  celte  derniöre  ^quation  un  fait  a  =  A,  on  trouve  pour 
equation  de  Vhyperbole  equilatere : 


CHAPITRE  VI 

Definition  de  la  parabole  par  la  propriötä  du 
foyer  et  de  la  directrice-  —  Tracö  de  la  courbe 
par  pointa  et  d'un  mouvement  continu.  Axe. 
Sommet.  —  Interaection  d'une  droite  et  d'une 
parabole. 

S  1".  —  PARABOLE;  TRACE  DE  LA  COURBE;  AXE  ET  SOMMET 

Diftnilions. 

896.  —  On  appelle  parabole  le   lieu  des  points  d'un  plan 
equidistants  d'un  point  et  d'une  droite  äxes. 
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Le  point  fixe  F  et  la  droite  fixe  DE  sont  le  foyer  et  ia  direetrice  de 
)a  courbe. 

La  distance  FD  du  foyer  k  la 
direetrice  est  le  parametre  de  la 
parabole;  on  le  represente  parp. 

La  dislaace  MF  d'un  point  M  de 
la  courbe  au  foyer  est  le  rayon  vec- 
teur  de  ce  point. 

D'apröa  la  deflnition  de  la 
parabole,  la  distance  ME  d'unpoint 
de  la  courbe  k  la  direetrice  est 
4gale  au  rayon  vecteur  MF  de  ce 
point. 

pbobl£:me 

897.  —  Tracer  une  parabole 
parpoints  connatssant  son  foyer  et 
sa  direetrice. 

i"  Methode. —  SoientFle  foyer  ^j^^  ß^_ 

d'une  parabole  et  DE  sa  diree- 
trice. Menons  une  parallele  quelconque  LL'  k  la  direetrice  et  soit  N  le 
point  od  cette  droite  rencontre  la 
perpendicutaire  FD  h  la  direetrice. 
D'aprös  la  definitiondela  parabole, 
les  points  de  cette  courbe,  cberch^s 
BurLL',  doivent  6tre  h  une  distance 
DN  de  la  direetrice  et  du  foyer  F ; 
ils  seront  donc  sur  le  cercle  de 
centre  F  et  de  rayon  DN.  Or  ce 
cercle  ne  coupera  LL'  qu'en  deux 
points  (167)  M  et  M'.  Ces  points  ap- 
partiennent  en  effet  ä  la  parabole, 
car  la  distance  ME  du  point  M  k  la 
direetrice  est  ^gale  ä  DN  =  MF.  U 
en  est  de  mäme  pour  le  point  M'. 

DtacuBSlon.  —  Le  cercle 
ddcrit  du  point  F  avec  DN  pour 
rayon  ne  peut  evidemment  rencon- 
trer  la  parallele  k  la  direetrice  que 
dans  le  cas  oi^  le  point  N  est  k  droite  vta.  563. 

du  milieu   A  de  FD.  II  r^sulte  de 

lä  :  l"  que  la  courbe  est  tout  entiöre  k  droite  de  la  parallele  AR  inen^ 
par  te  milieu  A  de  FD  et  que  le  point  A  est,  par  cons^quent,  le  sant' 
met  de  la  parabole;  2"  que  la  courbe  a  des  points  k  rinflni,  car  la  dis- 
tance DN  peut  croltre  sans  limite ;  3o  que  la  courbe  a  deux  branchee. 
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car  eile  apour  axe  de  symetrie  la  perpendiculaire  Fl)  ä  In  directriee; 

4"  que  la  courbe  n'est  pas  ferm^e,  car  UN   pouvant  depasser  toutO' 

grandeur,   les  points   symetriques 

de  la  courbe,  par  rapport  &  Taxe, 

sont  de  plus  en  plus  distants  Tun  de 

l'autre. 

2»  Methode.  —  Un  autre  procede 
facile  permet  aussi  de  construire  la 
parabole  par  points. 

Consid^rons  un  point  G  mobile 
sur  la  directriee  ül^;  tirons  GF  et 
Bur  le  milieu  de  cette  droite  elevons 
une  perpendiculaire   IM  que   nous 

prolongeroDs  jusqu'ä  sa  rencontre  ' 

avec  GM  parallele  k  Taxe.  Le  point 
M  appartient  k  la  courbe,  car  IM 
ätant  perpendiculaire  au  milieu  de 
GF,  il  en  resulte  que  MG  =  MF. 

En  faisant  varier  le  point  G  sur 
la  directriee,  on  pourra  obtenir  au-  ria.  663.  . 

tant  de  points  de  la  courbe   qu'on   voudra. 

D'ailleurs,  comme  la  rencontre  de  GM  et  de  IM  ne  donne  qu'an. 
point,  il  arrive  que  les  paralleles  ä  Taxe  ne  rencontrent  la  parabole 
qu'en  un  seul  point. 

Enflo,  on  voit  que  la  parabole  partage  le  plan  en  deux  r^gions; 
l'une ,   la    region    interteure, 
contient  le  foyer;   l'autre,  la 
region  exterieure,  contient  la 
directriee. 

probi^he: 

898.  —  Tracer  une  para- 
bole dun  mouvemmt  continu. 
connaissant  son  foyer  et  sa  di- 
rectriee. 

Soient  F  le  foyer  de  la  para- 
bole et  DE  sa  directriee. 

Pour  tracer  cette  courbe 
d'un  mouvement  continu,  on 
place  le  bord  d'unc  rSgle  R  sur 
la  directriee  DE  et  Ton  applique 
contre  cette  r^gle  le  plus  petit 
cAtö  LK  de  l'angle  droit  d'une 

^uerre     KGL.     Ensuite,   on  fio.  56i. 

attaehe  aux  points  F  et  G  un 

fll  inextensible  d'une  longueur^galei  KG.Si  l'on  tientcefil  appIiquÄ 
contre  le  cöt6  KG  au  moyen  d'une poiote,  ou  d'un  crayou,  etqu'on  fasse 
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alors  glisser  l'^querre  contre  la  rägle,  la  pointe  etaot  constamment 
^puy^e  coDtre  le  cbli  KG  d^crira  un  arc  de  parabole.  Ed  elTet,  )e  fil 
4taDt  par  hypothöse  ^gal  &  KG,  on  aura  dans  toutee  tes  pOBitions  de 
l'equerrc : 

GM  +  MF  =  GM+MK, 

par  suite, 

MF  =  MK. 

Le  point  H  est  donc  Bur  une  parabole  qui  a  ponr  foyer  F  et  pour 
directrice  DE. 

La  braDche  inf^rieure  de  la  courbe  se  däcrirait  de  la  m^nte 
mani^. 

THäORftMB 

899.  —  La  distance  d'un  point  du  plm  d'une  parabole  au  foyer 
est  infirieure  au  mpSrieure  ä  sa  distance  ä  la  directrice,  suitant  quc  le 
point  est  int&ieur  ou  extirieur  ä  la  courbs. 

Soit  d'abord  le  point  I  Interieur  4  la  parabole.  Ce  point  est  plus 
rapprochi  du  foyer  que  de  la  directrice;  car  la  perpendiculaire  IK  k 
la  directrice  reocootrant  la  courbe 
en  M,  donne : 

IP<IM  +  MF; 
mais  MF  =  MK,  on  a  donc  :  ■ 
IF  <  IM  +  MK  öu  IF  <  IK. 

Soit  en  gecond  Heu  le  point  L 
exterieur  k  la  courbe.  Ce  point  est 
plus  öloigne  du  foyer  que  de  ladirec- 
trice ;  car  la  perpendiculaire  KL  k  la 
directrice  rencontrant  la  courbe  en 
M, donne :      ' 

LF>MF  — ML, 

LF>MK  — ML, 
ouenfin  „q_  gOB 

LF>LK. 

900.  Corollalre.  —  ün  point  est  &  Vintirieur  ou  ä  Vexti- 
rieur  de  la  pari^ie,  luimnt  jue  sa  distance  au  foyer  est  moiitdre  m 
tupe'rieure  ä  sa  distance  ä  la  directrice. 

Demonstration  träs  facile.  ~  ' 


UmSBECTION   DUNX  DROITE  ET  DUNE  PARABOLB. 


f  II.  —  INTERSECTION  D'ÜNE  DROITE  ET  DUNE  PARABOLE 
PROBXJ&HB 

901-  —  Trourer  le»  poitUi  communi  äune  droit«  et  Aune  parth- 
hole  dont  OH  ctntnait  le  foper  et  la  direetriee  (ßg.  566). 

Supposons  un  pojnt  H  commuti  ä  la  droite  BC  et  ä  la  parabole 
■ayant  F  pour  foyer  et  DE  pour  directrite.  Prenons  le  sym^triqüe  G 
^u  foyer  F  par  nipport  ä  BC  et  menons  la  perpendiculaire  MP  ä  la 
direetriee.  Les  trois  dislances  MP,  MF  etMti  sont  egales;  parsuite,  le 
point  M  est  le  centre  d'un  cercle  passaitt  par  les  points  contius  F  etG. 
Si  le  point  P  ii&il  connu,  la  perpendiculaire  h  DE  en  ce  point  dä«r- 
'  minerait  le  poinl  M  eu  rencontrant  BC.  II  s'agit  donc  de  troiiver  le 
point  P.  A  cet  effet,  prolongeons  FG  jusqu'ä  sa  rencontre  en  K  avec 
DE ;  oons  avona  :  B*'  =TCP*  =  KF  X  KG.  Comme  KF  et  KG  sont 
des  quantitds  connues,  nous  trouverons  facilenient  KP=^KP.  Les 
perpendiculaires  en  P  et  F  donneront  les  points  JI  et  H'  coinmuns  ä 
la  droite  et  k  la  parabole. 

l>lacuaaloii.  —  La  droite  BC  rencontre  la  parabole  en  deux 
points,  si  G  se  trouvedu 
mänie  cAte  que  P  par 
rapport  k  DE;  il  n'y  a 
qu'un  point  de  cominun 
ä  la  droite  etä  la  courbe, 
si  G  est  sur  la  diree- 
triee ;  enfin  la  droite  BC 
ne  reneontre  '  pas  la 
courbe,  si  F  et  ü  sont 
<le  part  et  d'autre  de  la 
direetriee.  Si  BC  est  per- 
pendiculaire k  la  diree- 
triee, il  n'y  a  qu'un  seul 
point  de  commun  k  la 
direetriee  et  ä  la  courbe; 
c'est  d'ailleurs  ce  que 
noufl  avons  dejii  vu 
<897).  Si  )a  droite  BC 
passe  au  foyer  de  la 
parabole,  les  points  F 
et  G  sont  confondus  en 

un  geu!  point  F,  et,  par  ■  nr.   566 

suite,KG  =  KF,desorle 
que  ItP  =  RP  .  II  gufßra  donc  de  prendre  KP  =:  KF  =  KF. 

902.«>>rollalre.   -  La  parabole  est  uue  courti amt>exi 
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CHAPITRE  VII 

Tangente.  —  Normale-  —  Mener  ä  une  parabole 
une  tangente :  1'  par  un  point  donnö;  3*  paral- 
tölement  ä  une  drolte  donn6e.  —  Propri6t6s 
des  tangentes  ä  la  parabole.  —  Sous-normale. 


I  I«r.  _  TANGENTE.  —  NORMALE 
TH^OR^iME 

803.  —  La  tangmte  A  la  parabole  fait  des  angies  egnur  mec  la 
parallHeäl'axeet  le  rayon  reeteur  meiie  auiwint  de  coHlacl  (dg.  367). 

Soient  F  le  foyer  d'une  parabole  et  MM  une  secante  quelconque  ü 
rfilte  courbe.  Prenons  le  üymetrique  (i  da  foyer  F  par  rapport  ä  M.M' 
et  menons  la  droite  GH  parallele  h  laxe  :  1"  le  point  II  oft  Gll  rencontre 
MM'  est  entre  M  el  M  ;  2»  les 
droites  GH  et   KH   fönt  des 
angles  egaux  avec  MM  . 

En  effet,  tirons  MF,  MG  et 
menons  MP  peipendiculaire 
d  la  directrice.  Nons  avoiis 
MP  =  MF  =  M<;.  Le  point  G 
est  donc  sur  le  cercle  de 
rayon  MP  et  de  centrt'  M ; 
mais  comme  ce  cprcle  est 
tangent  en  P  ä  la  directrice. 
le  point  G  est  n^cessairement 
a  droite  de  cette  directrice. 
Par  suite,  nous  avons  HG  ou 
ssn  ögale  HF  plus  petite  quo 
HE,  donc  !e  point  11  est  inte- 
rieur  k  ta  parabole,  etcomme 
MM'  n'a  qite  deux  points  M 
et  H'  sur  la  courbe.  it  en 
r^sulte   que   II    est  entre  M  _-i 

elM'. 

D'autre  part,  ä  cause  du  trian^le  isocSle  GIIF,  les  angles  GHl, 


.TANGENTES  A  LA  PARABOLE.  .        '■ 

FHI  sont  4gaux.  Sj  raaintenaiit  nous  supposons  qtie  la  s^ntn  K 

toarne  tlutour  du  point  M  jus- 

qa'k  ce  que'  le  point  M'  vienne 

ge  confondre  avec  lui,  le  poiot 

H,  toujours  entre  M  et  M',  vien- 

dra  auasi.  se  confondre  avec  M.  * 

D'ailleurs,  danstoutes  le&  posi- 

tioRS  de  la  sdcante.  MM'  les  an- 

gles  Gm  et  FHI  ne  cesseronl 

pas  d'ätre  egaux,  donc  h  la' 

liinite,  c'est-i-dire  lorsque  la 

B^cante  MH'  sera  devenue  une 

tangente  MT,  ils  seront  encore 


904.  Ciorollnire    I. 

—  La  normale  MN  est  hissee- 

trice  de  l'angledu  rayon  vecleur 

et  de  la  parallele  ä  l'axe  menee  ■ 

par  le  point  de  cmlaet;  car  pi^  ggg 

cette  normale  est  perpendicu- 

laire  ä  la  bissectrice  Interieure  MT  du  triangle  PMF.  II  r^sulte  de 

iä,  que  la  tangente,  le  rayon  vecleur,  la  normale  et  la  parallele  ä  l'axe 

forment  un  faisceau  harmonique  dont  le  point  M  est  le  centre. 

905.  C^orollalre  II.  —  La  taiigeiite  au  somtnet  est  per- 
pendicalaire  ä  l'axe  et  la  normale  au  mime  point  co'incide  avec  Caxe. 

906.  Corollalpe  III.  —  Le  Heu  des  symelriques  du  foyer 
par  rapport  aux  tangentes  est  la  directrice.  Le  lieu  des  projections  du 
foyer  sur  les  mimes  tangentes  est  la  tangeute  au  sommet  (flg.  568). 

La  preniiöre  proposition  contenue  dans  ce  coroltaire  est  Evidente 
et  la  seconde  est  tres  facile  i  demontrer.  En  effet,  le  point  I,  projec- 
-  tion  du  foyer  F,  est  le  milieu  du  c6te  FP  dn  triangle  rectangle  DFP; 
de  niäme  le  point  A  est  le  milieu  de  FD  :  donc  AI  est  parallele  ä  la 
directrice  et  par  suite  tangente  ä  la  courbe  au  sommet  A, 

907.  Corollalre  IV.  —_  Le  foyei-  est  eqnidistant  du  poittt 
de  coatact  ii  de  la  tatigente  MT  et  du  pted  T  de  cette  taaqente  sur  l'axe. 

Gar  ä  cause  des  paralleles  FD.  Sn*'et  rte-  (a  tangente  MT,  on  a  :  , 


. .  :„ ,       angle  PMT  =  angle  MTF  =  angle  FMT; 
'  donc  Te  triangle  FMT  est  isocele  et,  par  8uite,  F.M  =  VT. 
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{  ll!  —  CONSTRUGTION  DE  LA  TANGENTE  A  L.\  PARABOLE; 
PROPRI^ES  DES  TANGENTES  A  CETTE  COURBE 

PROBLEME 

008.  —  MeaerälaparaMeutt^tangenteparuHpointdonutf. 

fo  Le  point  donii4  Bf  est 
8ur  la  parabale  (fig.  568). 
La  tangente  demand^e  est 
(903)  la  bissectrice  de 
Il^ngle  form^  avec  le  rayon 
v«cteurau  pointMetlaper- 
pendiculaire '  men^e  de  ce 
poiDt  k  la  directrice.  Ön  peut 
encore  obtenir  ta  tangente 
au  point  M,  en  prenant  sur 
l'axe,  ä  partirdu  foyerdans 
le  sene  FD,  une  longueur 
t'T  =  FM  :  la  droile  TM  est 
la  tangente  au  point  M 
(906); 

20  Le  point  donn^  P  est 
un  point  quelconque  du  plan 
de  la  parabole  dont  DE  est 
la  directrice  et  F  le  foyer. 

SupposoDS  le  problöme  re-  na.  5C9. 

Solu  et  soit  MP  la  tangente 

demandee.  Abaissonsdu  point  M  la  perpondiculaire  MH  ä  ladirectiirc 
et  tirons  PH  ainsi  que  MF,  PF  et  PH.  L'inconnue  est  le  seul  point  II ; 
car  la  tangente  demandee  est  la  perpcndiculairc  au  milieu  de  FH 
et  le  point  de  contact  M  se  trouve  i  l'intersection  de  cette  perpendi- 
Gulaire  et  de  la  parallele  HM  ä  l'axe.  Or,  cc  point  II  est  facile  h 
d^lerminer,  car  etant  le  synietriqiie de-F  par  rapport  iila  tangente PM, 
nous  avons  PH  egal  ä  PF.  Donc  le  point  H  eet  sur  la  directrice  et 
,  sur  le  cercle  di^rit  du  point  P  comme  centre  avec  PF  pour  rayon.  Le 
point  H  est  donc  d^termin^. 

DlBcnaslon.  —  Le  cercle  decentro  P  et  de  rayon  PF  pouvant 
couper  la  directrice  en  H  et  H',  on  peut  generalemeat  mener  du  point 
P  deux  tangentes'  PM  et  PM'.  Pour  qu'on  alt  les  deux  points  H  et  H' 
sur  la  directrice,  il  faut  et  il  suflit  que  la  distance  du  point  P  i  cette 
droite  soit  uioindre  que- PF  ou  que  le  point  P  soit  exterieur  ä  la 
courbe.  Si  le  point  P  est  sorla  parabole,  sa  distance  ä  la  directrice 
est  egale  k  PF ;  par  suite  te  cwcle  decrit  du  point  P  avec  PF  pour 
rayon  est  tangent  äladirectric»e6le  probidme  n'a  plus  qu'une sola-  ' 
tton.  Enlin  le  probl^me  est  impoffiible  si  le  point  P  est  int^rieur  ä  la  ' 
parabole. 
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PROBiJiME 

909.  —  Metier  ä  Ui  parabole  une  tangmte  parallele  äune  droiU 
äonnee.      ~ 

Supposons  le  problßme  r&- 
solu  et  soit  MT  la  tangenle  au 
point  M  parallMe  ä  )a  droite 
donn^e  BC. 

Da  foyer  F,  abaissons  sur 
la  droite  donnee  BC  une  per- 
pendiculaire  gui  rencontre  la 
directrice  au  point  G  syme- 
trique  de  F  par  rapport  fi  la 
taogente.  Le  point  G  est  facile 
ä  di^terminer,  puisqu'il  doit  se 
trouver  ä  la  fois  sur  la  direc- 
trice et  sur  ta  perpendiculaire 
menee  du  foyer  F  k  BG.  Le 
point  G  etant  connu,  la  con- 
struction  s'ach^ve  Comme  au 
num^ro  pröcedenl. 

lMBCiie«lon.— Lepoinl  ^'°-  ^~'^- 

G  ^tant  donne  par  l'interseclion 

de  deui  droites,  le  problömeest  toujours  possible,  sauf  le  cas  oüla 
i^röite  donnee  BC  est  parallele  h  Taxe ;  car  alors  FG  devient  parallele 
ä  la  directrice  et  le  point  G  est  pejetö  4  Tinfmi. 

910.  Remarque.  —  Les  trois  probl^mes  prec^ents 
(901,  907  et  908)  n'esigent  pas  que  la  parabole  soit  trac^e,  il  sufflt 
de  connattre  le  foyer  et  la  directrice. 


911.  —  i"  Les  tangentes  äla  parabole  issues  ^un point  fönt  dM 
angles  4gimx  avec  le  rayon  vecteur  de  ce  point  et  la  parallele  ä  faxe; 
2»  la  droite  qui  va  du  point  de  comows  des  tangentes  au  foyer  est  bis- 
sectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

l»  Soient  les  tangentes  PM,  PM',  Menons  les  perpendiculaires HG, 
M'G'  ä  DE;  puis  PHL  parallele  k  Taxe;  enfln  tracons  les  rayons 
vecteurs  des  points  P,  M,  M'.  II  s'agit  de  d^montrer  que  les  angles 
4  et  2  BODt  ^gaux.  En  efTet,  les  angles  3  et  4  sont  egaux  comme 
ayaat  leurs  cöt4s  respectivement  perpendiculaires ;  les  angles  2  et  4 
sont  £gaux  comme  ayant  möme  mesure ;  enflo  les  angles  1  et  3  sont 
^gaux  comme  alternes-interues  :  donc  les  angles  1  et  2  eont  ^gaux. 

2*  II  faut  d^montrer  que  les  angles  PFH  et  PFM'  sont  ^gaux  (w 
que  PF  est  bissectrice  de  l'angle  MFH . 


438  _  "      LiviiB  Tiir.  —  sEcriOss  cosiiiUBS 

2«  ■PFM  =  PGM  comme  sym6triques  par  rapport  ö  la  langente 

1^  ;fGli^=PFM'  comme 
sym^riques  par  rapport  & 
la  tangente  PM' ; 

PGSi=PG'M'cartou8  • 
d6ux  sont  egaux  ä  1  droit 
+  PGD 

ou  PG'D ;  or  ces  deux  an- 
gles  sont  6gaux  comme 
faisant  partie  du  Lriangle 

isocöle  PGG' ;  donc,  PFM 

=  PFM';  d'ofi  il  rdsulte 
qüe  PF  est  bissectrice  de 
iVngleMFM'. 

912.  Gorollalre    I. 

—  La  paralleU  PHL  d 
Faxe,  menie  par  le  point 
de  coHcours  P  de  deux  tan- 
gentis  ,«  une  parnbole, 
passe  par  le  milieu  de  la 
corde  des  conlactt.  •  Fig  37t. 

EnePfetPH  ^tant  perpendicalaire  äGG' passe  au  milie»  H  decette 
firoite,  donc,äcausedutrap6zeGHM'G',lepoint  L  estaussi  le  milies 
de  MM'. 

I  III.  —  SOUS-NORMALE 

913.  n^HnltlonB.  —  On  appellc  som-normaJe  de  la  para- 
hole  la  projection  PN  sur  l'axc  {fig.  572)  de  la  partie  MN  de  la 
normale  coinprise  entrc  son  pied  sur  la  coiirbe  et  Taxe. 

On  nomme  sous-tangente  do  la  parabole  la  projection  RP  sur  Taxe 
de  la  partie  MR  d'une  tangentG  comprise  entre  le  point  de  contact  el 
Taxe. 

THEORifeME 

914.  —  i"  La  soiis-normalc  est  comtante  et  egale  au  parametre. 
2*  Le  sommet  d'um  parabole  est  le  milieu  d'une  sous-tangente. 

1"  Soit  PN  la  sous-normale  d'une  parabole  dont  le  paramötre 
est  DF.  II  s'agit  de  demontrcr  que  PN  =  DF. 

En  effet,  si  du  point  de  contact  M,  nous  abaissons  MH  perpendicu- 
iaira  sur  DE  et  que  nous  menions  FH,  cette  derniöre  droite,  perpen 
ditulaireh  la  tangente,  sera  parallele  et  ägale  \  la  normale  MN.  Le; 
triangles  rectangles  PMN,  DHF  seront  par  cons^quent  4gaux,  et  nou6 
2,iiroils: 

PH  =  DF. 


SOUS-NOEMALE.  ^oU 

2*  II  s'agit  de  prouver  que  le  point  A  est  le.  milieu  de  PR  ou.  qua 

AU  =  AI*. 

Xtc,  dans  le       i 

triangte  DFH  le 

point  1   est    le 
milieu    de    HF 

et  Je  point  A  le 

milieu   de   BF. 

donc  AI  est  egal 

h  la  moitie  de 

1)H     ou     ii    la 

moiti^   de  PM. 

JJonc    dans    le 

triangle     MPR 
-  la  partie  ARest 

la  moitie  de  PR; 

par  suite  AR  = 

AP:do»cenfln  ^^^  g„, 

le     sommet    A 

de  la  parabole  est  le  milieu  de  la  sous-tangente. 


CHAPITRE  VIII 

Relation  entre  le  carrä  d'une  corde  perpendicu- 
laire  ä  Taxe  et  sa  distance  au  sonuuet.  —  La 
parabole  est  la  limite  d'une  certaine  ellipse- 


TH^OSäME 

915.  —  Le  mrre  d'une  corde  perpendiculaire  ä  l'axe  de  lapara- 
bole  est  proporrionnel  ä  la  distance  de  cett«  corde  au  sommet. 

En  effet,  soil  la  corde  MM'  perpendicnlaire  ä  Taxe.  Cette  corde 
esLjiartagee  au  point  Plen  deux  parties  ^galea,  Or  le  triangle  ree- 
tangie  MNR  donne  : 

StP'=PRXPN;  d'ailleurs, 

':.  „        3MP=MM',PR=r2APetPN  =  FD,     . 


4MP .  ou  JKU'.  ^  8AP X  FD. 
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'■  Hais  FD,  n'etant  autre  chosc  que  le  param^tre  p,  est  une  quantit^ 
ccwstsnte,  donc 
1SSF' .  est  Pro- 
portion nel  i  AP 
ou  k  la  distance 
de  la  corde  MM' 
au  sommet  de 
la  courbe. 

TH^OR^HE 

916.— La 

parabok  est  la 

limile  vers  la- 

quelle  tend  une 

ellipse  dont   la 

distance    focale 

ttUffmente  inde-  p,^   5^ 

pH\meiU,  taadis 

fue  l'un  des  foyers  et  le  sommet  votsin  restent  ßxes. 

Soient  une  ellipse  et  une  parabole  ayant  F  pour  foyer  et  Ä  poor 
sommet  voisin.  Decrivons  le  cercle  directeur,  en  prenant  pour  centre 
le  foyer  mobile  F.  Nous  avons 
vu  (839)  que  tout  point  M  de 
l'ellipse  est  equidistant  de  ce 
cercle  et  du  foyer  F,  c'est-ä- 
dire  que  MF  =  MN.  Or,  le  cer- 
cle directeur  de  centre  mobile 
Fa  pour  limite  la  directrice 
DE,  car  ce  cercle  passe  tou- 
jonrs  en  D,  puisque  AD  =  AF, 
et  est  tangent  en  ce  point, 
attendu  que  DE  est  perpendi- 
culaire  au  rayon  FD.  Donc  k 
la  limite  l'arc  ND  coincidera 

avec  la  directrice  DE,  de  sorte  ;. 

que  la  distance  MN  deviendra 
la  distance  MP  et,  par  suite,  ä 
cette  limite  I 'ellipse  sera  deve- 
mie  Dne  parabole. 

C.  q.  f.  d. 


FIG.  574. 


917.  Remarque  ■.  —  Ce  tbeoreme  permet  de  d^duire 
diversee  propri^t^s  de  la  parabole  des  proprietes  correspondantes  de 
l'ellipse.  Ainsi,  par  exemple,  nous  avons  ä^montr^  (902)  que 
la  taagetUe  ä  ta  pariAole  fäit  des  angles  igaux  avec  ta  partÜUie  d- 
taxe  et  le  ra^on  vecteur  meni  au  foint  de  contoct. 
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Or,  au  lieu  du  rtUsonnement  que  nous  avons  fail,  si  Ton  cood* 
döre  la  parabole  comme  U  limite  d'une  ellipse,  on  peut  diire  :  Le 
thioHme  analogue  pour  PelUpse  ilant  vrai  quelle  gue  .sott  ta  äisiance 
focale  tera  encore  vrai  Mi  celle  distance  focale  devient  infinie,  c'ett- 
ä-dire  st  Tmii  des  rayons  vecleur's  dement  une  parallele  «  l'axe. 

TB£0R£HE 

918.  —  Si  l'ott  prend  comme  axes  de  coordonnees  l'axe  de  symi- 
trie  de  la  parabole  et  la  langeiile 
ä  son  sommel,  la  courbe  a  pour 
iqualion : 

t  —  2pa.-. 

En  effet.  soient  QX  et  OY 
Taxe  et  ta  lange nte  au  sommet 
de  la  parabole  ayanl  DE  pour 
directrice.  Menons la corde  HM'. 
D'apr^s  le  tti6or^me  915  nous 
avons : 

MM^  =  SOP.p. 
Mais  Dous  savOQS  dejä  que  : 
MM'  =2y  elqueOP^a:, 
nous  avons  dooc  pour  4quation 
de  la  parabole  ;  . 

.j--  y'  =  2par.  Fig.  K73. 

■■  CHAFITRE  IX 

DöHnition  commune  des  conlques  au  moyen 
d'un  foyer  et  d'une  directrice. 

949.  —  L'eliipse,  l'hyperbole  et  la  parabole  sont  des  vari^t^s 
d'une  mÄme  ligne  qui  est  le  lieu  des 
points  dont  le  rapport  des  distanc'es  ä  un 
point  fixe  appel6  foyer  F  et  li  une  droite 
fixe  appelee  direcirice  est  cotislanf.  Ce  rap- 
port conatanl  e  est  6gal  ä  rexcenlridle  de 
ia  conique. 

920.  DSrinitlon. —  Lorsque l'exceD- 
tricil6  e  d'une  coaique  est  egale  ä  l'unite, 
la  courbe  est  une  parabole.  Si  l'excentri-  "'^ 

cite  e  est  nip&rieure  ä  l'unile,  on  a  une    hyperbote.  Enßo  si 
l'excentricitä  e  est  m/'meu/'e  ii  l'unite,  ia,  courbe  est  une  eZ/tjof«. 
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LIVRE  yill.   —  SECnONS  COSIQUBB 

En  efTet, 

n  a  d'abord  : 

de  plus,  com 

me  MO  est  mediane  dans  le  Iriangle  FMP  et  que 

l'aie  focal  es 

0?=x,  onaeneecond 

Heu  (Ul,  S- 

,■"  —  r« 

=  sn'''x6p=4cx 

ou       (,-'  4- 

r)(r'-r)  =  icx,   ■ 

d'OÜ,  ä  QBMM 

der«qualLOn(l)  : 

Les  äquations  (1)  et  (S)  donnent 
pour  les  valeur»  cherch^s  de  r  et  r*, 
rajons  vecieurs  du  point  M  : 

f=  — —  aetr'  =—  +a- 

C.  q.°f..d.-  F'«-  580- 

927.  IMUHllloa.  —  On  appelle  direciriccf  de  VliyperboU  tes  polaires  dts 
foijers  par  rapport  au  cerclt  principal  (Rg.  581). 

D'apris  cette  d^Bnition,  ces  droites  sont  deux  perpendiculaires  DE,  D'E'  ä. 
Taxe  focal,  voisines  des  sommets  A,  A'  et  &  uae  dislance  du  centre  ^le  k 


—  {83S] ,  par  suiie.  la  distance 
de  chaque  directricfi  ^n  foyer  voi- 


th£or£me 

921.  —  Le  rapport  des  dii 
lances  d'un  poinl  de  l'hyperbole 
ä  un  foyer  et  äta  directriee  roi- 
litte  est  constani  el  igal  d  l'excen- 
Irieiti  e. 

En  eßel,  soit  U  un  point  quel- 
ronque  de  l'hyperbole.  Menons  le 
ra'yon   iiecteur    MF ,    l'ordonnfe 

MPet  la   perpendiculaire  MK  i  _        „ 

la  directriee   voisine    DE.  Nous  ''"^-  "'"■ 

avona  (926) : 

MF="  —  a  =  '^~°    et  MK  =  QP  -OD  =  i  — —  =- 


MK  ü 

th£or£he 

'  839. —  Le  rapport  dtt  dittanee$  (fun  point  A  un  Toi/er  d'une  hiipprboUet  ä 
la  directriee  voisine  est  inßrieiir  ou  sup^rieur  ä  l'eicentriät6,  »aivani  gut  ie 
poinl  est  intirieur  ou  extgrieur  ä  Chypeiiiole. 

.   Mdme  dimonstration  que  pour  l'ellipse  (924)  : 
930.  Corallalre.  —  Le  Heu  des  poinis  d'un  plan  dont  les  dislances  ä  un 
point  et  ä  une  droilefirei  sonl  dansun  rapport eonslant  eaapirienrä  t'imiU, 
e$l  une  byperbole  ayant  pour  foyer  el  directriee  voisine  te  poinl  et  la  droile 


•31.- 
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CHAPITRE  X 
SecUons  cyUndriques  et  conlque». 

S  I.  -  SKCTIONS  PLANES  U'UM  CTLINDBIä  DE  IIEVOLUTION 

Nm»  Bvons  vH  plus  tiaul  «oe  Mute  secUon  plane  perpeniliculalrs 

lonque «U«  MCllon  n-üM  Pl«"  p«pp«n<lic«ter<i  itm. 

th£or£he 

■    »32.  _  i«  «.um  *~  '»»"*■■  'fc  "»•'•'i"  P"  '-  P'"»  »"■■»"'  ■>  '«". 

«uivant  uine  droite  AA'. 

IMcrivoris  dans  le  plao    ' 

mfiridien  deu*  carcles 

O  ^  0'  tantienis  aui 

troU  droiteB  BB'  CC  et  . 

AA'.  II    eäl  facile  de 

voir  que  les  cenlrM  0 

et  (y   se  trouveni    ä 

l'intei-Bftetion   de  laxe 

du  cvlindre  et  des  bis- 

sectrices    (les     ai^les 

BAA',  AA'C  Soienl  F, 

f  les  pointa  de  contact 

des  deux  cercles  avec 

AA'.  Irfiaginons  roaii*- 

tenant  que    la  parile 

droite    de    la     ünure 

tonme  autour  de  OC ; 

la  gönöratrice  BB'  en- 

gfflidrera  la  surfaca  do 

cjlindre,  et  les   deux 

cercles  engendreront 
dem  spheres  inscnies 
dans  ce  cjlindre  aui- 
vant  les  cercles  de  con- 
tact BC,  B'Ü  et  qui 
seront  langen  t  es  au 
plan  sicant  aus  poinls 
FelF'.carleursrayons 

eont  perpendiculaireB  i  .  ,  - 

ce  plan  en  cee  mSmes  p,S.  ngä,         '  t  ^ 

Points,     ioigiions      un  ' ,  ,.  ,  e-  „.  m'^ 

ooini  qaelconque  M  de  la  courbe  de  Mction  au^  points  de  contact  F  et  F  et 
menons  la  cfinlratrice  MNN'  du  poinl  M-  Les  droltes  MF  et  MN  aonl  *gal«s  comme 
tanRentes  menfiea  du  meme  point  i  la  mfime  sphere;  pour  la  meme  raison 
les  droites  MF  et  MN'  sont  aussi  Egales ;  par  suite  nous  avoiis  les  deux  i-alitis : 

MF  =  lJSet  MF'  =  MN', 
d'oi  :  MF  +  MF  =MX  +  MV  =  NN'. 
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Or,  1e  Segment  de  gln^rotrice  KM*,  eoMpn»  eotre  deux  pUns  paralleles,  est 
conslant  etegalÄIadistance  OO'desdeux  sph^rns.  B«paiBlU  äUuit  quelcooque, 
il  en  r£su1te  que  U  courbt  AMA'  esl  teile  que  la  somme  da«  dbtaaces  de  chacun 
de  ses  poiots  aux  deux  points  üie^  V  et  F'  est  coostante ;  cette  aMrtM  est  dcpc 
une  elllpse  ayant  pour  io<jerü  le«  poiots  F  et  F'.  C.  q.  f.  d. 

833.  BeBiarque.  ~-  La  droite  AA'  est  le  grand  axe,  car  dai»  toute  etUpae 
le  grand  axe  est  1a  droite  qai  passe  par  leg  foyers  F,  V  et  se  terroine  de  part  et 
d'autre  &  1a  rencontre  de  la  rourbe  en  A  et  A'.  D'ailleurs  an  voit  ais^inenl  que  : 
AA'  =  OO'. 

Car  AF  =  AB,  A'F  =  A'C,  AV  =  AB',  X'f  =  A'C  j  or,  «i  ■  l'on  ajoute  cea 
quatre  fgalitfe  membre 
&  memlH^,  on  a  : 
3AA'=aBB'  =  300', 
d'oii: 
AA'  =  BB'  =  Oty. 

Le  peiit  axe  est  if»i 
au  diamfeira  du  cylin- 
dre,  car  oM.^xe  est  la 
droite  perpendiculatre 
men^au  milieudeAA' 
dans  le  plan  s^ant, 
cellfi  l^ne  'est  donc 
aussi  perpendiculaire  k 
on  plan  m^ridien  et 
comme  eile  passe  par 
gn  point  de  laxe  00', 
eile  D'est  autre  que  le 
diam^re   du  '  cylindret 

S34.(;orolUlrel. 

—  la  dislanix  formte 
W.  de  Fellipse  ett 
igale  au  atgment  AK' 
de  ginerutrice  comprit 
etitre  le  eommel  A  de 
Vellipse  et  la  projection 
de  l'autre  aommet  A' 
sur  cette  mime  ginira- 

''■'™-  Fig.  583.   , 

En  «tTet. 


AK'  =  AA'  —  AF  —  A'F'  =  FF'. 


B  H.  —  On  peat  loujours  placer  une  etlipse  doniUe  sui-  uij 
ei/lindi'e  de  rivolulioti  dont  le  diamiti-e  est  egal  au  petU  aj:e  de  cette  etlipse. 
■  Car  si  l'on  inscrit  le  grand  axe  AA'  de  l'ellipse  donnfe  entre  deui  g^n^ratrices 
Oppos^s  BB',  CG',  le  plan  menö  par  AA'  perpendiculairement  au  plan  de  ces 
deux  gSnäratrices  coupe  le  cfliodre  auivant  une  ellipse  qui  a  les  mämes  axes 
que  l'elUpse  dünnte  et  qui,  par  consäqueiit,  tui  est  ^gale. 

935  Am.  C«»r*llalrc  m.  —  Les  direetrieet  de  [ellipse  sonl  les  intersecliont 
DE,  lyE'  du  plan  aicant  avec  les  plana  deieercles  de  contacl  BNC,  B'N'C. 

Eu  effet,  menoDS  par  un  point  quetconque  M  de  l'ellipse  un  plan  MHH'  pei*- 
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pendicnlaire  k  l'äie  du  cvlindfv.  Ce  plan  est  perpendlculafre  aa  pUn  miridien:  . 
par  Huite,  son  intpreection  MP  avec  le  plan  s^nt  est  perpeniiiculalre  au  grand 
axe  AA'  de  l'eKipse.  La  dislanve  du  point  M  ä  DE  est  hoac  dgale  ä  PD ;  d'autre 
pari,  sadistaiice  au  Toyer  F  est  SIF  =  MN  =  HB.  Or,  leü  tnaiigles  semblables 
.n..  ...n^  *B        AH         AB  +  AH         HB 

ABD,AHPao„„».,     _  =  _  =  ^,^-j-^  =  — ; 

maU  AK'  ätaot  4ga1  a  FF'  et  les  Iriangles  ABD,  AA'K'  £tant  semblables,  nous 


Ainst,  la  dislancc  HB  ^^  MF  da  poiiit  lU  au  foyer  F  et  la  di«tance  PD  du 
inline  poiol  k  la  perpendiuulaire  DE  ä  Taxe  AA'  sunt  dans  le  rapport  — -  Donc 
(993)  DE  est  la  directrice  d)i  foyer  F.  Oa  verrait  de  rnftnie  que  DE'  e«t  la  dii'ec- 
trice  du  foyer  F', 

Dans  le  cas  oü  le  plan  .s^eant  est  perpendicuiaira  ä  Taxe,  tes  ilii-ectrices 
s'eloigDent  ä  riRflni,~et  la~  sectioii  eil  uti  cercle ;  or.  oii  sai[  di'jä  (|ue  le  cercle  est 
uTie.el.tipsedont  lesfoyers  sont  confoitdus. 

g  II.  —  SEGTIONS  PLASES  DU  CONK  DK  KKVOLUTION 

(Mtboda  de  DaDdeUn.|' 

936.  —  La  Beclion  plane  taite  dans  ua  c^e  de 
touies  les  gän^ratrines  d'uiie  tatma  uappe, 
cäne,  ou  encore  £tre  parallele 
k  iine  g^n^ralrice.    Dans    le 

Premier  cas,  la  a«<:tioii  est  une 
tilipaf,  dans  le  deuxi^me  caa, 
eile  est  une  hyperbole  et,  dans 
It^  Iroisieme  cas,  une  para- 
6o/e.-c'est  ce  que  nous  allons 
deinontrer  successivement. 

THfiOR£HE 

937.  —  La  section  dun 
c4iie  de  rfvoiution  par  un 
plan  qui  rencontre  loiilti 
Its  geniratriees  rfuiie  meine 
nappe  est  une  eliipae. 

La  dämonstratioii  ci-des- 
taua  a  la  plue  grande  analo^ie 
avec  Celle  du  n*  833.  Menons 
un  plan  mfridien  perpendi- 
culaire  au  plan  sScant  AMA' 
0  coupant  le  cüne  selon  les 
g^näratrices  SBB',  SCC  et  le 
plan  s^cant  suivant  une. 
droite  AA'.  D^rivons  dans  le 
plan  m^ridien  deux  cercles  O 

et   ty    tangents     au\    irois  ' 

droiies  BB',  CG'  et  AA'.  Soient 
F,  F'  les  points  de  coniact  des 
deux  cerclesavec  AA'.  Suppo- 

M>ns,  comiue  pour  le  cyllndre,  y,-   -q, 

que   la  partie    droiie  dela  m..  .jd». 

flgure  »ourne  -wiour  de  l'aM-  00'.    la  genfiratrice  SX  engendrera  la  surfaco 
du  cüoe,  et  les  deui  cercles  engaodreront  deux  spWres  instriles  dans  ce  ufiae 
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.  «uivantlescerclesde  conlactBC,  B'C,  elquiseront  langentes  au  plan  sieant  aui 
poinlB  F  et  K',  car  teurs  rayons  sont  perpendicutaires  au  plan  s^canl  en  ues 
mämes  points.  Joiffnons  un  point  quelconque  M  de  la  courb«  de  section  aux 
poinis  ile  contact  F  ot  F'  et  meniHis  la  ginSratriee  MNN'  ilu  point  M.  Le«  ijroiie« 
MF  et  MN  sont  Egales  comme  tangenles  menees  du  point  M  i  la  meme  sph^; 
poar  la  möiiie  raison  les  droites  MF',  MN'  sont  ausü  ägales;  par  Euite,  nous 
avons  les  deui  jgalitäs  : 

MF  =  MN  etMF'  =  MN'. 
d'oö  :  MF  +  «F'  =  MN  +  MN'  =  NN'. 

Or,  1e  Segment  de  gän£ratrJce  NN'  compris  entre  deux  plaiis  paralleles  BNC 
B'N'C  est  constant  et  isia\  k  la  dlatance  BB'.  Le  point  U  ätant  quelconijue,  il  en 
riaulte  que  la  eourbe  AMA'  est  teile  que  la  somme  des  dislances  de  chacun  de 
ses  pointa  aux  deux  points  fixes  F  et  F'  est  conslaute,  ceite  eourbe  est  donc  uiie 
ellipseayant  )iourfoyerE  les  points  F  etK'.  D'ailleurs,  la  droite  AA' passant  par 
leg  foyers  F  el  F'  est'le  grand  axe  de  l"ellip3e.  De  plus 

AA'  =  NN'; 
ear  AF  =  AB,  A'F  =  A'C,  AF'  =  AB',  A'F'  =  A'C ; 

et  ajoutant  membreA  membra 
ces  quatre  ägalitäs,  il  vient : 
3AA'  =  CC'+  BB'  =  S  NN'; 
d'oü: 

AA'  =  NN'. 

93S.  Bemar^ae.  —  Au 
lieu  de  dJmotitrer  directement 
que  la  section  d'un  cylindre 
de  Involution  par  un  plan 
oblique  ä  Taxe  est  une  ellipse, 
on  pourrait  coiisidörer  cette 
proposition  comme  un  corol* 
laire  du  tli^oreme  prjcädent, 
car  un  cylindre  de  rävotution 
n'est  qu'un  cAne  de  rävolu- 
lion    doot  le  sommet   est    A. 

939.  CoroUalnt  t.  -  La 

ilistance  focate  FF'  de  i'ellipse 
««1  egale  au  legmeitl  AK'  de 
ginimtrice  comptis  entre  le 
sammet  A  de  I'ellipse  et  la 
perpendieulaire  ä   Vaxe  paa~ 

En  elTel, 
AK'  =  Bff  -  AB  —  K'B' ; 


=  Aa;  ab  =  AF 


•    Fig.  585. 
AA'  —  AF  -  A'F'  —  FF. 


9W.  Cop«Ualre  11.  —  Le  carri  da  petit  axe  oa  4  b'  est  ^gal  au  pi-oduit 
AK  X  A'K'  des  paralliles  AK,  A'K'. 

En  effet,  dans  le  triangle  A.A'K',  il  est  facile  de  voir  que  la  projeclion  de  la 

mediane  issue  du  sommet  A  est  £gale  ä  -^ ;  par  suite,  on  a  (344,  S-) : 

AÄ?'  -  ÄK''  =  4  o*  -  4  c»  =  4  6'  =   "^„--  X  9  A'K'  =  AK  X  A'K'. 
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041.  Corollalrc  IMM.  —  Les  directnces  de  lellipse  sonl  les  intersecHons 
DE,  D'E'  du  plan  secant  avec  les  plans  de^  cercles  de  conlacl  BNG,  li'N'C 

Ea.  eilet,  menoiispar  uu  point  quelconque  M  de  Tellipse  un  plan  MHH'  per- 
pendiculaire  ä  Taxe  du  cöne.  Ge  plan  est  perpendiculaire  au  plan  meridien;  par 
suite,  son  intersection  MP  ävec  le  plan  secant  est  perpendwulaire  au  grand  axe  AA' 
de  TelUpse.  La  distance  du  point  M  ä  DE  est  dooc  ^gale  a  PD ;  d'autre  part,  sa 
distänce  au  foyer  F  est  MF  =  MN  =  HB.  Or,  des  iriangles  semblables  ABJ),  AHP, 
AA'K'  et  de  AK'  =  2c,  on  d^duit,  sans  pein6,  les  egal  i lös  suivantes  : 

AB  ^  AH  _  AB  + AH  _  HB  _  A£  _  £c  _  ^. 
AD  "^  AP  "~  AD  +  AP  "^  >D  "*"  AA'  ~  2«  ~  a  ' 

La  distance  HB  =  MF  du  point  M  au  foyer  F  et  la  distance  PD  du  mSme  point 

c 
ä  la  perpendiculaire  DE  a  Taxe  AA'  sont  dans  le  rapport  —  Donc  (923)  DE  est 

la  directrice  du  foyer  F.  On  verrait  de  möme  que  p'E' est  lä  directrice  du 
foyor  F', 

042.  Corollalre  I¥.  —  On  p-ml  toiijours  piacer  wie  isllipse  donnäe  sur  un 
cöne  de  revolution, 

En  effet,  dans  Ici  triangle  AA'K,  on  connait  AA'.=  2a  et  A'K  =  AR'  ='2c; 
d'autre  part,  on  connatt  aussi  Tangle  oppos^  au  cöte  AA',  car  cet  angle  vaut  un 

'  ■■  •'  1 

droit  plus  Tangle  CSD  =  —  BSG:  ce  qu*on  voit  facilemenl  en  menantpar  le  point 

K  une  parallele  k  SO.«Comme  on  a  constamment  2  a  >  2  c  et  que  rangle  oppos^ 
ä  AA'  ou  2  a  est  obtus,  on  pourra  toujours  construire  le  triaugle  AA'K,  et  il  n'y 
aura  qu'uqe  Solution.  Le  plan  secant  perpendiculaire  au  plan  tn^ridien  et  passant 
par  la  droite  inscrite  AA'  coupera  le  cöne  suivant  uneeliipse-eyideinment  egale 
a  la  proposee. 

043.  CoroUatre  V.  —  La  iangente  en  un  poinl  M  d'im^  seciion  plane 
d'un  cöne  et\  en  g^neraly  de  ioute  sur  face  est  l- intersection  du  plan^^cänt  avec 
le  plan  tangetit  ä  la  surfdce  au  point  M,  car  cette  iangente  est  /<  tu  fois  dans  le 
plan  secant  et  dans  le  plan  tangent  aupoiw^M. 

'    •  .' ' "        '  ■  ■•^    '   . 

.044. — La  section  d'un  cöne  de  riuolution  par  uji  plan    gut  coupe  les 

deux  7mppes  eslune  hyp€rbole(ü^,b86). 

Menons  un  plan  meridten  perpendiculaire  au  plan  secant  et  coupant  le  cöne 
suivant  les  göneratriöes  BSß',  CSC'  et  le  plan  s6cant  suivant  une  droite,  AA'. 
Imaginons  deux  sph^res  0,0',  obtenues  conime  plus  haut  (937),  dpnt  les  poInts 
de  contact  avec  le  point  secant  sontF,F'  et  ayant  pour  cercles  de  cpntact  avec 
le  cöne  les  plans  suivanls  :  BG|  et  B'G'.  Joignons  ün  point  quelconque  M  de  la 
courbe  de  section  aux  points  de  contact  F  et  F';  puis  menons  la  generatrice 
MNSN';  lesdroites  MF  et  MN  sont  egales  comme  tangentes  menöes  du  point  M  ä 
la  memie  sphere ;  pour  la  mßme  raison  les  droites  MF',  MN'  sunt  aussi  egales  ;  par 
suite,  nous  avons  les  deux  egalitös  : 

MF  =r  MN  et  MF'  =  MN', 

d'oü :  MF'  —  MF  =  MN'  —  MN  =  NN'  =  BB'  =  CG'. 

Or,  le  Segment  de  g^neratrice  NN'  compris  entre  c^eux  plans  paralleles  BNG, 

B'N'G'  est  constant.  Le  point  M  ätant  quelconque,  il  en  resulte  que  la  courbe  AMA' 

.est  teile  que  la  dilference  des  distances  de  chacun  de  ses  points,  aux  deux  points 

fixes  F  et  F'  est  constante,  cette  courbe  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  foyer 

les  points  F  et  F'. 

D'ailleurs,  la  droite  AA'  passant  par  les  foyers  F  et  F'  est  Taxe  transverse  de 
rhy perhole*  De  plus 

AA'  =  NN'  =  BB'; 

car :  AF'  =  AB',  AF  =  AB, 

GEOMETRIE.  3ü    * 


4S0  UTKB  VIII.  —  BSpTIONB  COHIQUES  BT  H^LIOB 

iaii:  AF-AF=AB  —  AB  =  BB-;  ' 

de  n)£me  ;  A'F  —  A.'F'  =  CC'. 

AJouOnt  membreä  membre  ces  derniirw  *g»lii6s,  ÜTient; 

AP  —  AF  +  A'F  -  A'P  =  2  AA'  =  BB'  +  CC  =  3  BB', 
tfoü:  AA'  =  BB'- 

945.  Carallalre  I.  —  ta  däianix  focaie  FF'  de  Chupeitole  eil  igaU  au 
mgment  AK'  de  giniralrlee compris enti-e  le  eommet  A  de  rellipte  tt  la  perpen- 
diculaiie  ä  faxe  paseanl  en  A'. 

C'est  la  mftme  dimonstration  que  pour  l'ellipse;  car,  on  a  : 


■-  AA',  AB  =  AF  et  B'K'  =  AG'  =  A' 
AK'  =  AA'  +  AF  +  A'F'  =  FF'. 

Lei  directrtces  de  Chyperbole  i 


9W.  Cor^lidr«  II. 

DE,  D'E'  du  plan  ii- 
eanl  anec  Its  ptans  dea 
eei-cUs  de  conlacl  BN'C, 

M£me  d^monsira- 
lion  que  pour  l'ellipse. 

S47.    XorAlIalr« 

III.  —  Les  asymploles 
»ont  paralleles  aux  gi- 
niralrieet  du  carte  si' 
luiea  dans  le  plan  pa»- 
tant  pnr  le  sotnmet  et 
parallile  o«  plan   ai- 

Eneffet,  1a  tangeni« 
en  ui)  poinl  M  de  la 
section  est  l'intersec- 
tiOQ  du  plan  sicaat  avec 
le  plan  tangent  au  cOne 
suivanl  la  g^näratric« 
SM  (943) ;  mais  le» 
assmptolessoDtles  tan- 
gentesaux  points  Bitu^a 
k  l'infini  sur  le  c6ne; 
ces  points  pea  vent  donc 
fitre  considerfc  comme 
etant  eur  deux  gänera- 
irices  opposees  paral- 
leles au  plan  s^nt ; 
par  Suite,  les  tangente? 

asymptolea  sont  les  in- 
tersections  du  plan  s£- 
cant  avec  les  plans  lan- 
gents  au  c^ne  suivaat 
ues  g£aäratrjce$;  elles 
soDt  donc  parallilBs  k  cc! 

De  plus,  rangle  au  s< 
£lant  l'angle  maximum  ( 
ratrice  quetconque,  i1  t 
des  asymptoles. 

948.  Corollalre  iV.  —  Qn  peut  loujours  placer  une  hyperio(e  dtmnie 
snf  un  cdne  de  rivolulion  povrvu  que  l'angle  au  aoramet  du  cöne  ne  sott  pas 
inferieur  ä  l'angle  des  asymploles  gui  contieni  Chyperbole. 


FiG.  38e. 

^  geni5ratrices  qu 'elles  ne  rencontrent  qu'4  l'inlini. 
:imniet  du  c6ne  forma  par  deu\  ginäratrices  opposäes 
|u'on  peul  Taire  avec  une  g^n^ratrlceet  uneautreg^nä- 
:n  r^sulie  que  cet  angle  est  aussl  l'angle  i 
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EnelTet,  leprobtäme  consiste  ä  consiruire  le  triangle  ASA'qui  peut  d'aiUeurs 
ee  d^duire  facilement  du  triangle  AKA'.  Or,  daus  ce  demier  Iriangle,  dous 
ccmaaisMns  AA'ägal  ä  l'axe  transvärse  de  l'hyperbole  doanäe,  le  ebti  A'K  =  AK' 
ou  igal  k  la  distance  focale  9c  el  l'angle  AKA'  igaX  au  compl^ment  de  ta 
■noitiä  de  l'angle  au  sooimet.  du  cAne.  Mais  le  cdlä  AA'  ou  9a  oppos^  ä  I'angle 
coonu  itant  plus  peiit  que  le  cötä  adjacent  A'K  ou  Sc,  le  triangle  ne  peut  Gtre 
eonstruit  que  si  Sa  est  plus  grand  ou  au  moins  igai  ä  la  disiance  du  poini  A'  1 
la  droits  AK;  par  cons^quent,  si  nous  repr^sentona  par  2ß  t'aogle  au  sommet 
du  cöne,  il  faudra  que  nous  ayons  : 

2a  >  Sc  COS.  ß 


r>  <■ 


■■■  P- 


D'autre  pari,  en  repr^sentaot  par  3a  I'angle  des  ujmptotes  de  rbyperbole, 
nous  avone  (390) :  COS.  a  =  —  i 

de  Sorte  que  la  condition  de  possibilitä  est  cos.  a  ^  cos  ß, 
ce  qui  donne  a  -^  ß; 

or,  c'est  pr^ciafment  la  coniliElon  demand^e  dans  r^noncä. 

Siceite  conditioo  est  satisfaite,  oii  construira  le  triangle  AKA'  et  au  miliea  I 
de  AK.  OD  äl^vera  une 
perpendiculaifa  IS.  Le 
cäDe  engendri  par  la 
droite  AS  en  toumant 
autoor  de  IS  est  igai 
an  cAne  donnä,  et  si  ce 
eine  est  coup*  par  na 
ptao  raeni  parAA'per- 
pendiculatremenl  au 
plan  miridien  XSV,  la 
section  plane  ainsi  d£- 
termin^est  une  byper- 
bole  «gale  ä  l'hyperbole 
donn^e.      C.  q.  T.  d. 


Fig.  587. 


MS.   <^rolIalre. 

—  La  seclion  d'ua  c6ne 
dl   Tivolution  ptw  un 
plan  paraUiUä  unege-    ■ 
niralrictesl  untpai'a- 
bole. 

Menons  un  plan  me- 
ridien   perpendiculaire 

au  plan  aäcant  et  coupanl  le  cüne  suivant   les 
Bfcanl   suivant  une  droite  AR.  Supposons  une 

haut  (9*7),  donl  le  point  de  conlacl  avec  le  plan  sficant  est  en  F  et  ayaiii  pour 
cercle  de  contact  avec  le  cöne  le  plan  suivant  BC. 

L'intersection  DE  du  plan  s^cant  avec  le  plan  du  certle  suivant  BC  est  evidem- 
ment  perpendiculaire  au  plan  mSridien.  Menons  la  grinSralrice  SM  passant  par 
un  point  quelconque  M  de  la  courbe  de  seclion ;  puls  Iragons  un  cercle  HK 
passanl  par  ce  point  el  perpendiculaire  A  Taxe  80  du  cöne.  Ce  cercle  coupe  le 
plan  sicant  suivant  la  droit«  MP  perpeudicutairei  AR;  d'aiUeurs  MP,  parallele 
au  plan  du  cercle  BC,  est  parallele  A  DE;  par  suile  la  distance  du  point  M  ä  DE 
ealägaleä  PD;  sa  disiance  au  point  Fest  MK=  MN  =  CK=  PD,  Us  distancea 
MF  et  PD  du  point  M-iiu  point  K  et  ä  la  droite  DE  ölant  ögales,  la  section  esl  ona 
parat)ole  ayanl  F  pour  foyer  et  DE  pour  directrice. 


452  UTRE  Vlir.  —  SEOnONS  coniqves  kt  uelice 

950-  Cor«n«ire.  —  On  peut  toujours  placei'  ime  parobolt  donnie  siir  iin 
c/ine  dt  revolulion, 

11  suflit,  pour  cela,  de  con^truire  1e  triangle  SOA,  car  ce  triangle  .6ia.nl 
ijätermin^,  on  portera  le  cät^  SA  sur  ta  e^n^ralrice  Sil ;  puis  par  le  point  A  on 
m^nera  un  ptati  perpendiculaire  au  plan  mirldien  et  parallele  k  la  gen<^r&irice  SK. 
La  i«c(ion  de  ce  plan  aera  äviiJemmenl  une  paraboie  ägaie  k  la  panilHile  donnte. 
Or,  le  Irlangle  SOA  dopend  du  triaogle  ractan^le  AOB  dans  lequel  on  coimalt 
AB,  qiri  esl  ^ale  A  AF  ou  au  demi-param^ire,  et  Tangie  OAB  qui  est  le  complä- 
ment  du  detni-angle  ao  sommet  du  e&ne ;  on  pourra  donc  construire  ce  iriangle. 
La  perpendiculaire  OS  aur  le  cfili  OA  reacoiitrora  en  S  le  cöte  AB  et  l'oii 
obtiendra. ainai  la  longueurSA. 

£81.  Reniarqne.  —  D'apr6s  les  th^oremes  pr><c£clents.  appel^s  Theoi-imrtde 
Dandelin,  on  voit  qu'une  ellipse  quelcon^ue.  nii  une  liyperlmle,  ou  une  parabole, 
peut  Stre  conaidär^e  comme  la  section  d'un  c6ne  de  Involution  par  un  plan  : 
c'egl  pour  ce  motif  que  chacune  de  ces  courbes  est  d6si)^£e  bous  le  nom  de 
aeclion  coniqueou  simpiement  de  eonüiue, 

ELLIPSOGRAPHE   OE  M.  CARONSET 

952.  —  Comme  applicatioa  du  premler  tbioreme  de  Dandelin,  n*  93S, 
M.  Caronnet  a  consiruit  an 

Instrument  pour  Iracer  des 
ellipses.  —  Ilse  compose  es- 
sentielle ment  d'une  tige  T 
maintenue  fixe  pendant  le 
tracä  de  la  courbe  au  moven 
d'une  tige  verlicaie  NK.  La 
poinie  m  sera  le  cenire  de 
Tetlipse. 

Le  long  de  ta  tige  T,  une 
douille  mobile  C  pouvant 
gtisser  sans  frottenient  le  long 
de  T  antra  Ine  une  tige  rectan- 
gulaire  Clp  pouvant  tourner 
autour  de  T  en  m^me  tempg 
qa'elle  giisse  le  long  de  cetta 

tige.  La  tige  coudSe  Clp  porte  Fio.  Ü88. 

une  pointe  de  crayon   p   qui 

trace  I'ellipse  en  dScrivant  la  section  plane  dun  tvliudre  droulaire  doni  le 
dlam^tre  Cl  est  ^gal  au  pellt  diametre  de  I'ellipse  ÜB  et  donl  le  grand  axe  se 
contond  avec  la  protection  OAK  de  T  sur  le  plan  de  la  ligure.  On  peut  varior 
les  axes  de  I'ellipse  en  ioclinant  plus  ou  moins  l'iixe  T  et  en  faisant  varier  le 
rayon  Cl  de  la  tige  coud^e. 

ELLIPSOGRAPHE  A  HAINURES 
Cet  iiislrument  est  une  application  du : 

TH£or£hE 

953.  —  Si  wie  di-oite  «  deplact  de  fa^on  gue  deux  de  se»  poinls  fixes  C  ei  D 
gliment  sur  deux  droiles  rectangulaires,  OX,  OY,  «n  yoint  iimlcotique  M  de 
cetle  droift  däcril  une  etlipse  donl  les   demi-axes,  dit-igia  Jans  lei  lens  OX     . 
el  OY  sont  respeelivement  igavx  aux  segmenU  MC,  MD. 

En  elTet,  soient  CD  une  posilion  quetconque  de  la  droite  mobile  et  M  un  point 
sur  le  prolongemenl  de  celle  droite.  Menons  par  le  point  0  une  parall&le  ON 
ä  DG  jusqu'ä  la  renconlre  de  l'ordonnde  MP.  La  flgure  üDMN  est  un  Parallelo- 
gramme et  ON  =  D.M  :  donc  le  point  N  d&;rit  un  cercle  ayaat  0  pour  centre 
et  DM  pour  rayon.  D'autre  pari,  la  sjmililude  des  triangles  reclangles  CMP, 

ONPdonne:  ^IL  ^  ^        „„        JA^  ^   m_ 

KP  ON  NP  MD 
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port  constant.  Donc  (861), 
le  lieu  du  point  M  est  une 
«llipse  ajant  0  pour  centre 
et  dans  laquelle 

MD  =  a  et  MC  =  fr. 

La  d^monstration  serait 
snalofTue  si  le  point  M  ätalt 
entreCetJ). 

Ce  thfioreme  fouriiit  un 
proc^£  pour  tracer  une 
ellipse  doni  on  connalt  les 
aies.  Sur  une  räglette  ho- 
rimniale  DCM,  dont  I'eiti'^ 
mitä  M  port«^  un  crayoii 
vertlcal  destin^  ä  d^rire  ta 
courbe.on  allxä.  en  D  et  en 
C  deux  peiites  Uges  verti- 
cales  assujetties  ä  sed^pla- 

cer  dans  des  rainures  rec-  v,n    km 

taogulaires  XX' et  YY'.  f"*"   ^''■*- 

\tr^~  fc*''  '*'■'*'■  '^^  "**^   ^*   l'ellipse  trac#e,  en   Caisant  varier  MD  =  a  et 

CHAPITRfi  XI 
Hölice. 

NOTIONS  SUR  CETTE  COURBE.  —  PROPRIETE  DE  LA  TANGENTE 
ßefinitims. 

954.  —  On  appelle  h^Hce  la  courbe  engendi-pe  par  une  droite 
quelconque  tracee  sur  un  plan  lorsqu'on  enroiile  ce  plan  sur  la 
surface  d'uti  cylindre  de  revolution. 

Supposons  un  cylindre  de  revolution  ABCU  et  un  reclungle 
AKLD  qui  a  m^nie  hauteur 
AD  que  le  cylindre  et  une 
base  AK  egale  ä  la  lon- 
gueur  de  la  circonferetico 
de  la  bflse  dn  cylindre.  Si, 
ftpr^s  avoir  partage  ic  rec- 
tangle  total  AKLD  eti  petits 
rectangles  egaux  dont  les 
diagonales  sont  AG,  EU, 
FL,  nous  l'enroulons  sur  le 
cylindre,  les  lignes  AK,  DL 
resteront  perpendiculaires 
ä  la  gönöratrice  DA  et  vien- 
dront  cofncider   avec  les 

circonferences    des    bases  ^^°-  ^^'^■ 

du  cylindre,  tandisqueles 

droiles  AG.  EH,  FL  traceront  sur  sa  surface  laterale  une  eourbe 
contioue  qui  est  une  helice. 


4S4  LIVRE  VIII.  —  EECTIONS    GONIQDES  ET    HSLICE. 

Hais,  ainsi  qu'il  resulte  de  la  deHaition  mäme  de  l'helice,  on 
peut  la  consid^rer  comme  engendree  par  une  seule  ligne  AG 
ißg.  S91),  car  si  Ton  suppose  le  plan  du  rectangle  ind4ßni  et  qu'on 
l'enroule  autour  du  cylindre  ud  Hombre  de  fois  illimit^,  la  droite 
AG  d^crira  le  commencement  de  l'heUce,  EH  d^rira  ce  qui  fail 
suite,  etc. 

On  nomme  »pire  chaque  ^egment  de  l'helice  faisant  uii  tour  entier 
du  cylindre  et  dont  les  extremites  A  et  E  (ßg.  590).  Bont  sur  la  mäme 
gpn^ratrice  AD. 

Le  pas  de  rhelice 
estrintervalleAEcom- 
pris  entre  les  estr^- 
mites  d'une  spire. 

On  appelle  ordon- 
n^e  d'un  point  M  äe 
l'helice  la  perpendicu- 
laire  MN  abaiss^e  de 
ce  point  8ur  le  plan 
de  la  base  du  cylindre. 

On  Dorameabscisge  ^j^   ggj, 

curtiligne  d'un  point 

M  de  l'helice  l'arc  AN  compriB  entre  l'origine  de  l'helice  et  le  pied  N 
de  l'ordoaB^e  de  ce  point. 

TH^OR^HE 

96S.  —  L'ordonnee  d'un  point  äe  Ckelice  est  proportionTieSle  ä 
son  absciise  cunitigite  (ßg.  590). 

En  effet,  soient  M  un  point  de  Th^licc  et  m  un  point  de  la  droite 
AG  qui  vient  se  placer  en  M  dans  l'enroutenient  de  cette  droite.  II  est 
Evident  que  dans  le  moiivement  de  AG  le  point  «i  eet  reste  constam- 
ment  ä  la  möme  distance  du  plan  de  basc  du  cylindre,  donc  m«est 
^gale  ä  l'ordonnee  MN,  et  .\n  est  egale  k  l'aliBcisse  curviligne  AN. 
Or,  les  triangics  semblabtes  Aimh,  AliK  donnent : 
»JK  _  .\» 
GK  ""  AK  ' 
Si  l'on  repr^sente  par  h  le  pas  de  l'helice,  par  R  le  rayon  du 
«ylindre  et  qu'on  remplace  mn  et  A»  par  leiira  valeurs  respectives 
HN  et  arc  AN,  on  a  : 

MN_arcAN 
A  ~   2:tR   ' 

d'oü:  MN^arcANX^^^ 

C'est  ce  qu'il  fallait  d^montrer,  car  — j-  est  uoe  quantitä  constante. 
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-  9S6.  l>«flnlt:loii.  —  On  äppelle  som-tangeHte  k  l'h^lice  la 
projecüon  NT  sur  le  plan  de  base  du  cylindre  ißg.  592)  de  la  partie  MT 
de  la  tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et  le  poiiit  T  oft 
eile  rencontre  le  plan  de  la  base. 

THäORäHB 

957.  —  Usom-taiigenteät'hmce  est  egale  äfabscissecmriligHe 
du  point  de  contact. 

Ainsi  NT  ^tant  la  sous-tangente  du 
point  M,  il  faut  prouver  que  : 

NT  =  arc  AN.  .  jC^ 

A  cet  effet,  menons  la  s^cante  MM'  et 
les  ordonn^es  MN,  M'N'  des  points  M  et  M', 
Soit  R  le  point  de  rencontre  des  s^cantes 
MM',  NN'  ä  rhelice  et  au  cerde  de  base 
du  cylindre.  Tra^ons  MK  parallele  k  la 
corde  NN'.  Les  triangles  semblables  HNR 
et  MM'K  donuent  : 

NR_MN 
MK  ~  M'K ' 
d'oCi: 

NR: 

Or  les  points  M  et  M'  etant : 


/ 


na,  392. 

MKXMN 
MK      ■ 

<*). 

sur  rh«lice,  on  a  (953) : 

•rcWxA 

arc  AN' X  ö-jt; 

par  suite, 

MK  =  M'N'- 

Rempla^Dt  dans  (1)  MN,  M'E  par  leurs  valeurs  respectivt 
par  la  droite  NN'  qui  Ini  est  ^gale,  il  vient : 


Mais fii  la  s^nte RMM'  tourne  autour  du  point  M,  les  points  M  et  M' 
se  rapprochent  ind^ßniment  de  m^nie  que  les  points  N  et  ?<' ;  alors  la 

Corde  NN'  tend  vers  l'arc  NN',  de  sorte  que  le  rapport  tend 

^  rf  um  NN' 


4S6  LIVHEVIIl.  —  8ECTI0NS  COXlOUEß  ET  h£IJCG. 

▼ers  l'unit^.  A  la  limitp,  e'est-ä-dire  lorsqiie  MR  est  devenue  la 
tangente  MT  et  NR,  la  snus-tangenle  NT,  ce  rapport  est  donc  egal  ä 
l'unit^,  par  Buite  la  relatiüii  (2)  se  reduil  i  la  suivante  : 

Umile  NRou  NT  =  arc  AN.  C.  q.  f.  d. 


THäOR&HE 

098.  —  La  tangente  ä  t'Miee  faxt  un  aafflp  constmt  arec  la 
g^nemtike  du  eyliiitlie. 

Soit  AM  un 
arc  de  l'heJice 
d^rit  par  lu 
droite  Ali .  Si 
Ton  siippoReque 
''^^  point  m  de 
t'tte  droite  r^- 
poUe  an  point 
HdVrh^Iice,  les 
perp^ndiculairee 
mn  et  MN  aiix 
faases  du  rectan- 
gle  et  du  cylin- 
dre  seront  ega- 

les,  etdepliison  fig.  S93. 

aura  : 

A»  =  nrc.\N. 

Mais  si  MT  est  la  tangente  h  l'helico  a«  point  M  et  NT  la  sous- 
tangeate,  les  deux  triangles  rectangles  MNT.  AmKaiirontMN^=iH«  et 
NT  =^  arc  AN  ^  cöle  Aw,  donc  ces  deux  triangles  aeront  ^gaux,  et 
par  conspquent, 

Angle  NMT  =  angle  Amw. 

Or,  l'angle  ^mn  est  coostant,  car  c'est  l'angle  sous  lequel  la 
droite  AG,  qiii  engend re  l'h^Iice,  coupe  dans  toiites  ses  positioiis  la 
generatrice  AD  du  cylindre. 

PROBLEME 

959.  —  Conxtntire  les  projections  de  l'Mice  et  de  sa  tangente. 

Prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  de  base  du 

cylindre  sur  lequel  l'helice  a  et«  tracec,  et  ponr  plan  vertical  un. 

plan  qui  seit  parallele  ä  un  plan  passant  par  Taxe  du   cylindre  et 
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l'origine  de  l'helice.  Soient  le  rectanglc  a'a''b"b'  formani  le  contour 
uppnrentdu  cylindre  sur  le  plan  vertical,  a'a"  le  pas  de  rWlice  et 
a  le  point  otk  eile  commence. 

Cela  poBe,  partageons  la  circonT^rencc  de  la  base  en  un  certain 
nombre  de  parties  egales,  en  16,  par  exemple,  et  designons  par  M  un 
point  de  la  premiöre  spire  de  l'helice  qtii  se  projette  horizontalement 

en  IM.  Or,  l'arc  avi  est  les  —  de  la  circonference  adbc;  par  conse- 
quent,  la  hauteur  du  point  M  au-dessus  du  plan  horizontal  devra  ätre 
les  j^  du  pas  de  l'helice;  divisons  donc  la  hauteur  a'a"  en  i6  par- 
ties egales^  et  par  !a  ein- 

quicme  division  »  menons 
une  parallele  h  la  lignc  de 
terre  xy  jusqu'ä  la  ren- 
contre  d'une  perpendicu- 
laire  k  cette  ligne  menec 
par  le  point  m  :  nous  ob- 
tiendrons  aiusi  le  point  ifi' 
qui  sera  la  projection  ver- 
ticale  du  point  M, 

On  trouvera  de  möme 
laprojection  verticaled'cin 
certain  nombre  de.  points 
de  la  spire.  On  les  r^unira 
ensuite  par  un  trait  con- 
ti nu. 

Pour  avoir  la  projec- 
tion delatangenteau  point 
m,  menonswK  tangente  au 
cerclc  de  la  base.  et  pre- 
nons  sur  cette  ligne  une 
longueur  mt  egale  ä  l'abs- 

eisse  curviligne   am :  mt  pj^   gg^ 

Berala  longueurde  lasotis- 

tungente  (937),  et  le  point  t  la  trace  horizontale  de  la  tangente.  Donc 
si  l'on  abaisse  tt'  perpendiculairement  sur  la  ligne  de  terre,  m't'  sera 
la  projection  verticale  de  la  tangente. 


>xi&  ■.«i>3ilr:sn5^cf  ■ 
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EXERCICE8  8UR  LE  LIVRE  VIIO 


^^■1   ;  • 

^r^:  772.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  ses  foyers  et  un  de  ses  points. 

Iv  V'  '^'^^'  ""  Q"^*  est  le  Heu  des  points  fegalement  distants  de  deux  circonförences 

!m'  dont  l'une  est  int^rieure  ä  Tautre? 

•'■■•■  ■■''''' 

1^^;  774.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  la  position  du  petit  axe  et  Tun 

!>';  des  Ibyers. 

^?v;>  775.  — -  Le  grand  axe  de  Tellipse  est  divise  par  chaque  foyercn  deuxparlics 

t^{-l'  dont  le  produitest  egal  ä  b^. 

jk':'.'    '^ 

^i^ .  .                    ''"'ö-  —  Trouver  le  lieu  des  points  te]s  que  la  difference  des  carr6s  des  dis- 

^t^  tances  de  chacun  d'eux  aux  foyers  de  rellipsc  soit  4«^. 

|»!iv  -                    777.  —  La  somme  du  carre  de  la  droite  qui  Joint  un  point  d  une  ellipse  ä 

p> ./  son  centre  et  du  produit  des  deux  rayons  vecteurs  du  ni^me  peintest  constante 

Ml.  ^^  ^^**®  ^  '*  somme  des  carreö  du  demi-grand  axe  et  du  deini-petit  axe. 

il  778.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  26  et  2c. 


779.  —  Le  carre  d'un  diametre  quelconque  d'une  ellipse  est  egal  au  carre 
^.  '  du  petit  axe  augmente  du  carre  de  la  difference  des  deux  rayons  vecteurs  qui 

M-  :  vont  ä  Tune  des  extremites  de  ce  diamötre. 


780.  —  Tout  diametre  de  Tellipse  est  plus  grand  que  le  petit  axe  et  moindre 
^. ., ,  que  le  plus  grand. 

iV  781.  —  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses  tangentes  est 

^ : . .  une  circonförence  de  cercle  concentrique  a  cette  ellipse  et  decrite  sur  son  grand 

l'i^  axe  comme  diamdtre. 

;  782.  —  Le  produit  des  distances  des  foyers  de  Tellipse  k  une  tangente  est 

6gal  ä  bK 

783.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  les  deux  foyers  et  une  tangente. 

V 

';>  784.  —  Pour  tout  point  de  l'ellipse,  les  rayons  vecteurs  MF^  MF  ont  pour 

•  •  valeur  cA-  - —  et  a  —  ■ —  .  L'origine  des  abscisses  est  le  centre  de  la  courbe. 

^■'.-    '  a        '         a 

^V,  785.  —  Pour  tgut  point  M  de  l'ellipse,  on  a  :  y2  —       («2  — ^2). 

r.  786.  —  Si  Ton  döcrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  de  Tellipse,   et  que,  d'un 

point  quelconque  de  cet  axe,  on  möne  une  ordonnee  au  cercle  et.  ä  l'ellipse  A  la 

5  Y      b 

fois,  Y  et  w  ^tant  ces  ordonn^es,  on  a  :  —  =  -  . 

787.  —  L'aire  de  Tellipse  est  moyenne    proportionnelle   entre  celles    des 
corcles  döcrits  sur  ses  deux  axes  pris  pour  diametres. 

788.  —  Trouver  la  superficie  d'une  ellipse  pour  laquelle  on  a  :  2c  =:  14«»  et 
26  =  12'". 

789.  —  Tout  diametre  de  l'hyperbole  est  plus  grand  que  2a. 

790.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  ses  foyers  et  un  de  ses  points. 

791.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  26  et  2c. 

792.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  2a  et  26. 

793.  —  Chaque  somniet   de  l'hyperbole  divise  la  distance  des  foyers  eil 
2  parlies  dont  le  produit  est  egal  ä  6^. 


-^ 


EXERGIGES  SUR  LE  LIVRE  VIII.  459 

'T04.  —  TroQver  le  Heu  des  points  tels  que  la  difference  des  carr^s  des  dis- 
tances  de  chaeun  d*eux  aux  foyors  de  Thyperbole  soil  egal  ä  4a*. 

795.  -*  Gonstruire  une  parabole  connaissant  sonfoyer  et  son  sommet.  K 

796.  —  Gonstruire  une  parabole  connaissant  son  param^tre.  v! 

797.  —  Gonstruire  une  parabole  dont  on  connalt  :  !•  la  directrice  et  deux 
points  :  2«  le  foyer  et  deux  points.  '; 

798.  -r—  La  distance  du  foyer  ä  la  tangente  est  moyenne  proportionnellc  '| 
entre  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  le  demi-paramötre.  ^ 

799.  —  Les  carrös  des  distances  du  foyer  aux  tangentes  ä  la  parabole  sont 
dans  le  m^me  rapport  que  les  rayons  vecteurs  correspondants. 

800.  —  Gonstruire  une  parabole  connaissant  la  sous-tangente  et  Tordonnec 
correspondante.  • 

801.  —  Gonstruire  une  parabole,  connaissant  la  distance  d'une  tangente  au 
foyer  et  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

802.  —  Dans  la  parabole,  la  parallele  k  Taxe  menee  par  le  point  de  rencontrc 
de  deux  tangentes  partage  en  deux  parties  egales  la  corde  qui  Joint  les  points 
de  contact. 

803.  —  Si  Ton  m^ne  les  ordonnees  de  deux  points  M,  M'  d'une  parabole,  le  , 
trapöze,  MM'PP  que  Ton  obtient,  en  tirant  M>^',  a  une  surface  double  de  celle 

du  trianglc  NTT'  forme  par  Taxe  et  les  tangentes  aux  points  M  et  M'. 

804.  —  L'aire  d*un  segment  parabolique  compris  entre  Taxe  et  une  ordonnee 
est  äquivalente  aux  -  du  rectangle  qui  a  pour  dimensions  Tordonu^e  du  segment 

et  son  absei sse. 

805.  —  Dans  la  parabole,  les  carres  de  deux  ordonnees  y  et  y'  sont  entre 
eux  comme  les  abscisses  x  et  x'.  L'origine  des  abscisses  est  le  sommet  de  la 
courbe. 

806.  —  Gonstruire  une  pai*abole  connaissant  une  ordonnt^c  etl'abscisse  cor- 
respondante, 

807.  —  Trouver  le  parametre  d'une  parabole  AM  dont  la  direction  de  l'axs 
est  donnee. 

808.  —  Inscrire  un  cercle  dans  un  segment  de  parabole  determinä  par  une 
corde  perpendiculaire  ä  Taxe. 


INVERSION 


CHAPITRE  PREMIER 

Döfinitions.  —  Figures  Inveraes.  —  figalitä  des 
angles  dans  les  figures  Inverses.  —  Figure 
Inveree  dune  droite,  d'un  cercle,  d un  plan, 
dune  Sphäre.  —  Homothätie  et  Inversion 

g  I".  —  DEKINETIONS.  —  FIGtlRKS  INVEKSi:S 


960.  —  Si  les  poiDts  A,  It,  C,...  et  A'.  B', 
roäme  plan,  »ont  sur  des  droiUs  concourantes 
le«  produils 

OA  X  OA' ;  OB 


.,  de  deux  tlsures  Fet  F'  dun 
un  m^ine  poinl  0,et  si  de  pluf 


:    de 


;  OCxOC';... 

Oll  (Jii  <fue  les  llfur 


I'bu 


figure  esl  aussi  une  Iransfoi-mi»  par 
rayons  vecteurs  r&iproques. 

Le  poinl  0  esl  VoHgine  ou  lepdie 
d'inaeraion;  la  conslante  p  est  1» 
puiaaance  d'invertion. 

Cetle  puieeance  est  positive  ou 
negative,  selon  que  les  rayons  cor- 
respondanis  OA.OA'  sont  de  mfime 
setis  ou  de  sens  coniraire. 


961.  —  La  d^finition  de  \'inveriio>i  dans  le  ci 
de  la  figure,  s'ätend  sans  aucune  modiltcaliou.  au  i 
plane  ou  a  trois  dimensions  et  oü  le  point  0  es 
dans  l'espace.  —  Si  uue  %ure  P'  est  inverse  il' 
esl  inveräe  de  F' ;  car  F'  est  formö  ai-ec  F 

TH£0R£HE 

963.  —  La  droiie  qui  Joint  deux poinlt 
iune  figure  est  4gale  ä  la  hngueur  de  la 
droiie  qui  Joint  lea  points  eori'espondants 
d'une  figui-e  imci-se  mulHpiiee  par  le 
rapporl  de  la  puiagance  d'inveriion  au 
prodail  des  rayons  vecteura  lerminii  aux 
extrimiUs  de  cetle  teconde  droiie. 

5i  A,  B  sollt  deux  points  d'une  Itgure  ¥, 


ü  le  point  0  est  duns  le  plan 
oü  laflgure  Kestquelconque, 
tuä  d'une  fafon  quelconque 
figure  F,  reciproquement  F 


A',  B'  deux  poiDts  correepoudanb 


(l'ime  llgurQ  F'  inverse  de  F,  1'origine  ätant  0  et  la  puUsance  p,  on  devra  avoir 
O'apvi^s  Tenoncä, 


En  eitel,  te  quadrjlat^re  AA'BB'  est  inscriptible  (358) ;  par  suJIe,  les  angles  B* 
et  UAB  sont  egaux  comrne  ayaiit  I'un  et  l'autre  pour  mesure  la  moitU  ile  l'arc 
BA.V  {331).  Donc  les  iriangles  OAB  et  OA'B'  soiit  semblables;  teur  similitude, 

ilonne:  ■ 


Mais  on  a,  par  hypolbise, 

OA.OA  =  OB.0B'  = 

par  suite 


ilocjc,  en  remplac.^nt  OA  par  sa  valeur,  on  a 


Un  aurait  de  m^ine 

A'B'=AB. 


OAOB 


963.  —  Les  tangmies  ü  rfeua:  courbes  inveises  en  deuxpoinli  con-espondtmt» 
fönt,  avec  le  rayoii  reclear  pasaanl  par  cm  poinU,  deux  angle»  intineura  dua 
meine  c6li  egaux. 

äoient    deux    couplea     de 

1  poiiils  rtciproques  A   et  A',  B 

J  et  B'  qui  ae  correspondenl  sur 

^  deux  courbes  inverees  V  et  V  . 

'  Nous  Bvons  vu  (963)  que  le 

I  quadrilatera  ABB'A'  est  inscrip- 

tible ;  par  suite,  [es  angles  BAA', 
OB'P  sont  ^|i;au>c  comrne  ätant 
Tun  et  l'auire  supplötnenlaire 
du  m^jne  angle  OB'A'.  Si  donc 

on  fait  tourner  le  rayon  OBB',  FlO-  ^97. 

autour  du   point  0,  jusqu'ä  ce 

iiu'il  vienne,  ä  la  limile,  s'appliquer  sur  le  rayon  OAA',  |il  arrive  alors  que  les 
i'ordes  AB  et  A'B'  colncident  en  A  et  A'  avec  les  langentes  AT,  A'T;  mais  pen- 
ilant  le  mouvement  du  rayon  OBB',  les  angles  BAA',  OB'P  n'ont  pas  cessä 
d'?lre6gaui,  donc  ilsle  sonl  encoreä  lallmiu,  donc  enfln 


)1  r^sulte  de  cetle  d^monstraiion  que  le  (riangle  AA'T  est  isocele. 
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964.  t^oroUalre  I.  —  L  angle  4»  4tux  eottrits  V  ef  V  qiä  te  eöupenl  en  uh 
poinl  A  est  igal  ä  Vangle  det 

deux  courbei  W  tl  V  inverses 
det  pTieidentes  qrii  sc  eouptnl 
tn  y  ,pOint  correspoTidant  dt  k.  , 

Les  droites  TA  et  T'A  sont 
des  tangenlea  en  A  aux  courbes 
U  et  V  i  de  mfime  TA'  et  T'A' 
aont  des  tangentes  en  A'  Buz 
courbeä  V  el  L''.  11  s'agit  donc 
de  d^monlrsr  que  les  aogles 
TAT'ei  TAT  sontfigaui. 

Or,  cette  ^alU£  räsulie  de 
ce  que  ces  ai^les  sont  Tun  et 
l'autre  symStriques  parrapporl 

au  .plan  perpendiculaire  sur  .le  Pia.  598. 

milieu  de  AA'. 

965.  Corollairc  II.  —  Dfux  turfaces  st  coupent  soui  le  mime  angle  que 

En  eirel,  si  une  surface  S  admet  un  plan  lang^^nt  en  uq  point  A,  son  tnverse  S, 
admet  au  point  carrespondant  A'  un  plan  tangenl  sym^trique  du  preniier  par 
rapport  au  plan  perpendiculaire  sur  ie  milieu  de  la  IIkub  AA'  qui  Joint  les  points 
de  contact. 

Pai'  Gonsäquent,  deux  eiirfoces  S  et  S'  fonl  en  chaque  point  de  lenr  ligne 
d'intertectiontemenie  angle  que  leursinversee  S,  et  S',,auKpoiniscorrespondaflts 
de  leur  ligne  d'intersection. 

TH£ORfiME 

966.  —  Deux  figures  F'  ei  F"  inversts  d'une  mime  figureF,  ayanl  mime 
origine  tt  dts  paistances  d'inaeriion  diffirtntes  aont  komothiliquta  tntre  elles. 

En  eflet,  sip  et  p'  sont  les  puiasances  d'inversion  des  figures  F'  et  F'  elsi  A, 
A',  A"  aont  des  points  correspondatits  Jans  les  figures  F,  F',  F",  011  a : 
OA'.OA  —  p 
ÜA".OA  =p', 
OA'    _  ;i 
ÜA"    ~   p''    ■ 


d'oii 


Donc  0  est  le  centre  et  -^  est  le  rapport  d'iiomolliitie  des  figures  F"  el  F". 
th£or£me 

967.  —  La  figure  inverst  d'un  cercie 
pasaant  par  Corigineest  unt  di-oitt  perpen- 
diculaire au  diamitre  menä  par  Vorigine. 

En  effel,  soient  C  le  cercie,  0  l'origine 
et  p  la  puigsance  d'inversion. 

D'autre  part,  soient  A  l'extr^mitä  du 
diamitre  passanl  en  0,  M  un  point  quel- 
conque  du  cercie  et  A',  M'  deux  points  cor- 
respondants  de  la  ßgure  inverse. 

Le  quadrital^re  AMM'A'  e^t  in^criptible 
[96S)  et  Ton  a  ;  OA.OA'  =  OM.OM'  =  p.  Fig.  Ö99. 
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D'oü  il  Insulte  que  OA'  est  constant,  par  suite  la  perpendiculaire  abaissde 
d'un  point  M'  du  Heu  passe  constammeiit  en  A' :  le  lieu  cherch^  est  donc  cette 
perpendiculaire  elle-m6me. 

968f  —  R^eiprcNiiieinent,  la  figuve  invei^se  dune  droite  XY  poa'  rapport 
ä  un  point  exUHew'  0  est  un  cercle  passaht  en  0,  et  dont  le  centre  est  sur  la 
perpendiculaire  OA'  ä  XY  [fig.  599). 

Gar  deux  Agares  iaverses  sont  r^ciproques  (961). 

TH£OR]äME 

'       ,    ■  '■  ■ 

969!  -->  L'i7iverse  dun  plan  ne  passantpas  par  le  pdle  est  wie  spfUre  passant 

par  lepdljs  <Vinversion,f 

La  figure  inverse  du  plan  peut  s'obtenir  eh  faisant  tourner  autour  de  la  per- 
pendiculaire OA'  (fig.  599)  abaiss^e  du  p6le  O  sur  le  plan  donn^  le  cercle  inverse 
de  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  est  coupä  par  un  plan  quelconque  passant 
par  OA.  —  Le  plan  donnö  est  parallele  au  plan  tangent  mene  par  0  ä  la  sph^re 

d*in Version.  —  Le  diametre  de  cette  sphere  est  ögal  ä  =  OA. 

On  a,  comme  pr^c^demment,  OA  X  OA'  =  OM  x  OM'  =  p. 

Bemarqne.  —  II  est  evident  que  si  le  plan  passe  par  le  p61e  0,  il  est  son 
propre  inverse; 

970.  R^ciproqaemeiit.  —  L'inverse  d'une  sphere  passant  par  le  pole  est 
un  plan. 

En  effet,  deux  figures  inverses  sont  reciproques  (961). 

Remarqne.  —  Une  sphere  et  un  plan  peuvent  toujours  ötre  regardäs  comme 
deux  figures  inverses.  Le  pole  d'inversion  est  Tune  ou  l'autre  des  extr^mit^s  da 
diaiD^tre  perpendiculaire  au  plan. 

La  puissance  d'inversion  est  donnee  par  les  formules 

p  =  2R(R~rf) 

et  p,  =  2R  (R  +  d), 

oü  R  designe  le  rayon  de  la  sphere,  et  d  la  distance  du  plan  au  centre  G.  On 
emploie  la  premiere  formule  si  Ton  prend  comme  pole  lextr^mit^  du  dia- 
metre la  plus  rapprochöe  du  plan  ;  on  prendra  la  seconde  formule,  si  le  pole  est 
sur  Textr^mitö  du  diametre  la  plus  ^loign^e  du  plan.  La  premiere  formule  est 
positive  seulement  dans  le  cas  oü  le  plan  coupe  la  sphere.  —  La  seconde  for- 
mule est  toujours  positive.  Lorsque  le  plan  est  tangent  k  la  sphöre,  la  puissance 
dMnversion  est  z^ro  ou  4R'  suivant  que  le  pole  est  au  point  de  contact  ou  k 
Textr^mitä  du  diametre  qui  passe  par  ce  point. 

Lorsque  le  plan  passe  par  le  centre  de  la  sphere,  la  puissance  d'inversion 
est  2R». 

th£oreme 

971.  —  La  figure  inverse  d'un  cercle  ne  passant  pas  ä  Vorigine  est  un 
auire  cercle  homothelique  du  premier  par  rapport  au  pole  d'inversion, 

La  figure  inverse  d'un  cercle  C,  en  prenant  0  pour  origine  et  p'  pour  pais- 
sance  d^inversion,  est  le  cercle  lui-mSme ;  car  une  s^cante  quelconque  men^e 


par  le  point  0  coupe  le  cercls  en  ileux  points  H  e 
coDuue 

OM.  ON  =;.'. 

Uais  la  Hgure  inverse  ilu  cercle  C,  doni  l'origine 
(MS)    hoinoth^tique    du 
cercle  C,  c'eet  donc  un 
cercle  C  (306|. 

OM.  ON'  =  p. 

Divisant  les  deux  rela- 
tiona  trouväeg  luemlire  k 
membre,  il  vieni 


-öjr  =  V  Fig.  GOO. 

D'oiiilräeulteque  le  centreil'homolhälieest  Oelquele  rapport  ü'tiomoih 

dl)  cercle  C  au  cercle  C  e»i  -^  •  riiomolliätie  est  d'aitleurs  direcle  ou  inve 

P 
seloDquece  rapportest  poBiiifou  n^gaiif. 

872.  —  RAdpro^nenieBl,  deur  eerclti  homollieliguea  tont  deux  figi 
inveites  par  rapport  ä  l'ua  des  crnttvi  de  simitilude  prii  pour  p6le  (Ti 

Soieat  C,  C  (leux  cercles  honioth^tiques  ifig.  600}  et  O  un  de  leursi 
similitude.  Je  dis  qae  eei  deux  cercles  aont  inveraes. 

En  effet,  ilestfacile  de  voirque: 


ON 


R' 


niulliplUnt  ces  ägalil^s  membre  ä  membr«,  il  vii^iit : 

ON.OM'    _    R.n'    _  j 

ON'.UM    ~    R'.K   ~    ■ 
d'oü 

ON.OM' =  0N'.OM. 

Ce  qui  prouve  la  rteiprock^  des  cercles  C  etC. 
THeORäHE 

973.  —  La  figure  inverse  d'uiie  sjiliere  ne  paatant  pat  par  U  p6le  e*l  vne 
sphei-e  hotnotMlique  de  la  piemiire  par  rapport  au  pSte  d'inneraion. 

Pour  le  dfimontrer,  il  autfit  de  faire  lourner  la  figure  600  aulour  de  OCC' 
comme  charniere.  II  eet  <Us  lore  facile  de  tirer  les  conclusions  du  th^orime  pr£- 
cedent  relalif  au  cercle.  Le  cenire  d'homothätie  est  0  et  le  rapport  d'bomolb^lie 

l'homolhgtie  est  direcle  ou  inTeree  selon 

V.  sa  propre  inverse 

Rriclproqnemcnt,  deux  spkirea  quelcanques  peuvettl  ftre  coniidüi-fe' 
comme  deux  figueet  ineersts  par  rapport  ä  /'un  Ott  ä  tautre  de  ieurs  centita 
d'homotlUlie  prü  pour  pAle  d'inversion. 

DÖraoiistralion  analogue  ä  celle  du  n*  978. 


de  la  Sphäre  C  ä  la  spb^re  C  e: 


974.  —  !•  La  figurt  iHvtrtt  d'un  ctreU  C,  donl  U  plan  ne  patte  pa*  par 
ie  pdle  d'imti-aion  0,  eit  un  cerele  C. 

a*  Lts  deax  ctrcla  inveriti  C  tt  C  tont  aur  la  tiUme  aphere. 

l-  Considärons  un  cercle  C  et  un  pÖle  O  nön  aitue  datiB  son  plan.  Ce  cerc|e  C 
peut  ftlre  rega.nl £  comme  rinterBection  du  plan  P.dece  cercle  C,  et  il'une sjdlere 
S  passant  par  Ie  päle  0.  Les  deu\  Itgures  inverses  de  P 
«t  üe  S  par  rapport  au  poiiit  0  seront  une  sphere  S' 
inverse  d«  P  (969),  et  un  plan  P'  inveree  de  S  (910).  Cea 
iJeuK  figures  inverses,  par  leur  interaection,  dfilermi- 
iieront  un  cercle  C  quLaera  l'inverse  de  C. 

2°  Les  deui  cercles  inverses  sont  sur  la  [  m£me 

Solent  A  et  B  äeax  poinis  dn  premier  cercle,  A'  et 
B'deux  poinis  correspondants  du  second.  Leg  quatre 
points  A,  B,  A',  B'  forment  nn  quadrilatire  ioBcrip- 
tible  (3^8)  et  sont  eur  un  m&me  cercle  O.',  lequel  avec 
Ie  Premier  cercle  consid£rä  (C)  d^termine  une  Sphäre. 
En  eßet,  les  deux  perpendiculaires  men^es  par  les 
4:entre3  de  ceü  cercles,  contenues  dans  un  mAme  plan 
perpendiculaire  sur  Ie  milieu  ^de  AB,  doi^ent  M  ren- 
contrer  en  un  mCme  point  qui  est  Ie  centre  de  la 
«phere. 

Gelte  Sphäre  eomcide   avec  son  inverse  pulsque  Fig.  000  bis. 

OA  X  OA',  puiseance  du  pdle  0  par  rapport  ä.  cetle 

^ih^re,  est  ^al  k  la  puissance  d'inversion  (973).  Donc  cetle  Sphäre  passant  par  Ie 
^rentier  cercle  (C)  passera  ägalement  par  son  inverse  (C), 

Points  antihomologues. 

979.  DAllnialons.  —  Sl  deui  cercles  C  et  L'  sont  hornoth^liques,  II«  sont 
igalement  inverses  (912);  de  sorte  qu'un  cenlre  d'homolhätie,  lel  que  0,  est  en 
mSme  temps  pole  d'inver- 

Si,  d' au  Ire  part,  on 
inene  4  ces  cercles  deui 
«äcantes  quelconques,  les 
(.'ouples  de  Points  qui  se 
correspoiident  dans  l'ho- 
molhätie,  c'est-ä-dire  les 
Points  E  et  E',  F  et  F',  6 
et  G',  H  et  H'  sont  dits 
hamologuea.  Les  couples 

de  poinis  qui  se  corres-  F"=.  ÖOI. 

pondent  dans  l'inversion 

sur  les  m6mes  droiies,  sont  F.  et  F',  F  et  E'.  G  et  II',  H  et  G'.  Les  poinis  de  chacun 
de  ces  couples  sont  dits  anühomologues,  Les  cordes  telles  que  FH,  E'G^,  dont 
(es  exlrömitSs  sont  des  poinis  antihomologues,  sont  elles-mfimes  dites  antiho- 
mo/asues.  '    '    , 

Par  suite  de  iriangles  semblables  faciles  ä  voir,  on  a  les  ägalii^s  si 
OE.OF'  =  OF.OE'  ^  OG.OH'  =  OH.OG'- 


CHAPITRE  II 

Applications.  -—  Thöortoie  de  Ptolömde.  — 
Cercle  tangent  ä  deux  cercles,  ä  trois  cercles: 
—  Appareil  de  Peauoellier.  —  Protection 
st6r6ographique. 

g  1-.  —  APPLICATION  I.  —  TH^OREHlE  de  ProLiMte 

880.  —  Lt  produit  des  diagonala  tfun  quadi-ilatire  imcriplible  est  tgal 
ä  ta  sontme  des  produils  des  cSUa  opposia. 

Soient  ABCD  le  quadrilatire  inscrit  et  X¥  !ä  transformee  dn  cercle  par 
rayODs  vecteurs  räciproques.  9i   1'oa  prend  le   somni6t   A   pour   origine,   les 

poar  Points  röcipröquei 
B",  C,  D".  Ou  a  d'abord  la 
relation  ävidenle 


ffD'z 

=  EfC  +  CD'. 

Hais  (963J. 

B'D'  = 

BD 

AB.AU 

B'C  = 

BC. 

P 
AB.AC 

CD'  s= 

CD. 

P 
AC.AD 

Remplafsant  les  segmenis  B'iy,  B'C  et  CD'  par  leurs  valeura  respectives,  et 
Mipprimaot  p  de  part  et  d'autre,  il  vieat : 


AB.AD  AB.AC    ^    AaAD 

et  ai  Ton  chasseles  d^nominateurs  elqu'oa  simplifie,  ona  enfia 

BD.AC  =  BC.AD  +  CD.AB.  C.  q.  t.  d. 

APPUCATION  II.  —  PROBLfiMES 

981.  —  Mener  par  an  potHt  A  un  Miete  tangent  ä  dtux  cercles  donnts 
Ceta, 

Supposons  le  probl^me  r£solii  et  seit  1  le  cercle  deniand^  tangent  aax  cercles 
donn£s  en  D  et  D'. 

Tirons  la  corde  des  contacts  DO'.  Leg  points  D  et  D'  £iant  les  centres  de 
similitude  inveree  (308)  des  cerclee  I  et  C  d'une  part,  [  et  C  de  l'autre  sont  en 
ligne  droite  (310)  avec  le  centre  0  de  similitude  directe  des  cercles  C  et  C. 
D'ailleurg,  ea  trafant  AO,  on  vojt  tmmädiatemenc  que,  si  Ton  connaissait  le 
point  B  oü  cetle  droile  rencontre  le  cercle  I,  le  probleme  ne  consislerait  plus 
qu'i  mener  par  deux  points  A  et  B,  un  cercle  tangent  ä  un  cercle  donn§  C 


i)UMtion  iiji  r£solue  (383).  La  difOcullä  est  done  d«  iMtermitier  le  point  B.  Or 
les  aäeanles  OA,  OD  donneot : 

OA.OB=OD.OD'; 

mais  Im  denx  coupln  de  points  D  et  U*,  E  et  E*  sont  uitihoinal<%ues :  iU  aoat 
donc  snr  un  meme  urcle, 
d'oii  la  relation : 

OD.0D'  =  OE.OE':  I 

par  suile, 

OA.OB  =  OE.OE', 

UA 

La    droit«    OB    est 
ilonc     une     quatri^me 

proponionnelleaux  trojs 

liynes  connues  OE,  OE' 

•t  OA.   Le  point  B  est  ¥ia.  604. 

donc  d^termin^. 

On  ferait  un  raisonnement  analogue  dans  le  las  oü  le  cerule  demandä  devrait 
kln  langent  iiit^rieuTement  aux  m£mes  cercles;  ou  s"\\  Jevail  älre  tangeiil 
«tl^rieurement  k  t'uii  «t  intärieurement  ä  l'autre.  II  y  a  doui:  en  toui  quatra 

S83.  —  Dg<:iire  un  ctivle  0  langtnt  ä  ti-oU  cerele»  donnfs  A,  B,  C. 

Supposons  le  probleme  r§salu.  SJ  nous  menans  OA,   OB,   OC,   ces  droileK 
contiendront  ^videmment  les   poinls  de  contact  D,  E,  F.  D'autre  pai't,  on   voit 
Sans  peine  qiie  si  du  point  B  cuiiiine  centre  on  oäcrit  uii  cercle  de  rayon  It'—  R 
el  Uli  du  puint  C  de  rajon 
R"  —  R,  ces  deui  c«rcles 
eeront  tangents  k  un  cerule 
passant   en    A,  et   dont   le 
centre  est  le  inline  que  celui 
du  cercle    demandfi.    C'est 
alors  le  cas  du  n"  prficWenl. 

Ce  Probleme  a  huit  mIu- 
tions  formantquatre  gioupes 
de  deux;  car  le  cercle  <),  uu 
lieu  d'eire  langent  exteriea- 
rement  aux  cercles  A.  D,  C, 
pourrait   leur  filre    tanfrent 

nerait  une  seconde  Solution.  J 

De  mfme,  le  cercle  O  ]ieut 

Slre  langen!  exlirieui-emeiit  F,r,.  COj, 

au  cercle  A   et   intiiiewe- 

meitiäBetC,  ou  bien  le  cercle  0  peut  fitre  langeiit  im^rieui'emenl  ao  cercle  A 

et  extirieitrement  ä  B  el  C,  ce  qui  doime  les  deux  Solution;  du  second  groupe. 

II  est  facile  de  trouver  les  deui  aiilres  groupe»  de  Solutions,  il  suflit  pour  cela  > 

de  faire  intorvenir  successivcmeiit  les  cercles  6  et  C  &  la  place  de  A. 


tSTERSION  *^' 

983.  AMire  a^ntioa.  —  Supposons  Je  probleme  räaolu-  Soient  u  et  b>'  lel 
«ntres  des  deiix  cercles  di|  premier  (Croupe  de  Solutions  tangenls  aax  trois 
cerelea  äonais  A,  B.  C.  Soient,  clautpe  pari,  a,  b.  c,  les  poin«  de  CMitact  d^ 
eercte  ta  avec  ies  cercles  A,  B,  C  et  n',  b\  c'  ceux  du  cerc'e  »'■  t    .        .  , 

La  difflcultä  du  Probleme  consiste  ä  trouver  Ies  corde*  a«'.  W,ce' ;  car  ^ 
an  Ies  connaisGiiit,  il  n'y  aurait  plus  qua  iracer  un  cercle  p" Ies  poinls a,  b,  c 
el  uo  autre  par  lespoints  a',  6',  e'.  Cherchons  donc  Mi^'«'''"'"*"'  ***  wrde». 


1-  Les  droites  ab  el  a'6'  passent  par  le  centre  0  de  similitude  direcie  dn 
cercles  Ä  et  B  (308)  et  (310) ;  de  mfime  6c  et  ftV  se  coupent  e»  0',  centre  de  simi- 
litude direcie  des  cercles  B  el  C ;  enfin  ac  el  «V  se  coupeol  en  0"  centre  de 
similitude  direcie  des  cercles  A  el  C.  O.i  a  vu  d'ailleura  (310)  que  les  ti^ois  poinls 
O,  0'  0"  soni  en  ligne  droile. 

3"  Chacune  de»  cordes  de  contact  aa',  bb',  cc'  passe  par  le  cenlre  I  de  simi 
lilude inverse  des  cercles  »  et »' ;  car  «,  par  exemple,  est  un  cenlre  de  simüjtude 
direcie  des  cercle  Aelu,  lardis  que  a'  esi  un  centrede  similitude  in  verse  des 
cercles  A  et  «' :  donc  la  corde  aa'  passe  par  le  IroisiSme  centre  1  de  similitude 
interse  des  cercles  u  et  u'  (310). 

3«  Le  point  I  e^t  le  cenlre  radical  des  cercles  A,  B,  C ;  car  les  cordes  aa'  et 
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bV  sont  amihomologuen  Jans  ten  cercl«s  A  cl  B  consld^r^a  comme  InverMS  par 
rapport  k  l'origine  U,  donc  reur  pnot  de  conc«ur«  I  a  lieu  sur  l'axe  ndical  des 
cerclM  A  «(  B.  De  mfime,  le  poini  de  concoun  I  des  corde«  antiliomologues  aa! 
et  ec*  a  ]i«u  »or  l'aie  radical  des  cerctes  A  et  C.  Donc  I  est  le  ceotre  radical  des 
troU  eercle«  A,  B,  C  Le  potnt  I  est  alors  connu  ;  si  nous  pouvons  trouver  un 
sefond  point  dw  cordea  oa',  bb',  ce",  ces  conles  «eront  döiermln^  et'  le  pro- 
bUme  Mra  räiotu. 

4*  Ghacuoe  de«  cordes  aa',  bV,  eif  conlient  le  pAle,  par  rapport  i  «on  eercle, 
de  Taxe  d«  glrallitude  OffO"  des  trois  cercles  A,  B.  C.  Pour  arriver  i  le  prouver, 
[noDtn>i]|i]aeraxedatiniilitude  000"  descercle«  A,  B,  C est aussi  laxe  radical 
des  cerelesw  et  »'.  En  elfet,  dans  ce«  dem  cercles  les  cordes  a6  et  o'A' mot 
aatihomologues,  leur  inlersecttOQ  0  se  trouve  donc  sur  laxe  radical  de  cea 
deux  cercles  (S76).  Poar  le  lakme  moiif  les  points  O*  etO"  appartienneni  auaai 
k  eel  axe  radical.  D'autre  pari,  les  tangeotea  en  a  et  a',  au  m&me  eercle  A,  vien- 
dront  aosil  se  couper  en  D  sur  Taxe  radical.  Donc  (823)  le  pAle  de  ladroite 
OCO",  par  rapport  au  eercle  A,  est  ud  point  de  aa'.  De  m^me  Iw  pAlasde  I« 
droite  OO'O",  par  rapport  aux  cercles  B  et  C,  »ont  un  point  de  W  et  un  poiat 
decc'. 

Le  Probleme  est  donc  r^solu,  On  oherchera  d'abord  Taxe  de  similitude  00*0" 
et  le  centre  radical  I  des  trois  cercles  A,  B,  C ;  puls  on  prendra  (8iS)  les  trois 
pAIea  B,  p,  Y  de  cet  axe  par  rapport  k  cbacun  de  ces  cercles  et  od  les  joindra  au 
cenire  radical  1 :  tes  droiles  [a,  iß,  If  reoGODlrent  les  cerclea  A,  B,  C  aux  point« 
de  coDtact  a  at  o',  6  et  i',  c  et  c*. 

Les  c^cles  demandds  «  et «'  passent  Tun  par  a,  b,  c  et  l'autre  par  o'  b'  c'. 

Od  diterminera  les  auires  groupea  de  Solutions  k  l'aide  d'un  raisonnement 
analogue. 

Cette  Solution,  anssi  remarquable  par  aa  simplicitd  que  par  son  (AtgAaee,  est 
due  au  gdomfeire  frangais  Gergonne. 

S  IL  —  APPLICATION  III.  —  APPAREEL  DE  PEAÜCELLIER 

8M.  —  Nous  avons  vü  qu'une  Ogare  «lant  compos4e  de  droltes  et  de  plans, 
si  on  la  transrorme  par  inversion,  on  peut  obteuir  une  nouvelle  llgure  composee 
ds  droiles,  de    cer- 
cles, de  plans  et  de 
spbires. 

Le  gän^ral  Peau- 
cellier  a  rfalisi  lat- 
caniquementlatrans- 
formation  du  tnon- 
jxmtnl  eireulaire  en 
•meuvement  recti- 
Ugne,  an  moyen 
d'un  losange  articulri 

MAM'B    donl    deux  ^ 

sommets  opposäs  A  ''"'■  *"'■  ^'°-  **"■ 

et  B  sont   religs  au 

point  BieO  par  deux  liges  Egales  DA  et  OB,  ariicul^es  en  0  ainsl  qu'en  AetB. 
Parfois  le  point  O,  au  lieu  d'Stre  k  l'intärieur  du  losange,  est  k  l'exterieur  aar  le 
prolongement  de  MM'. 

Cet  appareil  porte  plus  Bouveni  le  Dom  d'inverieur  de  PeaucelUer,  parce  que 


[fi.  609. 


tepoint!!!  il^rlt  ta  traiatormit  par  ineenion  de  la  ligne  que  l'on  fait  dterire 
an  potnt  M'. 

•  ]l  eO,  en  effet,  facite  de  d^moalrer  que  )e  produit  OM  x  OM'  est  comtanl, 
quelle  que  eoil  la  Forme  que 
prenne  le  lownge. 

1*  SoftpoMinE  que  les  llfCH 
OA  et  OB  sollt  en  ligne  droite 
{fig,  60B).  I»^ignons  par  I  le 
cöte  du  lossage  et  par  a  la  lon> 
gueur  OA  =  OB. 
On  a  (1)  OM  X  OM'  =  \U'  —  a' 

3*  Suppo^ons  en  second  lieu 
qae  te  losoDge  soit  ioBicM 
(Äs.  607],  on  aura: 

OM  =  DM  +  OD 
OM'  =  DM'  —  OD  =  DM  —  OD, 
pnisque  DU  =  DM'; 

d'oü  :  _  _  _       _ 

lä)OMxOM'=DM*— OD'=li«  — ÄD*]  — OD»=i'  — [ÄD*  +  0D']  =  P  — B". 

Ce  qul  monlre  bien  que  OM  X  OM'  ^  I'  —  a*  est  un  produit  conBtant, 
puisque  (  et  a  «ont  des  loiigueurs  invariables  :  par  consäquent  M  et  M'  sont  de» 
points  inverses  par  rapportau  poirit  0.  Si  M  est  assujelti  ä  däcrire  une  ligne,  U' 
ü^rira  la  ligne  inverse;  lapuissance  d'inveralon  sera  /■  — -  «'. 

En  particutier  (ßg.  GOfl),  ei  M'  est  assujetti  i.  d^crire  uns  circonfirence  C 
paxsant  par  0,  M  d^crira  la  droite  \X  perpendiculaire  au  diamitre  XX'  meni 
par  l'origine  0  (967).  Ce  qul  permet  de  transrormer  ud  monvement  circulaire 
en  mouvement  recti  ligne. 

g  III.  —  APPLICATION  IV.  —  PROJECTION  STEREOGHAPHIQüE 

985-  —  On  appelle  projection  st£r£(^apbique  ta  perspective  d'une  sphire 
Eur  le  plan  d'un  grand  cercle  MN  de  la  spbjtre.  Tun  des  pdles  P  de  ce  grand 
cercle  ätant  pris  comme  point  de  .vue.  On  d^flnit 
encore  la  projection  stertograpbique  d'un  point  A 
de  ta  Sphäre,  le  point  a  OÜ  le  vecteur  PA  ren- 
contre  le  plan  MN.  La  projection  stäräograpliique 
d'une  ligne  trac^  iiur  la  Sphäre  sera  le  liea  des 
.projeclions  st^ric^raphiques  des  points  de  celte 
ligne.  Mais  on  a  vu  que  le  plan  MNO  et  I« 
Sphäre  sont  deux  Sguree  inverses  par  rapport  au 
pole  P. 

Ici  (a  puissance  d'inveraion  est  9R*. 

Dis    lors    les    projections   st^rtographiques, 
ainsi  que   les  flgures  inverses,  jouisaent  des  dem  Fig.  610. 

proprio  las  fondamentales. 

1*  Les  angles)onl  conservis  data  la  projection  stiriegraphiqne  ">64); 

*•  La  projeclioH  tiirtographiqae  d'un  cercle  Cde  la  spkire  qui  ne  paste  pas 


INTEBBIOH 
'.  un  etrcle  ff  (974).  S'il  paaia  par  h  pdl»  P,  m  projeetton  ett 

|>rojection  aUreographique  <l'un  cercle  est  nn  cercle  C,  il  est 

ler  le  centre  de  ce  ceivle  C 

j'abord  le  cOne  circonscril  k  la  sphere  suivant  le  certle  C  et  ilonl 

Si  par  le  point  I  comme  cealre  on  coiislruit  une  sphere  S  de 

la  gjn^ralrlce  du 
ide  sphjire  coupera 

la  spl)§re  de  cen- 
cercle  C. 

en  eHet,  le  point 
ent  en  ce  point  k 
itre  I  esi  perpendl- 
plan  Innrem  i  la 
0  au  Toime  peint 
yon  IM.  Les  deui 
soni  perpendlcu' 
)lieres    sont   bien 

de  ces  sph^i-es  se 

lent  ä  angle  droit. 

.spMredecemre  f-,^    ß„_ 

1.  Linverse  de    la 

e  passe  pas  par  le  pAle  P  sera  une  autre  «phire  S'  qui  devra 

alement  le  plan  MN,  c'est-ä-dire  qui  aura  son  centre  dans  le 

'inlereection  du  plan  MN  et  de  S'  n'esl  autre  que  l'inverse  de  C 

i  et  de  la  sphere  de  cenire  0.  Le  centre  de  la  Sphäre  S'  est 

ur  le   vecteur  PI.  Lintersectlon  de   ce  vecteur  PI   aveu   la 

ine  le  centre  <l6[C'). 
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CHAPITRE  PREMIER 

Composition  des  vecteurs  —  Däcomposition 
d'un  vecteur,  —  Relations  analytlques  entz-e 
Je  vecteur  rösultant  et  les  vecteurs  compo- 
sants. 

§  I".  —  COMPOSITION  DES  VECTEUBS 

98S.  •^Ilnltlon*.  —  On  appelle  reeleur  AU  un  Segment  de  droits  X'X 
k^aM  une  origine  A  et  une  estrf  miiö  B. 

11  faut  distinguer  dans  ce  vecteur :  1°  l'origine  ou  point  d'application  K;%°  \a, 
direction,  qui  est  celle  de        ■ 

1e  vecieur       un  I^^^^^B^^^^^^^^^^^M^^^lH 

Je  aens  est  du         ^^^^BHfl^^^H^^H^I^^B 

mouvemeat   d'un    mobile  Yiq   61" 

allant  de  A  Ters  B  et  que  * 

fon  indique  par  nne  tleche  placSe  ä  re\[remit6  du  »ecleur;  4-  1a  grandeur  qui 
est  Itk  lonpueur  AB. 

Deux  lecteui'ä  sont  idtntiques  iguand  ils  se  cot)fondenI. 

Deux  vecteun  »ont  iquipoUenU  lorsqu'ils  sont  ■  1'  ^gaui  e  longueur ;  8*  de 
mäme  gens;  3*  dirigi^s  suivani  la  mfim  tes  paralleles. 

Deux  »ecleura  sont  igAux  et  opp  ra     es,  de  meme 

longneur  niAi«  de  Rens  conlraire,  üb  e  n  p    de  vecteurs. 

Deux  vecteurs  sont  dbtclement  ojipoa^  q  «on   äg    x  oppos^s  et 

dirigfe   suivant    1a  mtme 
droits  iniUfinie. 

987.  Axe  srleaM.  -~ 

On    appelle    axe   orieatö 

une  droite    illimit««    snr 

laquelle  on  choisit  un  sens 

appetä  Bens  positlf.  Le  seni 

contrair«  est  appelä  seng  Pio    ^^3 

nigaiif. 

Ainsi,  «1  la  lon^eur  du    vecteur  ÄS  est  3  on  aura  snr  l'axe  AB  =  3 ;  au 
>e  ai  S  est  la  longueur  absolue  de  CD,  on  nura  CD  =  —  9. 
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VECTBURB 

BU.  —  La  ynrsuit  atgibrique  du  veeleur,  tommt  giomitriqut  dt  pUuieur» 
vecteuri  paraililes,  ou  porlf-t  »ur  un  -axt,  eit  ta  lomme  algibriqut  äet  mtturt* 
algibriqut*  de  ce»  vecteurt. 

Aiosi  dang  l'eiemple  ci-dessuB : 

AB  +  CD  =  3  — S=I. 

MO.  —  Sommt  gtomttriqu«  dt  vtctturs  conaiuranU. 

CoDipowr  dw  tecteurs  coneourattl»,  c'est  remplacer  cen  ditHrenU  vecteun 
ayant  mAma  ortgine  par  un  leul  vteleur  que  l'on  appelle  leur  Bomine  giomi' 
bique,  et  qui  a  son  point  d'application  ä  IVirigine  commune  des  vecteurB. 

MO.  —  1.  Somtne  geomiti-iqui  de  dtux  vecleurt  concouranU. 

Si  l'on  a  denx  vecteurs  concouranls  OA  et  OB,  ieur  somme  gtomilrique  est, 
par   däOnition.  1^  diagonale  OR  d'    parall£1o- 
gramme   OABK    obtenu  en   menant   par  A   an 
vecteur  äquipollent  4  ÜB,  et  par  B  un  i^ecteur 
«quipolteot  A  Ö7.  Ce  qui  s'iciit  par  Convention: 

(OH)  =  (OA)  +  (OB), 
et  s'änonce  OR  sojnme   geomätrique  de   OA   et 
de  OB;  Ott  est  aussi  la  räsultante  de  (OB)  +  OA), 
rordredesdeux  vecieurs  ätant  indiffärent- 

Ml.  —  La  trli/ommilrit  rournit   la  moyen 
de  calculer  la  r^sullante  de  deux  vecteurs  concouranls.  connaissant  la  longueur 
lls  ce8  vecttttirs-etU'aiigl«  de  leors  directions. 

ÖR*  =  ÖÄ'  +  OB*  —  aÖÄ  X  OB  cos  OAii 

OU!  55*  =  ÖÄ'  +  OB*  +  2.ÖAX5b  cos  OAB, 

puieque  AOB  =  (n  —  OAR). 

8i  l'angie  des  deux  vecieuw  coraposants  est  nul,  la  somme  giomStriqae  des 
vecleurs  est  ^gale  k  la  somme  alg^brlque  des  vaieurs  des  vecteurs.  S'tls  gont  i)e 
mfOie  origine,  ägaui:  et  opposäe,  leur  somme  est  nulle. 

993.  —  U.  Somme  giomUrique  dt  tfois 

La  somme  gäom^trtque  de  Irois  vec- 
leursÖÄÖBOC,  ayant  m6me  origine  et 
non  situAs  dans  un  m£me  plan  est  ^ale 
i  la  diagonale  du  parallel ipipÄde  construit 
sur  lefi  trois  vecieur«  composanis. 

Par  l'eitremit^  A  du  premier  vecteur, 
menons  un  vecteur  AB'  äqaipollent  ä  OB  \ 
pitis  par  B'i  un  vecteur  iSquipollent  &  ^> 

Le  vecteur  OR  d'origine  0  et  d'exirä- 
mite  R  est  laaomme  giom^trique  des  trois  p^,    gjg 

vecieurs  donnSs.  Ce  vecteur  ÖR  est  indö- 
pendanl  de  l'ordre  dans  lequel  on  compose  les  Iroia  vecteurs  OA,  OR,  OC,  car  le 


VKCTEURS  ^"^ 

polnt  Restte  aommetoppori  an  pointOdanB  1e  parallel  ipipMe  construit  Bur 
OA,  OB,  OC.      .      ,  ■ 

La  mmme  giomitriqva  55  des  trois  vecteurs  Mt  eipBim^e  par  rigaltlfi 
,4.«».,..,  ,j„,  =  i„A,+  ,«„  +  ,OC). 

ffS3-  —  111.  Seiain*  giomilriqu»  <faa  Tiombrt  quelconque  de  vecteurt 
toneourtml». 

Soient  n  vecleurs  OA,  fü,  OC,  OD:..  OM.  ON  d'origlDe  commime  O.  Pap 
rextfÖdiiW  A  du  Premier  menons  un  »ecteur  AB,,  eqoipollent  au  deuxUme  OB  ; 
par  B|,  un  vecteur  B,C,  equipoUent  au  vecteür  OC  et  ainsi  de  suite  jasqu'au 
dernier  M,R  «quipollent  k  ON.  Par  l'exti^milä  R  menons  OR,  noua  aurons  la 
somme  giomili-iqae  ou  rfaullanir  de»  vecteurs  donn^s. 

Cette  somme  est  indeptndante  de  i'ordre  dans  lequel  on  prend  les  Tecteurs 
coniposanls  pour  le«  porler  boUl  ä  bouL  Ce  fait  rösulle  de  ce  qu'on  peut  inier- 
\erlir  I'ordre  de  deux  vecteurs  consicutifs  :  en  raisonnanl,  comme  en  arith- 
m^tique,  relaiivemeni  au  produit  da  plusieurs  facteurs,  on  peut  par  cons£qaent 
les  ranger  dans  un  ordre  quelconque  eaas  changer  leur  somme  giomfitrique. 

La  eomine  g£om£triqne  s'eiprime  par  l'igalite  conventionneile. 

[OB)  =  (OA)  +  (OB)  + (ON)  (+ ) 

dans  le  second  membre,  I'ordre  des  lermes  est  indifT^nt. 

g  II.  —  DEGOMPOSITION  D'ÜN  VECTEUR 
BM.  Probl«Be  bnerw.  —  1-  Dicompoiitiim  d'un  vecleur  OR  en  den« 
vecteurs  composanis,  connaissant  Tun  des  vecteurs  compoiantt  OA. 

Lautre  vecieur  composant  sera  OB  ^uipoUenl  k  AR  qui  Joint  les  extrdmiUi 


Fio.  616.  Fig.  617. 

de  OA  et  de  OR.  Cest  le  aecond  cAtä  du  parallälogramme  doni  OR  est  la  diago- 
nale et  OA  l"«»  des  cötis. 

(OB)  =  (OR)  -  (OA) 

qui  est  la  consA]uence  de  la  relation  gäom^trique : 
(OR)  =  (OR)  +  (OA). 

S*  Dicon^oaitUm  itun  iitcleur  suivaot  denx  direcüons  OX  et  OY  qui  gont 
dans  un  mime  plan  avec  OR. 

On  construit  le  Parallelogramme  dont  OR  est  la  diagonale  et  dont  leg  edt£a 
soDt  dirigjs  suivant  les  axes  donn^. 

Les  vecteurs  OA  el  OB  r^pondent  seuls  i  la  question. 


TECTEURH 
rt  d'un  vecitur  OB  ttäeaut  Iroit  äiiteliom  dminies  OX. 

fltant  dornig  !e  vecieur  OH,  il 
sufflt  de  mener  Irois  plana  paral- 
leles aux  Plans  XUY,  XOZ,  YOZ.  On 
forme  ainsi  un  parall^lipipede  dont 
OR  est  la  diagonale  ;  les  trois  vectaurB 
cherchäB  forment  les  troia  ar^tes  et 
l'onat 

(OA)  +  (OB)  +  (OC)  =  (OR). 

Rcmar^ne.  —  St  les  trois  di- 
reclions  ainsi  que  le  vecieur  OR 
gtaienE  dans  le  mäme  plan,  il  est 
facile  de  voir  que  le  probl^me 
admettrail  une  inflnit£  de  solulions.  Fig.  6(8. 

§111.  — RELATIONS  ANALYTIQUES  ENTRE  LE  VECTELR  RESULTANT 
ET   LES   VECTEURS  COMPOSANTS 

996.  (an  de  donx  vcelcnr»  campoBanta.  —  l'h^r^m«.  —  Lt  rap~ 
port  de  chaqjte  vecituf  au  aitua  de  Ctmgle  des  deiix  autres  est  constanl. 
Le  Iriangle  ABR  (flg.  öm)  donne  les  relations 


sm.   -   siriJJ   -   sinK-(«+p)]   "   si 

(«  +  P) 

Donc  le  rappurl  de  chaque  vecteur  au  slnus  de  l'ang 

e  des  deux  autres  est 

997.  —  BeUilioiia  analyliquts  enlre  le  veeleui-  reaalta 

t  et  les  Irois  secteiti-t 

camposaiits.  nii  ons  oii  ils  sonl  rectiiigulaires  : 

On  a  :■  (ÜB-  018)               ÖR*  =  ÖÄ"  +  55'  +  ÖC'. 

Eneffel.                   '                    ÜÄ'  +  ÖB*=0Ö'. 

.■Hais,                                                  Oi?  +  ÖC'=Öit'. 

Lorsque  les  vecteiirs  composants  sont  rectangulaires, 

les  angles  de  OU  avec  OA.  OB,  OC. 

i  Ton  appelle  >,  ß,  y 

Ona:OA  =  Rcos«;OB  =  R  cose;OC  = 

R  cos  T. 

OA 

OU  .  cos  «  _  ^__^  _|_   _j  _j_  _ 

OB 

OC 

^OA'  +  ÖB^  +  OC''  v'OA'  +  OB*  +  OC' 

)  i-arrf  el  ajoutant  merobre  k  membre  ces  trois  SgalitSs,  o 
cos'  B  +  cos*  ^  +  cos'  T  =  1- 


CHÄPITRE  II 

Projection  d'un  vecteur  sur  un  axe.  —  Th*o- 
rAme  des  projections.  —  Repräsentation 
analjrtique  des  vecteurs. 
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PROJECTION  D'UN  VECTEUR  SUR  UN  AXE 


»88.  MMtalOMu.  —  Soil  X'X  uii  axe  Orient«  dana  le  sens  po»i 
plan  P  non  parallele  k  l'axe  de  projeutioD. 
Cet  axe  X'X  et  Ja  plan  P  formenl  un  $ystemt 
de  projection.  —  Si  le  plan  P  est  perpen- 

Jtctions  clhogonalu. 

La  prnjection  a  dun  poini  A  sur  laxe  X'X 
sera  Tintersection  de  cet  axe  avec  le  pUn 
men6  paralleleitient  au  plan  P  par  le  polnl  A 

(flg.  61»]. 

On  appelle   projection    d'un    v 
«ur  laxe   X'X,  le   iegnient   de    l<u 

■cleur  AB                      Fm.  619 

qui  apour  origine  Ja  projectioi 


t  pour  extr^mil*  la  projection  6 


889.  Contotir   polygonal  lerpiri.   — 

On  appelle  cotiiour  polygonal  fei-mf,  un 
pol ygone  [plane  ou  ftauclie  (1)  donl  lea  cdl*s 
sont  parcouriis  par  un  moUle  partant  d'un 
lies  sommets  du  polygone,  .4  par  exemple,  et 
parcourant  succassivement  dans  un  sena 
il^lerminä,  les  difTärenl»  vecteurs  et  som- 
meis  du  polygone  pour  revemr  au  point  de 


FrG.  621. 

depart  A  (dg.  6äl), 


le  polyffone  ( 


"  polj'eaae  d 


L 


-  ftWNCg  GgOM^RIQUB  DU  rafiOB&UE  DES  PROJECTIONS 

1000'  —  La  projection  de  la  lommt  giomitrif»»  ^tm  qftttme  de  vectears 
qutleonquat  iw  uii  axt  orienti  ttt  la  «omme  ^iomitriqiit  drt  frtftcüon*  dtx 

!■  Conaiddrons  d'abord  les  projeetiotu  de  deux  vecteura  £quipollenl«.  OV, 
(yV'  aur  an  axe  orienU  XU,  paraimement  k  un  mäme  plan  flie  P ;  noas  verrons 
quscw  projections  sonl  dem  vecteurs  äquipolLeaU. 

Projection  OV  =  od  ;  Projection  O'V  =  o'v'. ' 

U  tml  ddtnontrer  qne  Öv  =  ÖV.  Meoons  par  0  eEpar  O  des  vecteun  0V| 


Fia.  622. 

«t  O'V,'  paralleles  k  X'X,  Ces  vecteurs  Bont  respectivement  Sgaui  ä  ob  Ht  Tt? 
comme  paralleles  comprises  entre  plana  paralleles, 

Les  plana  paralleles  VOV,  el  V'O'V,'  coupenl  les  plans  parallMes  M  et  N  sui- 
^aot  des  paralleles  VV,  et  V'.V,'.. 

Dans  les  triangles  VOV,  et' V'O'V,',  lea  angles  O  et  0"  ayani  leurs  cölfis  paral- 
leles et  dirigis  dans  le  mfime  sens  sonl  ^aui,  on  prouverail  <le  meme  l'^galite 
des  angles  V  et  V. 

Les  cdtis  OV  et  O'V'  sont  £gaai  par  bypothise ;  de  plus,  ile  sont  adjacents  i 
deox  angles  ig»m.  chacun  ä  chacnn,  dtwc  les  uriangles  VOV  et  VO'Vj'  sont 
SgauK,  ce  qui  eniralne  l'^galitä  de»  cöWs  OV,  =  OTi'  et  par  li  mfime  celle  des 
projections  ov  ==  o'v'- 

S"  Coiuidfrons  en  second  lieu  un  sjU^me  de  vecteurs  0|V,,  O^V»  (^Vf. 
OhVii  lenr  projection  sur  uu  aieorientd  «st  OiV,t  o,o,,  OjUf»  OaVn  • 

La  aorame  giometrique  des  premiers  vecteurs  s'oblient  en  formani  le  pol  jgone 
de  composition  (993).  OM,  -|-  MiM,..:  SAnt  1^  cötds  EOnt  respectivement  äqulpol- 
lenls  A  0,V„  0,V,. 

Projetonsce  polygone  enemi,  wi,in,...  Ges  vecteurs  sont  respectivement  äqui- 
pollenlsä  i),t>i,  0,1^...,  etc. 

La  somme  gtom^trique  des  vecteurs  projections  est  donc  bien  onia  projection 
de  OMn  ,  äomme  gtom£(riqae  des  vecteurs  0V„  0,V,...  OkVh  . 

1001.  ItcnMrqn«.  —  Pour  que  la  projection  d'un  contour  polygonal  ou 
d'uneportion  de  droiie  soit  nulle,  ilfautetil  sufßt  que  les  projections  des  points 
ejirömes  se  confondent.  Ce  qni  a  lieu  si  ["origine  est  confondue  avec  reiirfmitfi, 
si  le  contour  polygonal  est  fermfi,  ou  si  le  contour  ou  la  portion  de  droite  sont 
parnlieies  au  plan  projetant  P. 

üe  lä  on  peut  döduire  que  la  condition  niceaaaire  et  aufpsante  pour  que  la 
resuUanU  d'un  syatjmie  de  vecteurs  concouranis  soit  nuilt  est  que  si  on 
la  projetle  paralieiement  4   trOis  plana   formant  un  triMre,  sur  trois  axes 


VECTKURH 


e  des  projeetions  de  c 


s  sur  chacun  de  ces  axe« 


S III.  —  ENOKCb:  alg£brique  du  th^urEme  des  PROJECTIONS 

1002.  —  La  meswe  algebrigue  df  la  piitjtclion  de  la  aoinme  giomitriqut 
de  pliaieurs  veeteurs  aur  an  nxe  oiHenle  est  ia  soinmv  al;tibrique  de»  meiwet 
ilea  projectioiu  de  eea  vecleiirs. 

Si  faxe  Ab  projection  X'X  est  orienW  dans  le  sens  posUtf :  les  projections  de« 
«ecleiirs  eeront  mesur^es  par  des  nombres  positifa  ou  nägatifs,  suivanl  que  ces 
projecliODB  seron)  dirigäes  suivant  le  sens  po^itir  ou  n^gatif  de  l'axe  X'X'.  Cetie 
conclusion  r^sulte  de  la  däflnition  donnäe  (098)  de  la  projeütion  d'un  vecleur  sur 


.  Bcnutr^BCf —  Ce  Tbfortme  est  ä  proprement  parier  celui  ((u'bn  appelle 
Tlieoreniedei  projectiims.  En  B^nßral,  Is,  projection  de  la  soiamt  giometrigtie  de 
plusieurs  vecteurs  est  ^ale  ä  la  somme  des  projections  de  ces  vecteurs ;  somme 
giomitrique,  si  la  projection  est  faite  sur  un  plan,  somme  algibfique  .si  la 
prujeotion  est  faite  sur  un  nJ-e. 


1003.  rnnimMre  de  proJcrlkMi:  —  SoU 

droiiG  orJentäe  YV  dirigee  dans  l'espace, 
pars II Clement  k  un  vecteur  donn£  OV^ 
Noiis  avons  vu  que  les  projections  sur 
un  m^me  axe  de  deux  vecteurs  äqoi- 
pollenis  sont  des  Segments  igaux,  par 
cons^quent  la  grandeur  de  la  projection 
aur  l'axe  Oriente  X'X  d'un  segmenl  ap  £gal 
4  l'uniti^,  pris  sur  Y'Y  sera  jnd^pendant  de 
Torigine  a.  —  La  valeur  algßbrique  de 
la  projection  a'ß'>  du  segment  aß  se  i 
droite  dirigee  Y'Y  sur  X'X. 


e  orienli  X'X  ;  soit  u 


paramelye  de  pi-ojeotion  de  la 


lOOi.  —  Lorsque  les  projections  s( 
(ton  est  le  coiinus  de  l'angle  que 
Tait   la  direction  positive    de    Y'Y 
avec  la  direction  positive  de  X'X. 

Ainsi  (flg.  634|  la  projection  de 
OV^iO'V'^ljegaleälaprojectionde 
<»'V',  est  cos  «,  puisque  (XV  =  R  =  i. 

lOOB.  TMor«BM.  —  La  pi-o- 
jeclion  (Fun  vecteur  diriqt  OC  e$t 
en  grandeur  et  en  signe,  le  pi-oduit 
de  la  faleur  algibrique  de  ce  vec- 
teur par  le  parametre  de  pivjection 
eerrespondant. 

Ün  sait  que  les  vecteurs  «qüipollents  ont  des  pr 
consäquent  on  peut  supposer  que  le  segment  uiiile 
ont  mfime  origine  0.  La  grandeur  ei  le  signe  de  le 
changis. 

Les  Plans  men^s  par  0,  V,  C  Ätant  paralleles  ^ 


orthogonalei,  le  parainitre  de  projec-  . 


leulions  Äiuipollentes  ;  par 
»V  et  la  droite  orientäeüC 
r  projection  ne  seront  pa» 


TBOTBDBS 


Si  les  vecteurs  OC  el  OV  ont  meme  seng,  oe  et  ov  ont  meme  »en»,  8i  OV  et  OC 
ontdM  sens difffreiiu,  öi  ttöi  ont  aussi  Jes  seil»  differenlt. 

Les  rapporis  -~  =  -^  »ont  en  m^me  tempi  tout  deux  positib  oa  toas 


OV  ätant    le  vecteur  unitä  sur 
YT,  le  Premier  rapporl  eit  U  me- 

sure  de  ÜC. 


La  proJecLion  d'un  vecteur  est  donc  bien  ägate  au  produit  de  la  n 
brique  de  ce  vecteur  par  ]eparajnilit  de  projection  correapondant. 

1006.  Orieatelloa  es  CM«Ba«U4«  et  orientatlon 

On  a  KU  en  Geometrie  qu'un  angle  BAC  est  Oriente  duns  le  ^ns  (lositir  (33) 
quand  AC  colncidant  d'abord  avec  AB  s'^carte  de  la  droite  vers  la  gauche  par 
rapport  i.  un  observaieur  ayanl  les  pieds  en  A  et  regardant  le  däplacement. 
La  mime  Convention  a  6\&  adopt^e  en  Trigonometrie. 

De  mfime  pour  un  IriMre  SABC ;  en  g^omStri«  (591),  si  Ton  «uppoae  un 
observateur  ayant  la  tSie  en  A  et  les  pieds  en  S  et  rei;ardant  rintärieur  du 
triidi-e,  le  triedre  sera  direct  si  SB  est  ä  droite  et  SC  k  gauche  de  l'obser- 

C'est  le  contralre  qui  a  lieu  en  M^canique.  Nous  verrons  en  particulier  (1010), 
(laus  la  thtorle  des  nioments  que  le  sens  direct  des  angles  et  des  roiations  est  le 
Kens  des  aiguillesd'iine  montre.  Comme  l'ätude  des  vecteurs  doit  surtoulservir 
en  m^anique,  pour^viter  loute  confusioii,  nous  adopleroiis,  dans  la  thMrie  des 
n  communämeDt  adiiiise  en  m^canique. 


ltli;PRii:SENTATIO.\   ANALYTIQUE 
DES  VECTEURS 

1007.  —  Coorflunnita  d'un  point  dam 
im  plan.  Soienc  deu.v  a<tes  rectangulaires  X'X 
etKY  et  soit  0  rintiTseclion  de  ces  dem 
aies-  Consid^rons  un  point  M  du  plan  dont 
les  projections  orthogonales  sur  X'X  et  Y'Y 
^oient  A  et  B.  OA  est  I  'alicisse  du  point  M  el  ie 
d(5signe  par  x;  OB  est  son  ordonn^e  et 
>e  di^signepary. 

Le  vecteur  UM  esl  in  sonime  geoinecrique  de 


1008.  —  CoordOTtitiea  d'un  poinl  äani  fespace.  — 
^oient  Irois  axes  rectsngulaires  OX.  OY  OZ  et  un  polDt  M 
<Ie  l'espace.  On  appelle  coordonn^es  du  point  M  Jes 
projections  du  vecteur  OM  sur  les  trois  axes. 

OA  s'appeüe  abscisse  et  se  d^signe  par  x.  OB  s'ap- 
p«lte  oi-donnie  ou  Üoignemettt  ei  se  däsigne  par  y;  OC 
B'!^)pelle  cote  et  se  d^signe  par  i. 

1009.  ProlecHon  d'Mn   vcclcar    AB  aar  lea 

tnd«   «xes  de    eoordaun^cs    OS,    OT,    OZ.  

Soienl  X,  y,  i,  les  coordonn^es  du  point  A;»:,  y,  j, 
les  coordonn^es  du  point  B  ;  S,,  Y,,  Z,  les  projections 


Ce 

qui  don 

ä/  +  Y, 

.     X,  = 
Y,  = 

jr,  —  a: 

vt  —  y 

Ces  ägalites  d^terminent  les 
valeure  alg^briquea  des  projec- 
tions d'un  i/ecteur  sur  les  troig 
aies,  loi'sque  Ton  connalt  les 
diff^renccs  des  coordonn^s  de 
l'origine  et  de  l'exträmitö  du 


CHAPITRE  111 

Moments  des  vecteurs  —  Moments  linäaires 
par  rapport  ä.  un  point.  —  Moments  par 
rapport  ä  un  axe. 


§  K  -  MOMEPfr  I.TNEAIRE  PAR  RAPPOHT  A  UN  POINT 

1010.  —  Sctü  de  rolalion  aittour  d'un  axe.  —  S.>it  Z'Z 
un  ase  orientö  posilivement  dans  le  seos  de  lafltelie  i'i. 

Soit  une  courbe  queloonque  (C)  non  situöe  dans  un 
mSnie  plan  que  faxe.  On  dil  quun  rnoUile  II  se  dfiplace 
sur  cetts  courbe  dans  ie  sens  posüif  ou  direct  lorsqu'un 
observateur  ayant  les  pieds  en  Z'  et  la  tfle  en  Z,  voil  le 
mobile  se  diplacer  devant  lui  de  sa  gaueke  vers  sa  droile. 

Dans  le  caa  coniraire,  on  dil  que  le  mobile  se  d^place 
dans  le  sens  n^galif  ou  rtlrograde. 

Si  Ion  BUppose  un  axe  perpendiculaire  au  miiieu du  ca- 
dran  d'une  monire  les  aiguillee  tournenl  dan^  le  sens  dirett.  Fig.  Ö2S 
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1011.  -»  Moment  liniaire  (tun  veclew  par  rapport  ä  un  ptrint, 

On  appelle  moment  lin^aire  d'un  veclieur  AB  d^origine  A  par  rapport  a  an 
point   arbitraire  0    de  l'espace    un   autre   vecteur   OG 
d*origine  0  ayant : 

1*  une  longueur  OG  numeriquement  ^gale  au  produit 
de  AB  par  sa  distance  d  au  point  O; 

3*  Une  direction  perpendiculaire  au  plan  d^terminä  par 
AB  et  le  point  0; 

8*  Un  sens  tel  qu'un  mobile  parcourant  le  vecteur  AB 
de  A  vers  B  tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  Taxe 
Oriente  OG. 


La  grandeur  du  moment  OG  est  numeriquement  ^gale 
au  double  de  Taire  du  triangle  ABO  puisque  OG  =  AB  x  <:^. 


Fig.  630. 


1012.  —  Remarques.  —  P  On  peut  voir  que  si  un  mobile  suivait  ie 
vecteur  OG  de  0  vers  G,  il  tournerait  aussi  dans  le  sens  direcl  autour  de  Taxe 

Oriente  AB ; 

2*  Le  moment  lin^aire  de  AB  par  rapport  au  point  0  ne  change  pas  quand  on 
fait  gHsser  le  vecteur  AB  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  pourvu  qu'il 

conserve  son  sens  et  sa  grandeur.  Le  produit  AB  x  rf  reste  le  m^me ; 

3*  II  estögalement  ais4  de  constater  que  le  deplacement  du  point  0  sur  un» 

parallele  ä.  AB  ne  modifle  pas  le  moment  OG  ', 

4"  Le  moment  OG  =  Aß  X  d  devient  nul  lorsque  le  vecteur  AB  est  nul,  o» 
encore  lorsque  la  direction  de  ce  vecteur  passe  par  le  point  0,  car  alors  I& 
facteur  d  devient  nul. 


1013.  Th*or*iiie.  —  Le  moment  lineaire  dun  vecteur  AB  par  raprorf  an 
point  0  est  egal  au  moment  liniaire^  par  rapport  au  m^me  poittt  0  <ie  Ut  pro- 
jection  orthogonale  A6  du  vecteur  AB  sur  un  plan  M  meti^  par  A  perpendicu- 
lairement  ä  OA. 

Soienl  un  vecteur  AB,  d'origine  A  et  un  point  0.  Menons  par  A  uii  plan  M 

perpendiculaire  ä  OA.  Montrons  que  le  moment  OG  du  vecteur  AB  par  rapport 

au  point  0  est  ^gal  au  moment  du  vecteur  A6 

projection  orthogonale  de  AB  sur  le  plan  M. 

OG  est  numeriquement  ^gal  au  double  de 
l'aire  du  triangle  ABO. 

Mais  le  triangle  A60  est  äquivalent  au 
triangle  ABO ;  ils  ont  une  base  commune  OA  et 
möme  hauteur  puisque  les  sommets  B  et  6 
sont  sur  une  m6me  parallele  d  la  base  OA.  Les 

moments  de  AB  et  de  A6  ont  m6me  direction 
puisque  tous  deux  sont  perpendiculaires  aux 
plans  ABO  et  A60  qui  sont  confondus.  Enßn, 
ils  ont  m^me  sens  puisqu'un  mobile  parcou- 
rant soit  le  vecteur  AB,  soit  le  vecteur  A6  tourne  dans  le  mörae  sens  autour  de 
Taxe  OG  perpendiculaire  au  plan  0A6B. 


Fig.  631. 


TP£or£HE  DB  Varignon 
nlatit  anx  momenU  Uaiaires,  par  rapport  i  na  poiat. 

1014.  —  Le  momtnt  tiniairt,  par  rapporl  ü  nn  poinl  O  äe  ta  rituUanit  de 
plaiieurt  rectews  crmcouranla  etl  igal  ä  la  somoie  giomitnque  dea  » 
liniaires  de  cea  tecleurt. 

Commenfons  (lar  d^montrer  le  Ib^oreme  pour  deux  vecU 
nous  l'elendrons  ensuile  au  ca^ttl'un  nombre  quelconque  de  vecl 

1*  Soient  deux  vecleuii,  AB.  AB,  cotieowanti  au  point  A. 

Soll  AR  Ja  räsultant«  g^om^trique  de  nei  vecleurs.  Conslruh 
linäiires  OG,  OG,  et  OH  de  ces  Iroi»  vecteurs  AB,  ÄBJ  et  ÄS  par  rapport  A  un 
point  0  quelconque.  Nous  allans  monlrer  que  Uli  momenl  lin^aire  de  AH  e«t 
bien  la  somme  gtom^trique  de  OG.  OG,  momenls  lin^airea  de  AB,  ÄBi-  Soit  U 
I«  plan  menä  par  A  perpendji;uiairemeiit  k  OA. 

Appelons  Ab,  Ab,.  Ar  les  projections  d^s  vecleurs   AB,  AB,   et   AR   sur  le 
plan  M.  La  projection  d'un  paratl^logramme  eiant  un  panillälogramme,  la 
■omme  g^mätrique  des  projec- 
UoDg  kb.  Ab,  est  le   vecleur  Ar. 

On  a  *u  präc^demment  (1013) 
que  res  momeDts  lio^aires  de  Ab, 
Ab,  et  Ar  sonl  idenliques  ä  ceux 
de  AB,  AB,  et  AR.  Leur  valear 
num^rique  esi  ^gale  aux  produits 
de  Ai,  Ab,  et  Ar  par  OÄ  et  per- 
pendlculaires  aux  plans  0A6, 
OAb,  et  OAr  dans  le  sens  indiqoä 
par  la  d^Dnition  des  moments 
linfeiires.  Ces  iroia  moments  soDt 
contenus  dans  un  plan  P  perpen- 
diculaire  4  OA  au  point  0.  Menons 
par  0  troiä  vecleurs  parallf^les 
respectivement  de  mfime  Eens,aui 
Tecteurs  A£,  Ab,  et  Ar,  et  ayant 
pour  grandeur 

OG'  =  A6>:OA.OG',  =  A4,xOA: 
OH'^ArxOA. 

Ces  irois  vecteurs  conlenus  dans  le  plan  P  forment  ud  parallilogramme 
OG'HT,'  homoihetique  de  Atri,.  La  diagonale  OH'  est  donc  homothetique  de  la 
diagonale  Ar. 

Faisons  loumer  d'un  angle  droit  autour  de  0  dans  le  plan  P,  dans  le  seng 
direct  de  rotalion  TensemblB  des  vecleurs  OG'.  OH',  0G'„  nous  aurons  les 
vecleurs  OG,  OH  ei  OG,  qui  seront  les  moments  lin^aires  de  Ai,  Ab,  Ar  par 
rapport  au  poinl  0.  Or  OH  est  la  diagonale  du  Parallelogramme  construit  sur 
OG,  et  OG ;  OH  est  donc  bien  la  somme  g^om«rique  des  moments  linäaires  des 
vecteurs  en  mime  lemps  qu'elle  reprtsenle  le  moment  llnÄaire  de  AR  par 
rapport  au  point  0;  ce  quidimontrele  Ih^reme. 

2-  Soienl  n  uteUm-i  eoneouranU  AB  ÄBi  ÄBi  ÄB^...  ÄS. 

Soii  Alta  leur  räsullante.  Consiruitons  les  momenis  Unfaires  Od  OG,  DG^.. 


'i.' ,  ^^ 


U': 
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OGft  de  ces  vecteurs  par  rapport  au  point  0.  Soit  06  le  moment  linöaire  de  AR» 
11  faut  montrer  que  OG  est  la  somme  g^om^trique  de  0G|,  OGi,  OG3...  OGn. 

Soit  ÄR^  le  vecteur  somme  göom^trique  de  AB  et  ABt  f  AR«  le  vecteur  sömme 

g^omötrique  de  AR]  et  de  AB^...,  etc.  On  peut  öcrire : 

(ARO  =  (AB  )  +  (AB,) 
(AR,)  =  (ARO  +  (AB,) 
(ARs)  =  (AR,)  +  (AB3) 


(AR„)  =  (AR«  _  1)  +  (ABn  ). 

Gas  ^quipoUences  additionn^es  membre  ä  membre  donnent  aprös  r^duction 
(AR«)  =  (AB)  +  (AB,)  +  (AB,)  +  (AB3)  +  (AB« ). 

Donc  (AR« )  est  la  somme  gäom^trique  de  tous  les  vecteurs. 

Or,  d'apr^s  le  premier  cas,  on  a 

Moment  (ARi)  =  moment  (AB  )  -f  moptient  (AB|) 
Moment  (AR,)  =  moment  (ARj)  +  moment  (AB,) 
Moment  (AR3)  =  moment  (AR,)  +  moment  (AB3] 


Moment  (AR«)  =:.moment  (AR«  -  1)  +  moment  (AB«). 

Si  Ton  additionne  membre  k  membre  ces  equipoUences,  on  obtient  apres 
r^duction 

Moment  (AR«)  =  moment  (AB)  +  moment  (ABO  -f  moment  (ABs) 

+  ...  moment  (AB« ). 

Ge  qui  d^montre  bien  le  thöoreme  dans  le  cas  gen^ral  de  n  vecteurs 
concourants. 

1015.  ^  Systeme  de  vecteurs  quelconques  et  non  concourants.  —  Somme 
gäometrique  et  moment  resultant  par  rapport  ä  un  point. 

Soient  des  vecteurs  AB,  Ä,B„  A,B„  A«Bu  placös  d'une  fagon  quelconque 
dans  Tespace.  Prenons  un  point  0  quelconque  et  par  ce  point  menons  des 
vecteurs  OB'  OB',  OB',,  OB'n  respectivement  öquipollents  aux  vecteurs  donn^. 
Construisons  la  somme  göomötrique  OR  de  ces  vecteurs.  Ge  vecteur  est,  par 
definitiony  la  somme  geometrique,  ou  la  resultante  gin^rale  des  vecteurs  relati- 
vement  au  point  0. 

Prenons  maintenant  les  moments  Unfaires  OG,  OG,,  OG,...  OG«  des  vecteurs 
AB,  A,B,...  AnB«,  par  rapport  au  point  0.  Soit  OH  la  resultante  geometrique 
de  ces  moments  lineaires.  On  Tappelle,  par  d4finition,  le  moment  resultant  des 
vecteurs  donn^s  par  rapport  au  point  0. 

A  chaque  point  0  de  l'espace  correspond  ainsi  une  somme  geometrique  OR 
et  un  moment  resultant  OH,  Quand  le  point  0  change,  la  somme  geometrique 
reste  la  möme  en  signe,  grandeur,  direction  et  sens.  —  Le  moment  resultant 
change  en  general  avec  le  deplacement  du  point  0.  —  OR  et  OH  sont  les  Clements 
de  räduction  des  vecteurs  relativement  au  point  0. 

1016.  —  Systeme  de  vectettrs  concourants,  —  Soit  un  Systeme  de  vecteurs 
ayant  möme  origine  A.  Leur  somme  geometrique  relative  au  point  A  est  leur 
resulunte  AR.  —  Leur  moment  resultant  par  rapport  au  point  A  est  evidem- 
ment  nul. 

Pour  tout  autre  point  0,  la  somme  geometrique  OR»  des  vecteurs  donnes  est 


^ale  A  AR :  leur  momenl  r^sultant  OH  par  rapport  au  poiDt  O  est  ägal  an 
moment  r^sultanC  de  leur  Nsultanle  AR  par  rapporl  au  point  0.  Ce  moment 
r^snllant  est  perpendiculaire  au  plan  OAR. 

S  ir.  —  MOMENTS   LIN6a,1RES   PAR  RAPPORT  A  UN  AXE 

1017.  IMnallUiB.  —  Le  momenl  itun  vecleui-  AB  par  rapporl  ä  l'axe  Z'Z 
orienli  de  '£'  vers  Z  est  ta  vaieur  algibriguf  du  produil  df  sa  projection  ab  aur 
le  plan  (Q)  pei-pendiculaire  ü  Faxe  Z'Z,  par  la  dittance  i  de  etile  projection  au 
pied  O  de  faxe. 

Le  moment  lin^aire  de  ab  par  rapport  au 
point  0  est  an  vectear  OG  üirigä  suivanl  Z'Z, 
c'est-ä-direun  Segment  positif  ou  n^aiif  suivani 
qu'il  est  dirigä  ou  non  dans  le  sena  positif  de  l'axe. 
Dans  la  präsente  Sgure,  il  est  dirigä  dans  le  sena 
posilif  de  l'aie.  La  plus  courla  disianoe  d  du  vec' 
teur  AB  i  Taxe  Z'Z,  «tanl  la  perpendiculaire 
commune  auK  deux  droites,  se  projelte  en  vrale 
grandeur.  00  =  d.  sur  le  plan  Q. 

La  vaieur  absolue  du  momenl  OG  est  äh  x  d. 

Soit  f  l'aiigle  de  la  direclion  positive  du  vec- 
leur  AB  avec  Z'Z.  on  a  :  afr  —  AB  sin  f.  Ce  qui 
donne:  Fig.  034. 

OG  —  ±:  AB  X  rf  X  sin  9, 
pris  avec  le  stgue  convenable  suivant  qua  le  mobile  parcourant  AB  tourna  dans 
le  sens  positif  ou  n^tif  des  rotations. 

1018.  ■enMrqae  I.  —  Le  moment  du  vectear 
AB  ne  change  pas  quand  on  däplace  le  plan  P  ou 
lorsqu'on  fait  glisser  le  vectear  AB  suivant  sa  propre 
direclion ;  car,  dans  ces  deui  cas,  aucun  ded  Tacieurs 
de  la  formule  AB,  d,  et  sin  f  ne  change,  ainsi  que  le 
Eigne  ä  prendre  devant  le  produil. 

1019.  lleuMtr«|Ue  II.  —  La  rorniule 

Oti^it  ABx  rfxsin  9 
monlre  que  le  moment  est  nut.  si  le  vecleur  est  nul, 


1020.  TMorAiBe.  —  Le  momenl  litiiitire  cf  un 
vecUur  par  roppvrt  ä  un  ace  eal  la  vaieur  algibrigue 
de  la  projection  aar  eel  axe  du  moment  liniaire  du 
necteur  par  rapport  ä  un  point  quelcongue  pris  sur 
Caxe. 

Soit  an  point  quelcooque  I  pris  sur  Taxe.  Cods- 
truisonele  moment  lintoire  III  du  vecleur  AB  par  rap- 
porl aa  pöinll;  projelons  ce  vectear  IH  sur  Taxe  Z'Z.  ^^^'  ^^^' 
II  vient  lA  =  IH  cos  i.  II  faut  prouver  que  \k  =  OG. 

On  voit  sur  la  figure  qu'ils  onl  le  mfime  signe ;  proavons  qu'ils  ont  m6me  vaieur 
absolue : 

0<i  =  i  fois  aire  Oafi.  IH  =  2  fois  aire  lAB. 


m=^'rww^- 
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Uais  l'angle  t  eet  l'aogle  des  perpendiculaires  au  plan  Q  et  au  plan  lAB,  it 
est  donc  igal  i  l'angle  de  ceg  deux  plans.  On  a  donc  Oab  ^=  lAB  x  coa  i. 
Kinalement  on  voit  que : 

(Ä  =  OG  =  2  X  lAB  X  cos  t. 

C.IJ.F.D. 

THC:0R£HE  de  'VAnicNON 
rsialtf  aux  momeattpar  rapport  i  un  ax«. 

1031.  —  Le  moment  dt  In  i-iiullanle  ile  pluiitm-a  veclrui's  concouifinls  par 
Tapport  &  un  axt  tat  igal  ä  la  aomme  algibrii/vt  dti  moments  de  cf  ve<:lem-a. 

Prenons  un  point  qoelconque  I  sur  l'me  Z'Z.  Nous  aTons  vu  (1014)  que  le 
moment  Ein^re  r^suttant  est  ifa\  &  ta  somnie  g^ometrique  <le»  momeuie 
liiUairea  des  vecteur«  composanU.  La  projection  sur  l'aie  Z'Z  du  vecteur  ti%a\- 
lant  est  ägale  k  la  somme  algibrique  des  projections  des  momenU  lin^aires  dej 
vecteara  composants. 

1033.  ThAorA^w.  —  Les  vtcteura  donnti  ilant  qutlconquts,  ta  iomate 
algibriqur  dt  Itura  Tnomtnts  par  rapport  ä  un  oxe  eil  igal«  ä  la  projection, 
tur  al  axt  da  momtnl  i-imltant  pay   rapport  ä  un  point  qiielconque  de  l'axe. 

En  äffet,  prenons  un  point  I  quelconque  sur  Taxe,  on  eait  que,  par  definition 
(1015),  le  moment  riauClant  des  vecleurs  donn^g  par  rapport  A  1  est  ta  lamme 
giamUriqut  des  momenls  tin^ires  des  vecteurs  donn^s,  par  rapport  i.  \.  La 
projtetiart  de  (x  momenl  r^sullant  est  donc  ägale  k  la  somme  algibrique  des 
projectiODB  desmoments  lin^ires  des  divers  vecteurs  sur  ce  m£meaxe. 


g  III.  —  EXPRESSION    ANALYTIQUB   DES  HOUENTS 

1033-  —  Momente  (f  un  vecttur  par  rapport  aux  troie  axt*  dt  eoordomtiti. 

Soit  le  Cri^re  rectangu- 
laire  OX,  OY,  OZ,  Orient«  dan« 
le  sens  direet.  Oa  aalt,  en  lai- 
caniquä,  qu'un  obaervateur 
ayani  les  pieds  en  O  et  la  täte 
en  Z,  verra  UX  ee  diriger  vers 
OV  dana  le  sens  des  aiguillea 
d'une  monire.  L'observateur 
placö  9ur  OX  verra  OY  se  diri- 
ger vers  OZ ;  placi  sur  OY,  il 
verra  OZ  se  diriger  vers  OX. 
Soit  un  vecteur  AB,  dans  l'es- 
pac«,  dont  l'origine  A  a  pour 
coordonn^es  (j:,  y,  :,].  Nous 
appellerona  X,  V,  Z(  les  projec- 
tions du  vecteur  sur  les  trois 
aies  et  L,  M,  .N,  ses  moments 

par  rapport  aux  Irois  axes.  II  ,, 

s'agii  de  caiculer  ces  trois  der- 
niäres  quantit^s. 

Considärons  d'abord  le  moment  de  AB,  par  rapport  k  l'un  des  axes,  OZ  par 
eiemple. 
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D'apres  le  theoreme  de  Varignon  (1091),  le  moment  du  vecteur  r^sultant 
AB  par  rapport  ä  OZ  est  ägal  k  la  somme  alg^brique  des  moments  des  vecteurs 
composants  XiYiZi.  Or  le  moment  de  Z}  est  nul  (1019).  Le  moment  de  Yi  est 
^gal  ^  celui  de  sa  projection  Yt  par  rapport  au  point  O.  La  distance  de  Yi  au 
point  0  est  x,  le  moment  de  Y«  est  donc  a7Yi;  de  plus  il  est  positif,  car  il  tend  k 
d^placer  le  point  A  de  OX  vers  OY,  c'est-ä-dire  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 
montre.  Le  moment  de  X|  par  rapport  au  point  0  est  yX^  mais  il  est  nögatif 
car  il  tend  k  d^placer  le  point  A  de  OY  vers  OX.  On  a  donc : 

Moment  de  AB  par  rapport  k  OZ  =  Ni  =  a;Yi  -^  yXf. 

On  aura  de  möme,  par  permutations, 

L,  =  yZ,  -  isY, 
Mi  =  sXj  —  xZi 

1024.  —  Moment  Unfaire  d*un  vecleur  par  rapport  ä  Vorigine  0. 

Soit  OG  le  moment  lin^ire  du  veqteur  AB  par  rapport  au'  point  0. 

D*apr^s  un  theoreme  präcddent  (1.090),  la  projection  de  ce  moment  sur  un 
quelconque  des  trois  axes  Oxy  Oy,  Oz  est  ^gale  au  moment  du  vecteur  par  rap- 
port k  chacun  des  axes.  Les  trois  projections  de  OG-sont  pröcis^ment  les  quan* 
tit^s  Li,  Ml  Ni  que  nous  venons  de  calculer.  < 

La  grandeur  du  vecteur  est  donc 


OG  =  V  L?  4-  Mj  +  N? 


Ses  angles  avec  les  axes  sont  donn^s  par  cos  a  =  -^^  ;   cos  ß  =   -r— 

ÜG  ÜG 


OG 


CHAPITRE  IV 


Moment  r^sultant  d'un  systöme  de  vecteurs. 
—  Gouple  de  vecteurs.  —  Relations  entre 
les  moments  rösultants  d'un  systöme  quel- 
conque  de  vecteurs,  par  rapport  ä  deux 
points  O  et  O^  —  Moment  relatif  de  deux 
vecteurs. 

§  I".  —  MOMENT  RESULTANT  D'UN  SYSTEME  DE  VECTEURS 

1025.  —  On  a  vu  (1015)  que  le  moment  räsuUant  d'un  syst^noe  de  vecteurs 
est  la  somme  geometrigue  des  moments  unfaires  de  ces  vecteurs. 

On  avu  egalement  (1016)  que  le  moment  resullant  de  vecteurs  concourants 
«st  le  moment  de  leur  somme  geometrigue  menä  par  le  point  de  concours. 

Le  moment  r^sultant  varie  donc.  si  le  point,  ou  Taxe  par  rapport  auquel  on 
prend  les  moments,  se  deplace.  —  Le  moment  rösultant  sera  nul  si  le  point  est 
sur  la  somme  gtom^trique  et  sa  grandeur  augmentera  si  le  point  s'en  61oigne. 

En  g^näral,  le  moment  risultant  dopend  de  la  posUion  du  point  ou  de  Taxe. 
— -  Examinons  le  cas  d'un  seul  vecteur. 
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eecttiir  SB  par  rapporl  ä 
(  de  it  vtcUur  par  rappOft 
m  patsanl  par  tt  veclear: 
iquipoUtnt  mt  veeteur  AB 


1  point  0,  et  0'  1a. 


1026.  ThAor^mc.  —  Lt  moment  liniai 
un  painl  0  eil  la  lomme  giomitrique :  !•  du 
älaprojtction  orthogonale  0'  du  point  0 au 
S*  du  momtnt  par  rapport  au  poinl  0  du  vecl 
men^  par  le  poini  O'. 

Soit  OG  Jf  moment  lin^ire  du  vecleur  O  par  rapport 
pi'ojection  de  0  sur  le  plan  Q  pas&anl  par  AB- 

Le  veeteur  ÖG  est  dteomposalile  en  deux  vecteurs  recianpulairet  O.M,  ON 
contenus  dans  le  plan  OO'G. 

{ög)=  (öü)  +  (ÖS). 

Du  point   0   abaiEsons  sur  AB  ' 

la   perpendiculaire    Ol,    et   joi- 
gnoDs  <yi. 

k  cause  des  Iriangles  OO'I  «t 
OGN  »emblableB  comme  ayant 
leurs  c6t6a  perpeadiculaireE. 

Ona: 


Hais 

NG  =  OM  et  OG  =  AB  X  Ol. 


ON 


OM 
00'  ' 


ABxOI 
Ol 


AB. 


Fig.  637. 


d'oü;  ON  =  O'I  X  AB  et  OM  =  00'  x  AB. 

Les  dem  vecteurs  ON  et  OM  peuvent  donc  *ire  regardßs,  Tun,  comnii 
moment  tin^aire  du  vecleur  AB  par  rapport  au  point  O',  et  l'autre,  comm 
moment  llnSaire  du  vecleur  ()'«,  fiquipolleni  i  AB,  par  rapporl  au  poinl  0. 


g  (I.  —  COÜPLE   DE    VECTEURS 

|ue  deux  vecteurä  form^nt  un  couple  quand  ils  sonl  igaux, 
conb-aire.  —  AB  et  A'B'  torment  un  coupte  de  recteurs. 


1037.  -  On  dit 

pai-allile»  et  de  um 
(ßg.  638). 


103B.  Th*OT*te.  —  Le  moment  risullant  des  deux  vecteurs  d'uH,  cot 
par  mppoit  ä  un  poinl  0  de  l'eepact  e$t  un  vecleur  peipendiculnire  av  plan 
coupte,  igal  ou  mom*nl  du  couple,  tquipoHertt  au  moment  liniaire  de  l'un 
vecleur»  par  rapporl  a  Corii/ine  de  t'aulre  et  iadipendant  en  grundeur,  direct 
tt  aens  de  la  position  du  poinl  U  choisi. 


Soient  AB,  A'B  les  vecl 

y  sa  projection  sur  le  plan 

Menons  par  0'  les  vecte 


luple ;  O  im  point  quelconque  de  l'eapace ; 


(O',)  =  (AB];(0'«')=»'B'). 
En  appliquant  le  thioreme  präcädent,  il  vient :  Moment  de  AB  par  rapport 


au  point  O  ^gal  ä  la  somme  n^omfitrique :  1*  dn  momenl  de  AB  par  rapport  an 
point  0';  S*  du  moment  de  (?«  par  rapport  au  point  0.  Ce  qui  peui  s'fiorire, 

(m;„)äb)  =  (m;^äb)  +  {uijWi). 

On  a  figalement  

(M,'„rB')  =  {m;.,PB')  +  (m[.,ÖV). 

Addilionoant  membre  ä,  membre  ces  6quipollencas,  en  remarqualit  qne, 

{m;.|  Ö^)  +  ( M'o)  0^')  =  0, 

puisque  ces  momenls  sont  ägaux,  opoos^s  et  de  signe  coniraire,  leur  somme  e>t 

{Mf„,Ä5)  +  (Mfo,  ÄtP)  =(M(V|ÄB)  +  (M;^rF). 

11  reste  i.  prouver  que; 

( MJ„T  Äb)  +  ( Mf^r, rF')  =ÄB  X IJ. 

Pour  flier  les  id^s,  gupposons  1e  point  C  en  dehors  des  paralleles  portant 
les  vectears  du  couple :  les  mo- 
Dients  tin^ires  des  vecleurs 
AB,  A'B'  par  rapport  au  polot  0' 
sont  dirig^  suivant  O'O,  t'un 
daos  un  Kens  et  l'autre  en  sens 
opposä.  Le  vecl«ur  O'G'  qui  est 
leur  somme  gäom^Irique  sera 
dgal  i  ia  difffience  de  leurs 
longueurs  et  aera  dirig^  dana  le 
sens  O'O,  car  le  moment  de  AB 
par  rapport  i.  0',  dirigä  dans  le 
sens  dicket,  est  sup^rieur  ea 
valeur  absoiue  au  moment  de 
A'B'    par    rapport    au    m£me 

Le   moment  de  AB  e; 
4  AB X  Ol : 


t  igal 


t  de  ä 


XO'J. 

Ce  qui  donne 


somme  gäom^trique  : 
AB  X  O'l  —  A'B'  X  O'J. 
Ou  puisqoe  AB  ^  A'B' 

AB  {O'l  —  O'J)  =  AB  X  IJ. 
On  a  (Jone  (inalement : 

(m;„,  Äb}  4-  (Mf,,  pb') = ÄB  X  n. 

Le  vecieur  O'G'  =  OG  est  donc  £gal  a  AB  x  IJ. 

Cest  Caxe  da  couple.  II  est  perpeodiculaire  au  plan  du  couple  et  4gal  an 
momenl  lin^ire  d'un  des  vecleurs  par  rapport  au  point  origine  de  l'autre 
Tecteur.  De  plus,  11  est  facite  de  verifler  que  la  grandeur  du  moment  du  couple 
AB  X  IJ  est  indipendanie  de  la  posillon  du  point  0. 

IJ  est  le  bras  de  levier  du  couple. 


:enl  de  voir  que  le  momenl  lintoire  est  iml^peDdant  de  \*.  position  da 
:haisi  dans  l'espace.  Si  l'on  prend  un  point  de  l'axe,  on  projetler&  sur 
nomtnl  liniaire  du  couple  par  rapporl  ä  ce  point  de  Taxe,  et  l'oo  aura 
moment  linäiire  du  coupte  par  rapport  k  l'axe  {1090]. 

II.  —  RELATIONS   ENTRB   LES   MOMENTS   RßSULTANTS 

D'UN  SYSTfiME  QUEIXONQUE 
DE  VECTEUBS  PAR  RAPPORT  A  DEÜX  POINTS  0  ET  0' 
iRimen^ns  par  te  cas  d'un  seul  vecteur. 

>.  Tli^Tt^g.  —  Le  moment  liniaire  itun  eeettur  XB  pm-  rapporl  ä 
i  O'  €tt  la  aommt  giomitrigut  du  mommt  tmiaiit  du  vectew  AB  par 
ä  un  aulre  point  0  et  du  mo- 
liaire  par  rapport  au  point  C 
ar  Öä  iquipoltenl  ä  KS  tt  meiU 
oint  0. 

t  le  vecteur  AB  et  le«  deui 
et  Cquelconques  dans  respa,ce; 
lasser  un  plan  par  AB  et  par  le 
ifu  point  0'  abais£ons  une  per- 
aire  00',  sur  ce  plan.  —  Par  le 
nenon»  deux  vecieurs  Agaux  et 

iB  A  AB,  I'UD  O^  de  m«ine  seng  Fia.  «39. 

:  Ca'  de  sens  opposä. 

iiDine  de«  moments  de  Oa  et  de  Ob'  par  rapport  k  toot  point  de  Tetpace 
,  car  ceB  moments  sont  Agaux  et  direclement  opposäs. 

On  a:  (Mf^jÖi)  +  (m{„tÖ?)  =  0. 
lut  donc&rire: 

(m;^,AB)=  (M(V,ÄB)  +  (MjV,ö;)+  (M|tf,Ö?). 
AB  et  Oa'  Torment  un  couple. 
Jone :  (lOaS)  _  _ 

(m!o.,ab)  +  (m;„.j0«')  =  (m,'„,ab). 

li  donne  flnalemetit 

(m;„,,äb)  =  (m,'„,äb)  +  (M|V,' 


s  d'un  nombre  quelconque  de  vi 


c.  Q.  F.  D. 

loinenf  risuUant  d'un  ayalimt  qtiel- 
e  veeuurs  par  rapport  ä  un  poinl  0'  est  la  »omme  giomtlrigue  du 
ritultanl  du  systime  par  rapporl  ä  un  poinl  0,  et  du  momenl  de  la 
'.e  giniraie  OR  relative  au  poinl  0,  par  rapport  au  point  C. 
I  O'H'  le  momenl  risuitant  du  sysi^me  par  rapport  A  C  et  OU  le 
räsultant  du  sifst^me  par  rapporl  i  O;  on  devra  avoir; 

(0'H')  =  (OH)  +  (m'„.,ÖR). 
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Soii  AB  Tun  des  vecteura  du  aysi^m«  äamti  et  Oa',  le  vecteur  dquipollent 
d'origine  0. 

On  a  va  pr^cädem Dient  que  : 

(y'„.,ÄB)  =  (Mf„)ÄB)  +  (M(VjÖi). 
De  möme  pour  les  vecieurs  ^uipollents  A,B,  et  Os„  on  a  : 

(m,')  aa)  =  (m;„,ää)  +  (m'ü')Ö^.)- 
Et  ainsi  de  snlt«. 

AJoalons  membre  ä  raembre  cel  ^uipollences,  noua  obtiendrons  figniilft 
giom^irique 

(S  Mf„.,ÄB)  =  (E  Mf^jÄS)  +  (S  MiVjÖS)- 
Or,  par  d^aitioa,  on  a : 

(CCH')  =  (S'M|a.,ÄB)  et  {OB)  =  {S  MiÄB). 
Puisque  les  Tecteurs  tels  que  Oa  ^quipollent  k  AB  ont  le  poini  0  poar 
«rigine,  leur  moment  risultant  (S  tifgiföä)  est  ägal  au  motnent  de  leur  räsut- 
tante  ÖÜ. 

On  a  donc  (O'H')  =  (OH)  +  [Mf„,;ÖR). 

C-Of-D, 

1033.  R«NMurq«e.  —  Si  la  aomme  gfoin^ique  des  vecteurs  est  nulle,  on  a 

(Mf^ÖR)  =  0. 

On  a  alors  (O'H')  =  (OH),  c'eet  une  extension  du  th^orAtne  relatif  au  coupl« 
de  vecieura. 

Par  cons^uent,  lorsque  la  somme  gtomätrique  d'un  Systeme  de  vecteura 
quelconque  est  nulle  leur  moment  r^nllant  par  rapport  i  un  poinl  O'qnel- 
conque  est  constant  en  grandeur,  direction  et  signe,  puisqu'il  est  äqulpollent  au 
niument  risultant  par  rapport  ä  unpoint  ßie  0. 

Si  Ion  a  A  la  fois  (OR)  =  0,  OH  =  0 ;  on  aura  Sgalement  CH'  =  0. 

§  IV.  —  MOMENT  BELATIF  DE  DEUX  VECTEURS 

1033.  B«nnlU«a.  —  On  appelle  momatl  relatif  de  dnuc  veetean 
AB  et  CD  le  produit 

dz  AB  X  CD  X  rf  X  sin  9, 
d  £tant  leur  plus  courte  disiance  et  ^  l'angle  de 
leurs  directions.  On  prend  le  si|n)e  +  ou  —  sui- 
vant  qu'un  mobile  parcaurant  Vun  des  vecteurs 
loume  aulour  de  l'aulre  vecteur  dans  le  sens  dlrect 
ou  dans  le  sens  retrograde- 

Cetie  notion  constitue  une  ginäraiisation  de  la 
ihäorie  du  moment  d'un  vecteur  AB  par  rapport 
A  un  axe  :'j.  Prenons  snr  j'i,  dans  le  sens  positif, 
un  vecteur  CD  figal  ä  1 ;  le  moment  reUüf  de  AB 
et  de  CD  est 

±  AB  X  d  X  sin  9. 

II  se  r^duit  au  moment  de  AB  par  rapport  &  Fio  «40 
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1034.  TMor«m«.  — La  valtui- absolue  du  moment  relatif  de  deux  veclevrs 
AB.  Cd,  eit  igaie  au  volume  du  pai-alUlipipide  qui  a  et»  deux  veeUurs  oomme 
orttet  non  eotuteutivu, 

La  baw  du  paralläipipMe  esl  CD  x  CB'  sin  f. 

La  bauteur  est  la  dUtanc«  des  plans  BAD',' 
B'CD,  c'eBl-ä-dlre|  la  plus  uourte  distance  d  des 
deux  veclBura  (579). 

Par  cans^oent  le  volume  du  parallel ipip&de  est 
bien  &ga\  k  :  , 

AB  X  CD  sin  f  X  if 
valeur  absolae  du  momenl  retatir  de  AB  «t  de  CD. 

1035.  Th^rAnae.  —  La  valeur  absolut  du 
momenl  i-elalif  de  deux  vecleurs  egl  igale  ä   aix 

foU    le   volume   du    Itlrakdre   couilruit    sur    c«)  Yiq.  841. 

Le  tilra^dre  en  question  ABCDDi  s'obtisnt  en  joigaänt  C3,  All,  BD  par  des 
droites.  Son  volume  est  le  eixi^me  du  parallel ipip^de.  En  preoant  D  comme 
sommet  et  ABC  comme  baee,  on  voit  que  les  deux  solides  ont  mSme  hauieur,  et 
que  la  base  de  la  Pyramide  triangnlaire  est  la  moitiä  de  la  base  du  paralläli- 
pip^de.  Ce  tätraädre  esl  donc  le  sixihne  du  volume  du  parallilipipMe. 


PROJECTIONS  CE 


CHAPITRE  PRE 

Perspective  d'un  point,  d'ui 
de  fuite.  —  Perspective  i 
rantes,  ou  paralleles. 

§  I".  —  PERSPECTIVE  DU  POINT 
POINT  DE  FU!T 


-  Elant  ilonnä  un  poiD 
cense  placä  Tceil  de  l'observateur,  un  plan  1 
appel6p/a'i  du  Tableau,  un  point  M  de  Tespace 
on  appelle  projection  centrale  ou  conique  oi 
encore  perspective  du  poini  U  le  point  de  ren 
conh-e  m  du  vecteur  OM  et  du  plan  (T). 

On  appelle  encore  le  point  0  le  ceiitre  ä> 
projection,  le  ptan  (T),  le  plan  de  projecfion,  e 
le  Becleur  OM  la  projetante  du  poinl  M.  Li 
plan  (V)  coDtenanl  le  point  de  vue  O  et  paralleli 
\  (TJ  s'appelle  plan  de  vue. 

1037.  PerapccllTc  ob  proJeeUoB  eeii' 
tralc  d'aa  palnt.  —   1°  Si  le  point  M  est 
au-dessous  du  plan  de  vu^  (V),  la  projetante 
OM  rencontre  (T)  au  point  m  qui  est  la  per- 
spective de  M. 

3°  Si  M  est  dans  le  plan  de  vue.  nu  est 
parallele  ä  (T};  le  point  M  n'a  pas  de  perspec- 
tive,  on  plutfll  sa  perspective  est  rejetSe  ä 
l'inßni  ajnsi  que  la  perspective  de  tous  les 
Points  du  plan  (V).  Le  point  m  est  la  perspec- 
tive de  tous  les  points  du  vecteur  ind^fini  Om. 

1038.  Pro|eetlan  ««ntr*le  d'une 
droile.  —  La  perspective  ou  projection  ■ 
centrale  ä'une  droile  de  Tespace  est  le  Heu 
des  perspectives  des  diffärents  points  de  ceile 
droite.  La  perspective  d'une  droite  U  est  la 
trace  aar  le  plan  (T)  du  plan  dßterminö  par  la 
droile  D  et  le  point  de  vue  0. 

La  droite  A  est  le  Iteu  des  perspectives  des 
droite  0. 
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103d.  l^lBt  de  Inlt«  d'uae  dralle.  ~  Le  [«int  /"  de  la  droile  &  oii  U 
droiie  Of  men^  parall Clement  ä  D  perce  le  plan  du  tableau  est  le  poini  de  fuite 
de  la  droite  D.  II  esl  la  perspective  du  point  ä  Vinfini  de  la  droile. 

Si  la  droile  D  passe  pttr  le  polot  de  vue,  la  perspective  de  lous  ses  points  se 
r^ait  au  seul  poini  oü  eile  perce  le  plan  P. 

Si  eile  est  dans  le  plan  de  vue,  eile  n'a  pas  de  perspective,  ou  plutAt  aa  per- 
epeclive  est  rejetäe  ä  Tinllni. 

1  U.  —  PERSPECTIVE  DES  DROITES  GONCOUflANTES 

OU  pakall£les 

1040.  Perapectlve  d«  droHcs  ••««•■•raate«.  —  l*  Soienl  deax 
droiles  D  et  D'  concourantes.  Supposons  qu'aucnm  d'etles  ne  eoil  dans  le  plan  de 

vue,  leur  point  de  concpurs  ailüä  parcons^ 
quent  hors  du  plan  de  vue,  aura  une  per- 
spective situäe  sur  les  perspectives^des  deux 
droitec.  Si  le  plan  qul  conlient  les  deui 
droites  ne  passe  pas  par  le  point  de  vue, 
ces  deui  droiles  auront  une  perspective 
distincie,  et  la  perspective  m  du  point  d« 
concours  JU  sera  ä  rinlersection  des  per- 
Bpeciives  de  ces  droiles. 

S*  Si  les  deux  droiles  D  et  D'  ont  leur  point 
de  concours  0'  dans  le  plan  de  vue  [%.  61Ö),  la 
perspective  de  ce  point  est  rejet^e  A  l'inBiil, 
mais  las  plans  projetanls  qut  passent  Ions 
deux  par  OU'  coupent  le  plan  du  tableau 
suivant  deux  paralleles  ä  (X)'.  Les  perspec- 
tives des  droiles  D  et  D'  sont  paralldlea,  k  FiG'  64-4. 
■»oina  que  le  plan  de  ces  droiles  ne  pause 
par  le  point  de  vue ;  alors  les  perspectives  de  ces  droites  sont   confondues. 

3*  Si  l'une  des  droites  esl  dans  le  plan  de  vue,  sa  perspective  esl  rejet^  ä 
l'inflni.  Le  poini  commun  aux  deux  droiles  Mant 
^alement  dans  le  plan  de  vne,  sa  perspective  est 
rejetäe  k  rinSoi. 

On  voll  donc  que  si  deuit  droites  concourantes  ne 
«ont  ni  l'une  ni  l'autre  dans  ie  plan  de  vue,  et  si 
leur  point  de  concours  a  une  perspective  non  rejetde 
ä  l'inflni,  celte  perspective  est  ä  l'intersection  de  la 
perB{>eclive  des  dem  droiles  concourantes. 

La  räciproque  de  ce  tbäor^me  n'est  pas  toujours 
vraie.  Les  perspectives  de  deux  droites  peuvent 
avnir  un  poini  de  commun  M',  lorsque  la  droile  qui 
Joint  le  point  de  vue  0  kW  renconire  les  deux 

droiles.  ce  qui  n'exige  pas  que  les  droites  se  coupent 

dans  l'espace.  Fig.  84s. 

1041.  ■■erapectlTc  de  dcnx  dr«ltcB  p«rall«lea.  —  Soient  deux 
droiles  1>.D'  paralleles,  non  paralleles  au  plan  du  tableau.  leurs  perspectives 
passerontpar  la  trace  de  la  parallele  k  chacune  d'elles,  men£e  par  le  point  de 
vue.  Elles  ont  donc,  mtme  point  de  fuitt,  et  '.ein  perspectives  P  et  P'  oal  ce 

mime  point /cc 


PROJECTIONS    CENTBALEB  495 

-  Ktelpfo^Bemcnt.  ~l>Siileux  droites  onl  m^mt  point  de  fuilr,  «lies  sonl 
paratlilet.  Ca  point  de  futle  est  la  trace  auf  le  plan  du  lableau  de  la  droite  Of 
menie  par  le  point  de  Tue  0  parallel emenl  aux  droitee  donnSes.  Toutee  lea 
droiles  qui  ont  le  point  de  tuiie /'sonl  parallWes  ä  O/'etpar  suile  sonl  paralleles 
«itre  eil  es. 

S°  Si  tes  deux  droices  paralleles  sont  des  droites  de  front,  c'est-ä-dire  paral- 
leles au  pl^n  du  Ubleau  »uis  ^tre  situäea  dauB  le  plan  de  vue,  leurs  perspectives 
sont  paralleles  comme  d^terminäes  par  dem  plana  projclsiits  piww*  p«r  ttna 


Fig.  645  6is.  Fig.  646. 

paralleles  au  plan  du  tableau.  Lew  point  dt  fuite  est  alors  rejetä  ä  rinlini. 

3°  Les  droiles  qui  ont  leurs  perspectives  paralleles  ne  sonC  pas  n^cessaire- 
ment  paralleles  enire  elles.  II  faut  et  il  sufHt  qu'elles  s'appuient  sar  une  meme 
dfoite  de  front  üU  (flg.  646)  passant  par  le  point  de  vue  0. 

La  conäilion  est  nicessaire,  en  etTel  si  les  perspectives  AA'  sont  paralleles 
les  plans  projeiant  se  coupent  suivani  une  parallele  au  plan  du  lableau  passant 
par  0  et  rencontram  D  et  D'. 

La  conditian  eil  süffisante,  car  si  tous  les  plans  prajetanis  passent  par  la 
droite  de  Troni  OU,  leurs  intersectioDS  A  et  A'  avec  le  plan  du  tableau  (T]  seront 
paralleles. 

CHAPITRE  II 

Perspective  d'une  ügure  plane.  —  Llgne  de 
fulte  d'un  plan.  —  Conception  de  la  droite 
ä  l'infini  d'tin  plan.  —  Perspective  d'une 
ligne  courbe. 

g  I".  —  PERSPECTIVE  DUNE  FIGURE   PLANE 
LIGNE  DE  FUITE  D'UN  PLAN 

1042.  PcrapeetiTe  «I'nim  llgure  pinae.  —  Llnne  de  lalt«  i'tai 
plan.  -~  Soit  un  plan  P  passant  par  le  point  de  vue  0  et  coupant  le  plan  de  vue, 
les  perspectives  de  ses  ditf^rents  poinls  sont  sur  la  trace  n  du  plan  P  el  du 
plan  (T)  du  lableau  (ilg.  647].  Reciproqnement,  toute  droite  qui  Joint  0  i  un 
point  de  la  irace  n  est  projetanie  de  ses  points.  Od  en  conctnt  qtie  toule  flgure 
plane  tracä«  dans  P  a  su  perspective  aur  it. 
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du  plan  P  ELvec  le  plan  de  vue  oat  tous  leur  perapective 


Lea  pointg  de  1& 
rejelie  4  Tihflni,  ^ 

S*  Si  un  plan  P  n'est  pas  un  plan  de  froDt  et  ne  passe  pas  par  le  poinl  de 
vue  [flg;.  etS),  lous  sespoJnlsontune  perspective,  exceptäceux  qui  appartiennent 
ä  la  droite  d'intersection  de  ce  ptan  avec  te  plan  de  vue,  qui  ont  leur  perspective 
rejetÄB  4  Tinflni, 

R^iproquement,  toul  point  in   du  tableau  p«ut  Ure  reganlä  comme  Ja 


Fio.  6*7. 


Fig.  048. 
it  et)  elfel  la  perspective  de  latrace  M 
Om'  est  dauG  un  plan  Q  parallele  au 
du  tableau  T  est  la  ligne  de  fuite  du 
ligne  de  fiiite  est  rejelee  k. 


perspective  d'un  point  M  du  plan  P.  II 
du-vecteur  Om  traversant  le  plan  P. 

11  n'y  a  d'exceplion  que  %\  le  vecle 
plan  P,  et  passant  par  le  poiDt  de  vue  I 

L'intersection  AB  de  Q  avec  le  pla 

3*  Si  le  plan  P  est  parallele  au  ptau  du  tableau, 
l'inflni. 

1043,  PlABB  par«U«Iea.  —  DeuT  plans  PP'  paralleles  enlre  eui,  mais 
non  paralleles  au  plan  du  tableau  ont  la  mime  tignt  de  fuiie,  puisque  c'est 
Vintersection  avec  le  plan  (T)  du  plan  0  raenä  par  0  parallMement  ä  P  et  i  P' 
qui  est  la  ligne  de  fuite  de  P  et  de  P'. 

R^ciproqtiemenlf  si  deux  plans  P  et  P'  ont  mfme  iigne  de  faiie,  ils  sont 
paralleles  an  plan  Q  et  par  Ik  mfme  sont  paralleles  entre  eux. 

3*  Si  deux  plans  sont  paralleles  au  plan  du  tableau,  leur  ligne  de  l'uite  est 
rejetäeä  l'innni, 

Riciproquemeni,  si  la  ligne  de  fuite  de  deux  p1ai)s  est  rejetee  ä  l'inllni, 
chacun  de  ces  plans  est  parallele  au  plan  du  tableau,  ils  sool  donc  paralleles 


g  II.  —  CONCEPTION    DE  LA  DROITE  A  LINFIM-  D'UN   PLAN 
IX  droites  d'un  ptan  sont  concouranles,  elles  ont  un  point  de  commun.  Si 
de  dire  qu'elles  oot  un  poin 


Si  deux  droites  d'un  pta 
elles  sont  paralleles,  on  es 

Si  deux  plans  ne  sont  pas  paralleles,  ils  oi 
section.  S'ils  sont  paralleles,  on  est  convenu 
commune  k  l'inflni. 


une  droite  commune  d'inler- 
e  dire  qu'ils  ont  une  droile 


pROJECrlONS  CF.STBÄLES  Wl 

1044.  nrttUt  de  l-lafinl  d'ma  plaa.  —  En  g«n£ral  un  plan  a  une  Ugne 
de  fuite. 

La  perspective  d'uiie  droile  d'un  plan  P  est 
une  droite  du  plan  du  tableau  (T).  Inversement 
una  droit«  du  tableau  (T)  peut  älre  reganJ^ 
comme  la  perspective  d'une  droits  du  plan  P.  On 
voit  denc  qua  la  ligne  de  falle  F  du  plan  P  peul 
iti-e  regard^  comme  la  perspective  d'une  droite 
du  plan  P.  Mais  comme  tous  les  points  de  tetle 
'    droite  du   plan  P  sonl  rejet^s  ä  Tinfini  on  est  i 

amen^  ä  dire  que  tous  les  points  d'un  plan  situ^ 
ik  i'infini  dans  ce  plan  sont  sur  une  m^me  droite 
qui  e^t  la  droite  d  rinfini  du  plan  P.  Inverse- 
ment,  ta  droits  A  du  plan  P  situ^e  dans  le  plan 
de  vue  (V)  est  la  droite  qui  a  pour  perspective 
la  4i-oUe  de  rinfini  du  plan  (T]. 

g  ni.  —  PERSPECTIVE   D'UNE 

LIGNE  COÜRBE  Fig.  6*9. 

1045.  Perspective  d'^ne  ligne  eourbe. 

—  La.  projection  d'une  eourbe  C)  est  le  Heu  des   perEpectivee   des   difHrenls 

points  de  cette  eourbe.  Gfniralement  c'est  une 

caurt)e  (c)  du  plan  du  tableau.  11  y  a  exception  si 

cette  eourbe  (Cj  est  contenue  dans  un  plan  passant 

par  le  point  de  vue  0,  sa  projection  est  alors  une 

droite,  intersection  du  plan  projeiant  avec  le  plan 

du  tableau  (1013). 

Soient  M  et  M'  deui  points  de  la  eourbe  (C) ;  la 
droite  mm'  est  la  perspective  de  la  droite  MM'. 
Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  ind^Hninnenl  de 
M,  le  point  m'  se  rapproche  Sgalemenl  de  m.  Lea 
droiles  MM' et  mm' ont  pour  poäitions  limiles  les 
(angenies  MT  et  mt  am  courbes  (Cj  et  {cj ;  mm' 
ne  cessaiil  pas  d'fttre  la  projection  de  MM',  mt 
aera  la  projection  de  MT. 

Ce  qui  dömontre  que  la  \iiigmtf  en  un  point  Fig.  650. 

M  d'une  eourbe  (C]  a  pour  projection  la  langenle 
4  la  eourbe   (c)  projeelion    de   (C)   au    point  m  projection   de  M. 

Si  la  tangente  MT  passaii  par  le  point  de  vue  0,  sa  projection  se  r«duirait  an 

CHAPITRE  III 
Transformation  des  figures  par  la  perspective. 
—  Rapports   anhannoniques.    —    Quadrila- 
t6re  complet.  —  Triangles  homologlques. 

S  I-.  -  RAPPORT  ANHARMONIQÜE  CONSERVß  EN  PROJECTION 

1046.  D«liaiaonB.  —  On  appelle  propriStSä  descriplives  des  ligureE  Celles 

dans  lesquelles  n'interviennent  que  les  relalions  de  iiluatton  et  nullement  lea 

fiesures  degrandeur.l^  propri^iäs  dcBcriptives  des  figurcs  sont  projeclives. 

OiOHVTBlB,  33 
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Ainsi  troi8  poinls  bp  ligne  droits  b«  projetlent  suivanl  Iroi*  poinia  en  li(cne 
droite.  En  gänäral,  deux  droitea  concourantes  se  projelteat  suivant  deux  droiles 
concourantes. 

Leg  propri^tis  milriquts  des  Hgurss  Font  Celles  daDS  iasquelles  iiiterviennent 
des  mesuresdeloiigueur.  EngiSndral,  ces  proprlril^s  mätrlqaes  neae  conservent 
pae  en  projection. 

II  y  a  exceplion  pour  certaines  propriölös  mStriques  qui  »out  projeclives.  Le 
faUceau  harmonitjue,  par  exemple,  se  projette  suivant  un  fiiisceaa  harmonique. 

A|i^leatloai   I.  —  Le  rupporl  anhai'monigue  $e  conwrae  en  projtelion 


1047. 
orienläe  X'X, 
dans  I 'ordre 


£tant  donn^s  quatre  points  ABCD  sur  une  üroite 
I  appelle  rapport  an/iarmoniqtu  de  ces  qualre  pointa  cODBid£rds 
ili  soni  nomm^s, 

_  CA _  5Ä  _ 
~"  cb'  05  ~ 

>  rapport  des  distances  du 


oitiime  poinl  au  preniiei-  < 


Fl«,  6Ü0  bis. 

ätuxikme,  el  on  le  divise  par  le  rapport  des  dlstances  du  qaatriime 
Premier  et  au  äeu^ihne. 

Oll  donne  le  noni  de  faiaceau  anharnionique  i  an  sjstJme  ( 
OA,  OB,  OC,  OD  parlant  d"un  poiDl  qaelconque  0  eenli'e  du  faisceau. 

THeORfiilE 

104S.  —  Le  rapport  anharmanique  de  quatre  poinia  «n  ligne 
conierve  en  projection  centrale. 

Soit  O  le  poinl  de  vue.  Lea  projeclioiis  centrales  de  AB<;i>  seront  i 
eontinueront  de  Tormer  un  rapport  anharmonique  ^gal  au  preniier. 

En  effel : 


Ona, 

(1) 


CA 


OA 


'  '  siuCOB         sinUCB 

mis  aiti  OCA  =  sin  OCB. 
Divisant  membre  ä  inembre(l)et(S} 
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Le  rapport  aabarmoiiique  du  premier  merabre  ne  d£pead  doac  que  des 
kDgtee  tonnis  entre  eux  par  lea  rayons. 
On  aura  de  m^e  : 

^A'         sin  C'OA.'       sin  D'OA' 


(4) 


D'B' 


nC'OB'    '  stnD'OB' 


Les  eeconds  membres  des  rigalilä  (3)  et  |4J'  £tant  jgaux,  ' 
menibres  sont  aussi  £gaiix. 

Donc  (A'B'CiyjsfABCD). 

C.i 

BeMiBr^ae.  —  Le  rapporl  est  harmonique  lorsque  X  =^  —  1, 


MI. 


-  TRANSFORMATION  DU  QUADRILATfeRE  COMPLET 


1049.  AppIlcMlon  II. 

paraHilogramme. 

Soit  le  quadrilal^re 
des  irois  diagonales  es 
que  ies  poinU  I  et  M  s( 
rapport  harmonique  es 

Preoons  un  poiüt  d 
pFE ;  la  droite  FE  sera 
F"  E'  projections  de  ¥  e 


-  Projetev  un   qiuidrilatire  eompltl  ». 


omplet  ABCDEF.  Od  a  vu  (81S)  que  Vune  quelconque  DB 
divisäe  harmoniquement  par  Ies  deux  autres  AC,  FE  et 
it  conjugu^ä  par  rapport  ä  B  et  ä  D.  Sous  TerroDs  que  le 
conserv^  en  projection. 

vue  U  arbitraire,  et  le  plan  du  tableau  parallele  au  plan 
projetee  Euivant  1a  droile  de  l'inSni  (1039) ;  Ies  points 
i'inUni.  Les  droites  AD,  CB  dont  le  point  de 
leurs  projectiODs  paralleles  (1040).  II  en  est 
de  m^me  de  AB  et  de  CD  dont  le  point  de 
concours  E  est  igaiemem  projetfi  k  rinfini. 
Le  quadrilalere  ABCD  est  donc  projetä 
suivanl  le  parallel ogramme  A'B'CyiV. 


de  Est 


Fig.  652. 


Fio.  6ä3. 


Le  point  I,  Intersection  des  diagonales  AC,  BD,  est  projetä  en  1'  cenlre  de 
A'B'C'D'.  Le  point  M,  appartenant  ä  la  droite  FE,  est  projeli  4  l'infini  sur  B'D'.  Le 
point  1'  milieu  de  B'D'  est  le  conjugne  de  la  projection  ä  l'inflni  de  M  par 
rapport  ä  B'  et  ä  D'.  (424). 

Le  faUceau  harmonique  AM,  AB,  AC,  AD  se  projette  suivant  un  nouveau 
faisitau  kannonique  A'J,  A'B',  A'C,  A'D'. 

A'J  est,  en  effet,  la  projection  de  AM  parallele  ä  D'B',  cai*  AM  et  DB  ayant  la 
perspective  de  leur  point  de  concours  MprojelieA  rin&ni,  ont  leurs  projections 
paralleles  (1040). 
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g  m.  —  APPMCATION  III.  —  TRUNGLES   HOMOl.OGIQUES 

1050.  D*I1bIiIo».  -  Deux  triangles  ABC  A'B'C  situfts  dans  un  mSme  plan 
et  telfi  que  les  droiies  AA',  BB',  CC  qui  joignenl  lea  sommeta  corraspondauts, 
concourent  en  un  meme  point  0  aout 

dits  komolagiques;  le  poini  .0  est  le 
ctntre  d' Homologie. 

1051.  Th*iir*m«.  —  DaiM 
deux  iriangles  homologiques  les 
points  de  rencond-e  a,  &.  t.  ''e* 
eätii  correspondants.Ck  et  CA',  AB 
ei  A'B',  BC  et  B'C  sonl  li-ots  poinU 
en  ligne  droile, 

Soient  a  et  T  les  points  de  ren- 
contre  des  oötes  CA  et  CA',  CB  et 
CB'.  Faisons  une  pwjeciion  cenii'ale 
tat  un  plan  üu  talileau  parallele  au 
plan  delermine  par  a,  t  et  le  point 
de  vue  O,  ttf  sera  projetSe  4  l'in- 
fini  (1039).  Les  cöiäs  CA.  CA'  ayant 
leur  point  de  concoui's  a  proje«  ä 
l'iiiflni,  auroLit  leurs  projectives  ca, 
c'a'  paralleles  (lOdO).  II  eii  sera  de 
mftme  des  cÖles  CB,  CB'  qui  onl 
leur  poinl  de  concours  f  projelS  i. 

D'un  auire  c6i£,  les  projeclions  pjQ_  B54, 

aa',  bb;  ee'  des  concourMies  AA', 

Les  flgures  abc,  a'b'c'  son:  alors  homothätiques.et  ab  projeclioii  de  AB  est 
parallele  äa'fi'projeotioD  de  A'B'.  Le  poinl  de  concours  p  de  AB  et  A'B' adonc 
sa  projection  &  Hnfini ;  il  est  donc  sur  1a  droits  ay. 

Rcmarque.  —  La  drolte  aß-]-  est  app^lee  axe  d'hoimlogie. 

1052.  Thtortme  r^clproque  —  Si.  dans  deuK  Iriangles,  Us  poinU  de 
rencontre  a,  p,  y  des  cd  i/u     C4  el  CA', 

AB  el  A'B-,  BC  et  B'C     oa      n  d  oile,   les 

Iriangles  aont  homologiqu 

Projetonsiaflgurede  que  a droile«, 

ß,  7  se  projeite  suivant  U  droite  de  1  intlni  du 
plan  du  tableau.  Dfes  lora  les  triangles  ABC  A'B'C 
serunt  projet^  de  teile  sorte  que  leurs  cAt^a  cor- 

respondanls   auront  leurs   projections  abc   a'b'c'  ' 

deux  &  deux  pai-allMes,  puisque  les  projections  ! 

de  leurs  points  de  concours  sont  rejetdCS  i.   I'iii-  ''*'■  ™^-  , 

flni  (1019).  CeK  deux  iriangles  abe  a'b'c'  soat  donc 

homotheliques.  II  eiietera  donc  un  centre  d'horaotli^tie  0'.  Soit  le  poinl  0  de  ta 
figure  dont  la  projeclion  est  O'.  Ce  point  sera  nficessairemenl  ä  la  fois  sur  les 
droites  AA'  BB'  CC.  Ce  sera  le  centre  d'homologie  des  triangles  qui  sont  eux- 
infmes  homologiques. 
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Th^orömes  de  Hänöläüs  et  de  G^va. 
Applications. 


S  I.  —  THeORßMES  DE'  M^N^LAUS  ET  DE  CAVA, 

i063.  Di/initimt — Onappetlefran«t>«fsaJ«unedroiiequicoupeIesiroi8CÖI^ 
d'un  iriangle  prolongje  iadäfininieal.  Si  Ton  däeigne  par  A',  B',  C,  ies  pointe  oü 
la  transversale  renconlre Ies cOtöeBC,  AC, AB, du  triangle  ABC (^p. 656  et  fig.  ö5Tj, 
cbacun  de  ccs  pointe  ura  l'origine  des  Segments  lermjnäs  aui  sommels  situäs 


Ro.  W7. 


—  je  mSme  cnu.  Or,  it  v  a  toujours  deax  polnis  de  renconlre  d'une  transver- 
sale ftvec  Ies  eOtis  d'un  triangle  et  un  sar  na  eiiU  prolongd  {fy.  656),  ou  tous  las 
■'  sont  eur  lea  prolongements  des  cAtJs  (ßg,  S&l).  Si  la  rencontre  a  liea  sar 


wie  avec  ies  coies  a  un  iriangie  ei  un  sar  na  cote  proiooge 

trois  sont  eur  lea  prolongements  des  cAtJs  (ßg,  S&l).  Si  I- „ 

Ies  cOt^B,  coinroe  en  B'  et  en  C  {/ig.  656],  Ies  sefments  B'A  et  B'C  de  mSme  qao 
Ies  Segments  CA  et  C'B  ont  ^b  directions  opposäes  et  lenrs  signes  si 
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(423) ;  si  la  rencontre  a  Heu  sur  les  prolongements  des  cötes.  les  segments  B'A  et 
B'G,  etc.  (fig.  657)  ont  tous  lamSo^e  direction,  et,  par  suite,  tous  ontle  meme  signe. 


TBiOHiME 


DE  MKNELAUS 


1054.  —  (7ne  transveraale  d  un  Mangle  determine  sur  ses  cötes  six  segments 
tels  que  le  produit  des  rapports  des  detix  segments  de  chacun  des  cötes  est  egal 
ä  l'unite  {fig.  6ö6  et  fig.^Wl), 

D'aprös  cet  enonc^  on  doit  avoir  la  relation  : 

a;b    b;g     G^A_ 

A'G  ^  B'A  ^  G'B  "" 

Montrons,  en  premier  lieu,  que  le  produit  des  trois  rapports  est  positif.  Or 
le  premier  est  positif;  car  les  segments  qui  le  composent,  etant  de  m^me  seiis, 
ont  le  m6me  signe ;  les  segments  qui  entrent  dans  chacün  des  deux  autres  sont 
ögalement  de  möme  sens  dans  la  figure  657  et,  par  suite,  sont  positifs ;  mais 
ils'sont  de  sens  opposes  dans  la  figure  656  et  sont  negatifs  Tun  et  l'autre:  en 
consequence,  leur  produit  est  positif.  II  rösulte  de  14  que  les  trois  rapports  coa- 
siderös  sont,  ou  tous  trois  positifs,  ou  un  positif  etvdeux  negatifs  :  donc  dans 
tous  les  cas  le  produit  des  trois  sera  positif. 

Montrons  maintenant  quMl  est  ögal  ä  l'unite.  A  cet  effet,  menons  par  le 
point  G  une  parallele  GD  au  c6te  AB.  Par  suite  de  cette  parall^e  les  triangl^s 
A'BG',  A'GD  sont  serablables,  de  m^me  que  les  triangles  B'AG'  et  B'GD,  d'oü  les 
egalites  suivantes  : 

AB      GB 


( ' 


A^G 

CD 

B'G 

CD 

B'A~ 

"CA* 

Multipliant  ces  deux  relations  membre  h  niembre  et  supprimant  le  facleur 
commun  CD,  il  vient  : 

A'B      B^^  _  C  B 
A'G'^  B'A*^CÄ' 

f"B 

d'o*ii,  en  divisant  les  deux  membres  par  -— , 

\A  A. 

AB    b;g    c^A_ 

A'G  ^  B'A  ^G^^" 

105B.  Remarqve.  —  La  loi  de  formation  du  prpduit  constant 

A^      BTG      £A 
?  AG  ^  B'A  ^  G'B 

m^rite  quelque  attention.  Qn  voit  que  les  deux  segments  d'un  m^me  rapport 

appartiennent  au  mtoe  c6t^  et  que  chacun  d'eux  a  pour  origine  le  point  de 

rencontre  de  ce  cöt6  avcc  la  transversale.  On  remarque,  d'autre  part,  que  le 

ftum^rateur  de  chaque  rapport  est  terniine  par  la  mSme  lettre  que  le  denon*^ 

nateur  du  rapport  precedent.  Avec  ces  indications  on  peut  facilement  ^crire 

rejation  en  commengant  par  un  segment  quelconque.  Si,  par  exemple,  le  prem. 

B'A 
segment  est  B'A,  le  premier  facteur  sera  ~  et  la  relation  s'ecrira  de  la  mani^i 

jBuivante; 

B'G'^  AB'^CA"* 


TRAXSTBRäALES  OUl 

THMIOR^ME  (riciproque) 

1066.  —  Si  trou  poinU  piUsur  les  c6Us  d'an  trtangte,  ou  tur  teurtprohn- 
gemenü,  diterminent  tix  tegmeHt»  leh  gne  te  produU  de»  rapporls  de  deux 
xrgmenU  de  ehacun  des  c6tea.  toU  egal  <  '  ,  .       :   ■. 

li  l'unile.  fiel  trots  points  sont  en  ligae 

S  le  triangle  est  ABC  el  si  les  twis 
points  pria  sur  les  cöt^s  BC,  AC,  AB  pro- 
longes,  a'il  est  nicegaire,  sont  A',  B',  C, 
on  u  par  hypolhSse  : 

A'fi^B;c     c;a_ 

AC   ■^  BA  -^  C  B        ■ 
It  faut  proiiver  que  les  points  A',  B',  C 
sont  en  ligne  Uroite. 

En  eilet,  si  l'on  repröseote  par  A",  te 
point  od  la  Uroite  CS  coupe  BC  a»  son 

pmlongcineBt.  oii  a,  d'aprds  Ic  (ht^orenic  FIG.  858. 

.Urect  : 

A'B      B^G       C'A_ 
,Ä^f  B'a'^C'BT"^ 

Jt'cettq' deraiäre,  od  en  dMuit  forcAineat 


.    "  .  A-C  ~  A'C  ■       ,  ■■.■■■ 

et  A"  secoiifomlentet  les  trois  points  A'.B'^C  sont  en  lign* 

TOAORtME  OS,  1EI.S  t,E  ctv\ 

1057.. —  Lei  droiles  menies  (tun  potnl  du  plan  d'un  triangte  ä  se»  trat* 
tommeU  deierminent  sur  sei  edle/  six  Segment»  tehque  lepi-oduit  des  t-apporlt 
des  deucc  Segments  de  ehacun  des  edles  est  egal  d—  i. 

Soit  0  le  point  clonn^  dans  le  plan  du 
triangle  ABC  et  A',  B',  C  les  pointa  oü  los 
di'oiles  mea^s  du  point  0  i'eiicoDti'cnt  Iim 
cAt^s  du  triaDgte  ABC  ea  passant  par  ses  soiti- 
mcts.  II  laut  demontrer  qu'on  a  la  relation  : 

A'B     ffC     e^A__, 
A'C  ^  B'A  ^  C'B  ~         ■ 


CB      OA;      CA  _  FIG.  630. 

CA'  ^  OA  ^  CB  ""   ' 
D'autre  part,  AA'C  coupä  par  la  transversale  BOB'  donne  de  mSme  : 

BA'       BT      OA 

BC  ^  B'A^OA'"^ 


Hultipliaat  pes  deui  derni* 
les  facteurs  communs,  il  vient 

^la  relatioQS 

i?^x 

iRibre  et  supprimanl 


TRASBTERBALBS 


BG  "  C  B  '^  CA'  ' 


'  X  ^,.   X  ^,p  — 


TH^OR^KE  (i-eciprot/ue) 

1058.  —  Sf  ttvit  poinlt  pris  lur  /es  cölis  d'un  triangle  ou  mr  leurt  prolon- 
gemenU.  dHerminent  six  »egmtnls  le/s  qu«  le  produii  des  rapports  de$  deucc 
tegmentt  de  chacun  des  cdUsestigalä  —  !,  les  droiles  gut  Joignent  ce* points 

mix  sommett  oppoais  sont  concourantea. 

Soieiit  {(ig.  660)  A', 
»,  G  Irois  pniiits  tels 
qu'on  ait  la  i'clatian  ; 


A'C" 


=  -_!. 


II  e'agit  de  prouver 
que  lea  droites  qui  joi- 
gnent  les  points  A',  B'.  C 

concoureot  en  un  m^nie 
point  O. 

A  cet  efTet,  joignons 
le  point   A   au  point  de  plG.  660. 

concaura   O  des   droites 

BB'.  CG'  ot  soit  k'  te  poinl  ou  AO  rcncontre  le  cöIl-  BG.  Lu  lliüu 
donnc  :  -. 


.Comparant  la  relation.aoeordfie  et  cette  dem 


idonl ;  par  suile  la  droile  AA'  passe  eii  O. 

tOBÖ.  Benarqae.  ~  Les  r^eiproques  des  dcui  th^orämes  direcU  prgcedeiits 
snnt  d'ua  usage  frfiquent  ou  geomulrie  :  la  preJiiiöre  sert  ä  deniontrer  que  Irojä 
poiQls  sont  ea  lignu  druite  cl  la  secoode  que  trois  droites  sont  concourantc;;. 

APPLICATION  I.  —  THßOREME 

1060.  —  Lei  piedg  des  bis»eelriees  de  deux  des  anglen  d'un  Mangle  suv  Ici 
c6te»  «ppoais  et  le  pied  de  la  bmectriee  du  suppUment  du  tfoisiime,  sont  an 
ligne  droite. 

SoiontABGIetriangleelGG',  BB',AA'  Ics  Iroisbisseclricearßpondanl&renonci. 
II  faut  deiuontrer  que  les   points  A',  B',  C  sont  en  ligne  droite.  ou  que  les  si:: 
segmcnls  d^termin^s  par  ces  points  sur  les  cöt£s  du  triangle  ABC  satisfont  ' 
relation  du  n'  10i6. 
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TRANS  VKUSALES 

■     O^.töS  bissectrices  CC,  BB',  A.V  iloDDenE  ■ 

CBBG      BAAB     £G 

c'A~  ac   HC  ~  üi;'  ab' 

&  Ton  iQultiplie  crs 
^galit^s  inembrc  ä  tnerti- 
bre,  on  voit  immädiatr- 
luent  que  )e  ijecood  pi-ii- 
duit  est  egal  ä   1  :  doiir^ 

G'B       BA       AG       . 


APPLICATION  II.  —  THEOREME 

1061.  —  Les  mttieux  de»  troü  diagonales  ^un  quadrilatere  complet  si 
ligne  droite. 


Saieot  M.  N,  P  Ifs  mi 
lieux  des  diagonales  AG, 
BD,  EP  du  quadi-ilaWre 
complet  ABCDEF. 

II  s'agit  de  dt-montrer 
que  les  Irois  poinU  M,  N, 
P  sonl  en  ligne  ciroile. 

La  droite  MGL,  meo^e 
parallä  lerne  rit  k  la  base 
AF,  daaa  le  triangle  AGF, 
rencontre  GDet  GP  en  leurs 
milieiu  G  et  L. 

De  mftme,  NGK  menöe 
parallele  ment  ik  BP,  dans 
le  Iriangle  DBF.  paase  par 

les  milieuic   G   el  K  de  DG  FiG.  6^3- 

et  de  DF. 

D'aulre  pari,  si  l'on  tire  KL  cettc  droile  passera  ividcnimenl  en  P,  Lee  trois 
poinüi  M,  N,  P  sont  donc  siluüs  sur  lea  c6t6s  du  triangle  KLQ,  ils  aont  par  co^- 
sßquent  en  ligne  droite(1056)  si  l'on  a  la  relation  : 

PK    ML    NG 
PL    MG   NK^    ■ 
mais  il  est  fai^ile  de  voir  que  : 

PK      •i-F.D       ED    ML_-^AF_AF    NG       -i-BC_BC 
PL  ~ -J-EC  "  EG  ■  MG  ~  4^  ~  ÄD '  Nif  ^  fBP  ~  5F  * 
On  est  doac  coaduit  k  diiaoatier  la  relation  : 
ED  BC   AP_, 

t?n  '  BC     An""'* 
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Or.  leg  cöles  prolon^'i's  du  Iriangtc  FCD  coiipi'ii  |>ar  la  transversale' ABE  doR- 
oenl  prucis^meat  cdli-  ivlotiuii. 

Donc  les  Irois  poinU  M,  N,  P  aont  eo  ligne  droite. 

applh:ation  iii.  —  tjieoreme 

1063.  —  Le*  troh  ceatre»  d'hamothitit  direelr  de  li-oU  cirfoaferenca  aont  eii 
ligae  droite;  deux  cetttre»  d'homothiCie  invene  tont  atasi  eii  ligne  droite  arec 
If  centre  d'homothMe  direcle  i/ui  eorre»pond  au  Iroitieme  ceitlre  d'homothetie 

C'est  une  saconde  d^monstratioD  d'un  th^oreiiie  düjä  connu  (310). 


'  Roient  0,  0",  0"  Iruis  circonfiirpnces,  R,  R',  R'  leilrs  rayons,  D,  TK,  VC  leuF.'J 
cenlrrs  (rhomothutic  liireeUi  et  1.  I',  1'  leui'S  centres  d'honiothätie  inv^rse. 

CoiiKidi'runs  d'nbord  los  trois  ceiitrcs  d'lioriiotJiuüe  Jirecte  Hituus  sur  Ic  pro» 
longpiiici''  des  cflies  du  triaiiglu  000'.  Nuns  n'»i)ns  : 


Donc  (iS9)  les  trois  poinis  D.  D',  D'  sonl  en  ligne  droite. 
Considerons  en  a«(-ond  lieii  lo«  trois  rentres  d'honioth^lie  D,  F,  1*,  l'on  dirfiCI; 
el  \e%  duui  autrea  invor^cs.  aWnvs  sur  Ics  cAt^s  du  niAme  triangle.  Hons  Bvcws  ; 


DO-    10'    10 

DO'  ro  rtf° 


TBABaVBSaALES  E 

Oonc,  les  Iroia  centres  D.  I'.  f  sont  aussi  en  llgne  ilroite.  C.  q.  f.  d. 

APPLICATION  IV.  —  THEOREME 
lOeS.  —  ies  medianeg  d'un  triangle  sont  concourantef.  (Voir  n*  141.) 
Les  droiles  AA'.  BB',  CC  äteDl  Ics  inä- 
dianes  du  triangto  ABC,  od  b-  '■ 

AB  =  A'C,  B'C  =  B'A, CA  =  CB. 
MulUpliaDt  cea  ägalitäs  meinbre  k  mem- 

A'B  X  B'C  X  CA  =  A'C  X  BA  X  CB. 
cl'oü 

.VB      B'C;      CA__, 
AG^B^^CB"       ■ 
il  est  facile  de  voir  (423)  que  les  frois 
rapporla  soot    migatifs;  leui'   produit   est  ^G'  6Gi- 

doDC  Dägatir. 

Donc  les  rn^dianea  sont  concourant«». 

APPLICATION  V.   -  THßOREME 

1064.  —  Les  büteelrices  det  angles  int4- 
i-ir.urs  iTun  triangle  sonl  concouranlei. 
(\-.>ir  n«  88.) 

LoEä  dioiles  AA',  BB'.  CC  etant  iea  bis- 
sectriees  des  angliis  interieurs  du  Iriajittle 
ABC,  on  a  : 

.VB      AB    frC  _  ßC    CA_CA 
A'C  '^  AC  '  B'A  ~  BA  '  CB  ~  CB  ■ 

Multiplianl  ces  egaMUs  membre  i  meni- 
ln-c,  il  vient  ;  PIO,  653, 

^y£^v^-i?v?9v'^*-*^^,  ^      CA 
A'C'^BA'^G'B~AG^Bä'^CB"~Ba'^  CB^ÄC"'" 
Donc,  les  bisaectrices  des  angles  intörieurs  sonl  concournntes  (1(68). 


PR06L£M£S  de  G£0M£TRI£ 

donn^s  aux  Examens  du  Bacealaurßat 

(LATIN-SCIENCES  ET  SCIENCES-LANGUES) 


G£0M£TRIE   DANS  LXSPACE 

1:  —  Un  triangle  ABC  a  ses  sommets  sur  trois  droites  rectangulaires  : 
d^montrer  que  les  hauteurs  du  triangle  concoorent  aa  point  P  pied  de  )a 
haüteur  du  t^traödre  OABC  dont  ABC  est  sa  base.  Le  point  Q  ^tant  le  pied  de  la 
bauteur  CPQ  sur  le  cöt^  AB,  et  connaissant  les  Segments  AQ=:c,  QB  =  c'  du 
cöt6  AB,  et  la  distance  PQ  =  d,  calculer  les  arötes  OA  =  a?,  OB  =  y,  OC  =  c.  — 
Discussion.  (Poilievs*) 

t.  —  On  considere  un  t^traedre  SABC  dODt  les  arötes  SA,  SB,  SC  sont  deux 
k  deux  perpendiculaires  entre  alles  et  Ton  demaQj|le^ 

1«  De  calculer  les  longueurs  des  arßtes^^^  SB,  SC  et  le  volume  SABC  en 
fonetion  des  cötes  a,  b,  c  du  triangle  A£^ 

2*  De  montrer  que  la  projedÜoriP  du  sommet  S  sur  le  plan  ABC  coi'ncide 
avec  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABC  et  que  l'aire  du 
triangle  SBC  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  des  triangles  PBC  et 
ABC.  •  (Caen.) 

S.  —  On  donneun  tri^dre  SXYZ,  un  point  fixe  A  sur  Tarnte  SX,  un  point 
fixe  B  sur  Tardte  SY ;  et  on  suppose  qu'un  point  mobile  C  d^crit  la  troisiöme 
aröte  SZ  du  tri^dre. 

Dans  ces  conditions  on  demande : 

1*  Le  lieu  g^om^trique  du  cenlre  de  la  Sphäre  qui  passe  par  les  quatre 
points  S,  A,  B,  C ; 

3«  Le  lieu  g^om^trique  du  point  de  rencontre  G  des  medianes  du  trian- 
gle ABC ; 

3**  Le  lieu  g^om^trique  du  pied  H  de  la  hauteur  issue  du  sommet  A,  dans  le 
triangle  ABC.  [l'yon.] 

4.  —  Une  Pyramide  quadrangulaire  SOABC  a  pour  base  un  carr^  OABC  de 
cöt6  a  et  pour  hauteur  la  perpendiculaire  OS  de  longueur  h  au  plan  de  base. 
On  inscrit  dans  cette  pyramide  un  prisme  droit  MNPQnj^^O  d'une  hauteur 
variable  OM  =  o?  et  Ton  demande  d'exprimer  en  fonetion  de  x  la  surface  totale 
de  ce  prisme. 

On  etudiera  ä  l'aide  degraphiques  eten  se  servant  des  d^riv^es  la  Variation 
de  cette  surface  totale  quand  on  fait  crottre  :r  de  o  ä  /i  et  cela  dans  les  troi& 
hypothöses  suivantes  : 

2-0  =  1        Ä  =  — 

2 

3*  0  =  1        Ä  =  2  [Alger.) 

9.  —  On  donne  une  pyramide  r^guli&re  k  base  carr^e :  soit  a  le  cöt6  de  la 
base  et  h  la  hauteur.  Un  plan  parallele  k  la  base  k  une  distance  x  de  cette  base 
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coope  la  Pyramide  entre  la  base  et  le  sommet  suivant  un  carr^.  Oq  considere  le 
parall^lipip^de  rectangle  ayant  pour  base  ce  carrö  et  pour  hauteur  xi 

!•  Determiner  x  de  fa^on  que  le  paraliölipip^de  soit  un  cube ; 

2*  En  supposant  a  =  — ,  Studier  les  yariations  de  la  surface  totcde  du  paral- 

l^Iipipede  lorsque  x  varie  de  ok  h.  (Bordßaux.) 

S.  —  On  considere  un  tetraedre  regulier.  Quelle  est  la  valeur  du  cosinus  de 
l'angle  plan  a  de  Tun  quelconque  des  diedres  du  tetraedre? 

Construire  graphiquement  cet  angle  a.  Quelle  est  la  valeur  que  donnent  les 
tables  pour  le  logarithme  dreimal  de  cos  a  ?  Combien  Tangle  a  contient-il  de 
grades  et  de  centiemes  de  gradies,  c'est-ä-dire  de  minutes  cent^simales. 

Calculer  tQ-^*  ,^       . 

^2  (Lyon.)    • 

*.  —  Un  cylindre  et  un  cone  droit  a  base  circulaire  ont  mßnie  haute^ir  h. 
Calculer  les  rayons  x  ei  y  des  bases,*sachant  qu'ils  ont  des  volumes  equivalents 
et  que  les  surfkces  totales  sont  aussi  äquivalentes.  (Pai'is.) 

8.  —  Etant  donnä  un  cöne  circulaire  droit  de  rayon  R  et  de  hauteur  h,  on 
le  coupe  par  un  plan  parallele  au  plan  de  la  base  et  on  prend  la  section  pour  la 
base  d'un  nouveau  cöne  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  base  du  premier. 
"Comment  doit-on  mener  le  plan  si^cant  pour  que  le  voluroe  du  nouveau  cöne  soit 
maxinium?  Calculer  en  fonction  de  R  et  de  ä  l'expression  de^  la  surface  totale 
de  ce  cöne  de  volume  maximum.  {Alger. ) 

9.  —  On  considere  un  solide  formö  de  deux  cönes  de  rövolution  oppos^  par 
le  sommet,  on  donne  le  demi-angle  au  sommet  a  de  chacun  des  cönes  et  la 
distance  h  de  leurs  bases  et  Ton  demande  d'ätudier  la  Variation  de  la  surface  du 
solide,  quand  on  fait  croitre  de  o  ä  /«,  la  hauteur  de  Fun  des  cönes  consideres. 
Repräsentation  graphique  de  cette  Variation.  Däterrainer  Tangle  a,  de  mahiere 

1 
que  le  minimum  de  la  surface  totale  ä  6tudier  soit  6gal  ä  ---  tc  A? 

{Caen.) 

10.  —  Un  cöne  droit  a  pour  base  un  cercle  de  rayon  R  situe  dans  un  plan  P 
et  pour  hauteur  H.  On  coupe  ce  cöne  par  un  plan  P'  parallele  k  P  situä  du  cötä 
du  sommet  ä  une  distance  x  de  P.  On  considere  le  cylindre  dont  les  bases  sont 
situäes  dans  les  plans  P  et  P'  et  dont  la  base  correspondant  au  plan  P'  est  Tintei*- 
section  de  ce  plan  et  du  cöne  präcädent. 

Exprimerla  surface  totale  du  cylindre;  en  Studier  la  Variation  dans  les  cas 
suivants : 

!•  H  =  l        R=  2 

2«  H  =  l        R=  1 
3«  H  =  1        R  =  4- 

Dans  chacun  des  cas,  on  suppose  que  x  varie  de  o  ä  1 .  —  On  repräsentera 
graphiquement  les  variations  trouvöes  pour  la  surface.  (Grenoble.) 

il.  —  Volume  dun  tronc  de  cöne  dont  la  hauteur  est  ägale  4  2metres,  et 
les  rayons  des  bases  l'^,b  et  4  mätres.  (Clermont.) 

it.  ^  Soient  a  COS9  et  a  sinq)  et  les  diamätres  des  deux  bases  d*un  tronc  de 
cöne,  9  däsignant  un  angle  compris  entre  0  et  -r- ;  soit  /<  la  hauteur  du  tronc« 


p 
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On  demande  de  döterriiiner  sur  la  droite  qui  Joint  les  centres  des  deax  bases  un 
poiDt  tel  que  leefdeux  cönes  ayant  ce  point  pour  sommet  et  pour  bases  respec- 
tives  les  deux  bases  du  tronc  de  cdne  aient  leurs  surfaces  laterales  äquivalentes. 
—  Discuter.  {Nancy.] 

f  S.  —  Un  ouYrier  veut  construire  1a  partie  ^vas^  en  forme  de  tronc  de  cöne 
circulaire  ABCD  d'un  entonnoir  ayant  \es  dimensions  suivantes  :  diam^tre 
AB  =  2«"*,  diamötre  CD  =  2«,  angele  d'ouverture  AOB  =  60*. 

1*  D^terntlner  les  dimensions  (rayons  om  et  op,  angle  mon)  du  quadrüatere 
curviligne  mnpq  qu*il  faut  tracer  sur  la  feuille  de  fer-blanc  pour  obtenir  le 
döveloppement  de  la  surface  laterale  du  tronc  de  cöne  ABCD. 

S*  Galouler  en  litres  la  contenance  de  ce  tronc  de  cöne.  (Paris.) 

14.  —  On  connatt  le  rayon  R  d*une  base   d'un  tronc  de  cöne  de  r^vo- 

lution.  Galculer  le  rayon  de  la  seconde   base,  sachant  que  le  volume  de  ce 

tronc  de  cöne  est  dans  un  rapport  donn^  K  avec  le  volume  d*un  cylindre  de 

möme  hauteur  et  de  rayon  R.  • 

7 
Discussion.  —  Minimum  de  K.  ~  Effectuer  le  calcul  en  supposant  R^--* 

Ib 

{Grenoble.) 

tS.  —  R^soudre  un  triangle  rectangle  sachant  qu'en  tournant  autour  de  son 
hypotenuse  ii  engendre  un  volume  ^uivalent  ä  celui  d'une  Sphäre  de  rayon  R  et 
qu'en  tournant  autour  d'un  des  cöt^s  de  Tangle  droit  il  engendre  un  volume 
äquivalent  ä  celui  d'une  sphere  de  rayon  R'.Condition  depossibilitö.  —  Discussion? 

{Gvenoöle.) 

16.  •—  On  fait  tourner  un  triangle  rectangle  successivemient  autour  de 
chacun  des  cöt^s.  D6terminer  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  \olume§ 
engendr^s. 

Galculer  les  cöt^s  en  lonction  de  Tltypot^nuse  dans  le  cas  particulier  oü  Tun 
de  ces  volumes  est  moyenne  proportionnelie  entre  les  deux  autres. 

{Montpellier.) 

4 

i*.  —  On  considere  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  et  d'h,ypot6nuse  a. 

1"  Donner,  au  moyen  de  a  et  des  lignes  trigonometriques  de  l'angle  B,  les 
expressions  du  volunje  et  de  la  surface  du  solide  engendre  par  ce  triangle  tour- 
nant autour  de  l'hypot^nuse ; 

2"  Expression  de  la  somme  des  cötes  de  Tangle  droit. 

3*  Etant  donn6  l'hypot^nuse  a,  d6terminer  b  de  facon  que  la  somme  des  cötes 
de  Tangle  droit  soit  egale  ä  s.  —  Discuter.  {Grenoble.) 

18.—  On  donne  un  triangle  BAC  rectangle  en  A;  par  le  sommet  C  on 

m^ne  une  droite  CD  faisant  avec  CA  un  angle  x. 

D^terminer  cet  angle  de  mani^re  que  le  triangle  en  tournant  autour  de  CD 

it  ^^  b  ^^  c  ^^  / 
engendre  un  volume  6gal  ä .  6  et  c  dösignant  les  cöt^s  de  l'angle 

o 

droit  et  /  ^tant  une  longueur  donnee. 

En  particulier,  d^terminer  le  niaximum  du  volume  engendr^  et  la  valeur 
correspondante  de  x. 

Remarque  sur  la  position  du  triangle.  (Caen.) 

19.  —  Trouver  le  volume  engendr^  par  un  hexagone  regulier  tournant 
autour  d'un  de  ses  cöt^s.  {t-yon.) 
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tO.  ^  Ca  eonsidere  un  trapeze  ABCD  dont  ies  angles  A  et  B  sont  droits  et 
dans  lequel  OE  est  la  parallele  äquidistante  des  bases.  On  a  OA  =  OB  =  OE  =  a 

et  OED  =  a. 

Exprimer  au  moyen  de  a  et  de  a: 

!•  Les  aires  BDCA  et  DOC ; 

2"  La  su^face  totale  et  le  voJume  du  tronc  de  c6ne  engendr^  par  la  rotation 
du  trapeze  töurnant  autour  de  AB ; 

^^a  ^tant  donn^,  döterminer  a.  de  fa^on  que  le  volume  du  tronc  de  cdne  soit 
egal  ä  celui  d'une  sph^re  donn^e.  —  Dlscussion.  {Grenoble.) 

■  1t  t,  —  Un  demi^cercte  est  limilä  par  un  diametre  AB  de  longueur  SR.  On 
Jui  m^ne  les  deux  taugentes  AC,  BD  en  A  et  B  et  une  troisi^ime  taogente  CD 
faisant  avec  le  diametre  AB  un  angle  que  Ton  appelle  a.  On  fait  iourner  la 
figure  autour  du  diametre  AB;  le  trapeze  ABCD  engendre  un  tronc  de  cöne* 

^valuer  »le  volume  de  ce  tronc  de  cöne  et  sa  surfaee  totale  S  en  fonction  de 
tga  =  / ;  en  döduire  les  variations  de  V  et  de  S  lorsque  la  tangente  CD  varie. 

tvaluer  le  rapport  y  =  -r;-  de  la  surfaee  laterale  du  tronc  de  cöne  a  sa  sur- 
faee totale  en  fonction  de  m  =  cos  %a,  et  en  d^duire  la  Variation  de  ce  rapport 
lorsque  CD  varie.  (Grenoble,). 

*t.  —  Dans  un  cercle  on  trace  une  corde  AB  et  sur  cette  corde,  on  cons- 
truit  un  rectangle  vers  Text^rieur  du  cercle,  de  sorte  que  sa  hauteur  soit  la 
moitie  de  la  corde  AB.  On  fait  tourner  la  flgure  obtenue  autour  du  diametre 
perpendiculaire  ä  AB  et  on  obtient  un  volume.  Consid^rant  ce  volume  comme  un 
solide,  on  demande  sa  surfaee. 

Dlscussion  quand  la  corde  AB  varie  en  gardant  une  direction  constante. 

(Ma)'seiUe.) 

t».  —  Etant  donnee  une  demi-circonference  de  centre  0  et  de  diametre  AA', 
trouver  une  corde  MM' de  cette  demi-circonfärence  teile  que  Tangle  MOM'  soit 
droit  et  que  la  surfaee  engendr^e  par  la  corde  MM'  töurnant  autour  de  AA'  soit 
ßgale  ä  TcwR*,  en  dösignant  par  R  le  rayon  OA  et  par  m  une  constante  donnee. 
—  Discussion. 

On  prendra  comme  iiiconnue  Tangle  AOM  =  x.  (Pains.) 

*4.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0,  de  rayon  R  et  deux  diametres  rec- 
tangulaires  A'A,  B'B.  On  Joint  un  point  M.  du  cercle  au  centre  0,  on  abaisse  de 
M  la  perpendiculaire  MP  sur  B'B,  et  enfln  en  M  on  mene  la  tangente  au  cercle 
jusqu'ä  sa  rencontre  Q  avec  BB' : 

1"  Calculer  le  volume  V  engendre  par  le  triangle  OPM  en  töurnant  autour 
de  AA' ; 

2*>  Calculer  le  volume  Vi  engendr6  par  le  triangle  PQM  en  töurnant  autour 
de  AA'. 

3°  Determiner  la  position  du  point  M  sur  le  cercle  de  teile  fa^on  que  Ton 
aitV  =  ÄV„ 

k  etant  un  nombre  positif  doun^.  —  Discussion.  {Clermont.) 

*5.  —  D'un  'point  A  ext^rieur  ä,  un  cercle  de  centre  Ö  et  de  rayon  R  on 
mene  une  tangente  AT  ä  ce  cercle,  T  6tant  le  point  de  contact.  On  däsigne  par  x 
rangle  OAT. 

1*  £valuer,  au  moyen  de  R  et  des  lignes  trigonom^triques  de  x,  la  surfaee 
du  solide  engendrß  par  le  triangle  OAT  en  töurnant  autqur  de  OA. 

20  Determiner  x  de  teile  maniere  que  le  .volume  de  ce  solide  soit  ägal  an 
volume  de  la  Sphäre  de  rayon  R.  •  (Grenobie,) 
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tS.  —  Un  secteur  AOB  fait  un  tour  complct  autour  du  rayon  OA. 

1"  Exprimer  en  fonction  de  R  et  de  rangle  AOB  dösign^  par  x  la  surface 
totale  du  solide  ainsi  engendr^. 

X 

2'  Connaissanl  R  calculer  tg  —  de  maniere  que  Ton  ait  S  =KicR*,  K  6tant 
un  nombre  positif  donn^. 

X 

Discuter,  trouver  le  maximum  de  K,  la  valeur  correspoudante  de  tg  —   et 

Celle  du  rayon  du  cercle  d«5crit  parle  point  B  dans  sa  rotation  autour  de  OA. 

[Paris.) 

t*.  —  D'un  point  P  exterieur  ä  un  cercle  0  de  rayon  R  on  mene  ä  la  circon- 
ference  les  tangentes  PA,  PB  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  la  droite  OP. 
En  designant  par  x  la  distance  OP,  on  demande  de  trouver:  !•  La  surface  laterale 
du  cöne  PAB  engendre  par  les  tangentes;  2°  lös  surfaces  de  deux  calottes  sphe- 
riques  engehdr^es  par  les  arcs  de  cercle  AGB,  AHB,  situes  de  part  et  d'autre 
de  AB. 

Determiner  x  de  fagon  que  la  surface  laterale  du  cöne  PAB  soit  ^galeäcelle 
de  la  calotte  spherique  AGB  exi6rieure  au  cöne.  [hennes.) 

%%.  —  Eltant  donne  un  cercle  de  rayon  R,  on  prend,  sur  Tun  de  ses  diametres 
indefininient  prolongö  deux  points  A  et  A'  situ6s  ä  Texl^rieur  du  cercle  et  de 
part  et  d'autre  du  centre  0;  des  points  A  et  A'  on  mene,  d'un  meme.cötö  du 
diam^tre  AA',  deux  tangentes  qui  touchent  le  cercle  respectivement  en  ß  et  B', 
et  on  consid^re  les  trois  surlaces  engendrees  par  la  rövolution  du  segment  recti- 
ligne  AB,  du  segment  rectiligne  a'B'  et  de  l'arc  de  cercle  BB'  autour  du  diametre 
AA'.  Gela  pos6,  on  demande  de  d6terminer  la  position  des  points  A  et  A'  par  ia 
double  condition : 

1"  que  la  distance  AA'  soit  ^gale  ä  une  longueur  donnee  /  superieure  k  2R; 

.  2"  que  la  somme  des  trois  surfaces  engendrees  indiqu^es  ci-dessus  soit  6gale 
k  une  surface  donnee  TcaR.  On  d^terminera  eutre  quelles  limites  doit  se  trouver 
comprise  la  quantit^  donnee  a  pour  que  le  probl6me  soit  possible. 

(Caew.) 

t».  —  Etant  donn6e  une  Sphäre  de  centre  0,  de  rayon  R,  on  prend  sur  un 
diametre  deux  segments  OS,  OS' de  directions  oppos6es  et  de  mönTe  longueur  :r, 
superieure  4  R.  On  considere  deuxcönes  circonscrits  ä,  la  sphere,  Tunayant  son 
sommet  en  S  et  touchant  la  sphere  suivant  un  petit  cercle  G,  Tautre  ayant  son 
sommet  en  S'  et  touchant  la  Sphäre  suivant  un  cercle  G'.  Evaluer  en  fonction  de  x 
et  de  R  le  volume  et  la  surface  d'un  solide  liniite  par  les  portions  de  surfaces 
coniques  comprises  entre  les  sommets  des  cönes  et  leurs  cercles  de  contact  C  et 
C'  et  par  la  zone  spherique  ayant  pour  bases  ces  m6mes  cercles  G  et  G'.  —  Rap- 
port du  volume  ä  la  surface.  {Caen.) 

30.  —  Sur  un  m6me  plan  horizontal  reposent  une  sphere  de  rayon  R  et  un 
cöne  droit  dont  la  hauteur  est  6gale  au  diametre  de  la  Sphäre.  On  coupe  les  deux 
Corps  par  un  plan  horizontal  P  menö  ä  une  distance  x  du  premier.  Studier 
comment  varient  en  fonction  de  x^  la  somme  y  et  le  rapport  z  des  aires  des  sec- 
tions  determinees  par  P  dans  la  sphere  et  dans  le  cöne.  On  appelle  a  le  rayon  de 
base  du  cöne.  \Grenohle.) 

31.  —  On  donne  un  cercle  de  rayon  R  et  un  triangle  isocele  inscrit  dans  le 
cercle  et  ayant  pour  base  un  diametre  AB  du  cercle.  .On  fait  tourner  la  figure 
autour  de  la  hauteur  du  triangle  isocele  ;  le  cercle  engendre  une  sphere  et  le 
triangle  engendre  un  cöne.  On  coupe  les  deux  surfaces  par  un  plan  parallele  k 
la  b^se  du  cöne  et  situe  k  une  distance  x  de  cette  base. 

1*  Galculer  les  surfaces  des  cercles  de  section  ainsi  determines. 
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•2*  D^terminer  x  de  teile  fa^on  que  la-diflf6rence  des  aires  des  deux  cercles  soft 

^gale  k  Taire  d*un  cercle  de  rayon  «.  Gas  particulier  a  =z  — - — . 

3*  Studier  la  Variation  de  la  difference  des  aires  des  deux  cercles  lorsque  x 
yarie  de  oäR.  {Grenoble,) 

St«  —  On  considäre  un  cöne  droit  circonscrit  k  une  sphere  de  rayon  R  eton 
repr^sente  sa  hauteur  par  3R  +  x,  Exprimer  en  fonction  de  x  la  surface  totale 

A 

A  du  cöne.  Gonstruire  la  courbe  qui  repr6sente  les  variations  de  la  fonction  — ^ 

quand  x  crolt  de  —  oo  ä  +  « • 

Minimum  de  Taire  A.  {Caen.) 

3S.  —  On  donne  une  Sphäre  tangente  k  un  plan  P  et  un  cöne  ayant  pour 

base  dans  ce  plan  un  cercle  ^gal  k  un  grand  cercle  de  la  sphere  et  dont  la 

hauteur  est  ^gale  au  diamMre  de  la  sphöre.  A  quelle  distance  du  plan  P  doit-on 

lui  mener  un  plan  parallele  pour  qu*il  determine  dans  les  deux  corps  des  sec- 

-tions  ögales?    ,  {Marseille,) 

S4.  —  On  coupe  une  Sphäre  de  rayon  R  par  un  plan  P  situ^  ä  une  distance  x 
du  centre.  Suivant  Tintersection  de  la  sphere  et  du  plan  on  circonscrit  k  ia 
Sphäre  un  cöne  dont  la  base  parallele  au  plan  P  est  tangente  k  la  sphere. 
Trouver  le  volume  de  ce  cöne  et  comment  varie  son  volume  avec  la  valeur 
attribu^e  k  x,  .  .  {Marseille,) 

35.  —  On  demande  de  calculer  par  sa  tangente  le  demi-augle  k  la  base  d'un 

cöne  droit  saphant  que  le  rapport  de  la  surface  totale  du  cöne  ä  la  surface  de 

K 
la  Sphäre  inscrite  est  6gal  k  un  norabre  donnö  —  •   —  Discuter. 

(Ajaccio.) 

36.  —  D'un  point  0  comme  centre,  on  decrit  une  sphere  de  rayon  x  et  d'un 
point  A  donn6  k  une  distance  a  du  point  0,  x  ^tant  plus  petit  que  a,  on  cir- 
conscrit un  cöne  ä  la  sphere:  ^valuer  le  volume  V  compris  k  Tinterieur  du  cöne 
entre  la  sphere  et  le  sommet.  Gonstruire  la  courbe  qui  repräsente  la  Variation 

3rt  V 

de  la  fonction  y  = quand  x  croit  de  oka,  (Caen.) 

it 

S9.  —  Un  tronc  de  cöne  circonscrit  k  une  sphere  S  a  son  volume  ägat  k 

celui  d'un  hemisphere  donnä,  de  rayon  R,  et  sa  surface  totale  double  de  la 

surface  d'un  cercle  donnä,  de  rayon  a.  Galculer  les  rayons  x,  y,  des  deux  bases 

du  tronc  et  le  rayon  z  de  la  sphere  S.  —  Discussion. 

R*  3 

Dans  le  cas  oü  — —  =  — — ,  6valuer  Tangle  des  g^n^ratrices  du  tronc  de 

ö*  13 

cöne  avec  les  plans  des  bases.  {Caen.) 

38.  —  Galculer  les  rayons  x  eiy  des  dßux  bases  d'un  tronc  de  cöne,  sachant 
que  cette  aröte  fait  un  angle  de  60*  avec  le  plan  de  la  base  inf^rieure  et  que  la 
surface  totale  du  tronc  est  6gale  k  celle  d'une  sphere  ayant  pour  diain^tre 
l'aröte  a.  {Paris.) 

39.  —  Qu^obtient^on  lorsqu'on  se  propose  de  trouver  un  tronc  de  cöne 
droit  tel  que,  en  d^signant  par  r  le  rayon  de  la  petite  base,  R  le  rayon  de  sa 
grande  base,  h  sa  hauteur  et  A  son  apoth^me,  ces  quatre  quantit^s  rang^es  dans 
Tordre  r,  /i.  R,  A,  forment  un^j  progression  göometrique  ?  Quel  est  le  rapport  du 
volume  du  corps  obtenu  k  celui  d*une  sphere  de  rayon  ägal  k  celui  r  de  la 
petite  base?  {Lyon.) 
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40.  —  Dans  un  cAne  le  rayon  <le  base  est  r,  Tarfite  laterale  a.  Calcaler : 
1°  le  volume  ducdne; 

■2*  te  rayoa  de  la  Sphäre  qui  passe  par  le  somroet  et  le  cercle  de  base  di 

3*  l'aire  des  lones  de  cetie  Sphäre  qui  ont  pour  base  la  base  du  cöne. 
{Clermonl.) 

4(.  —  ßtant  doani  un  hämjsphfere  de  rajon  B  liftiil^  par  le  grand  ceruji 
AOB  Ue  centre  O,  oa  considere  le  point  S  eituä  ä  rextr^miü  du  rajon  OS  per 
peDdiculaire  au  plan  du  cercle  AOB,  el  on  trace  le  abne  ayaut  ce  cercle  poui 
base  et  le  point  S  pour  sommei. 

On  niene  un  plan  parallele  au  plan  AOB,  k  une  distance  x  du  cenire  0. 

Galculer  l'aire  y  de  la  couronne  comprise  eotre  les  deux  circonHrencei 
Euivant  lesquelles  le  plan  coupe  la  sphere  et  le  cfine.  ^ludler  la  Variation  de  i 
quand  X  varie  de  o  i  R  et  reprisenter  ceite  Variation  par  une  courbe. 

IPiris.) 

4t.  —  Sur  un  segment  de  droite  AB  de  longueur  Sa  on  prend  entre  A  et  I 
nn  poiril  M.  On  considire  les  sph^res  d^crites  sur  AB,  AM,  et  MB  comme  dia- 

!■  Calculer  en  fonclion  de  — - —  =  x  le  volume  V  compris  entre  la  plu: 

grande  des  spliäres  et  les  deux  plus  peiites.  Sludier  la  Variation  de  V  lorsque  \. 
se  däplace. 

3*  Dftermiuer  M  de  ta^n  que  le  volume  V  soit  £ga1  au  produii  par  ui 
nombre  äonai  m  de  la  somme  des  volumes  des  deux  plus  petltes  splieres.  — 
Discuter.  {Grenoble.) 

41.  —  Calculer  le  rayon  de  base  et  la  bauteur  d'un  cAne  sacbant  que  1°  sf 
surface  laterale  est  les  -r~  de  la  surface  de  la  base  ;  S'  son  volume  est  äquiva 
lent  au  volume  d'une  sphäre  de  4  cemim.  de  rayon.  {ParU.) 

44.  —  Tro'uver  Tarnte  du  cube  et  Celle  du  t^tra^dre  regulier  inscrii  dan^ 
une  sphere  de  3  cenlim.  do  rayon.  [Clei-mont.) 

45.  —  Un  Corps  est  coostitu4  par  un  cylindre  ABCD  de  rayon  x  el  de  bau- 
teur !/,  surmontäd'un  li£misph£re  dem^me  rayon  DEC. 

1' Entre  quelles  limiles  doit  ätre  compris  le  rayon  x  pour  que  la  surfaci 
totale  soit  ägale  i  im',  a  ätant  une  longueur  donn^  7  Od  remarquera  que  .r  et  j 
doivent  itn  des  quantit^s  positives ; 

3'  Studier  la  Variation  du  volume  du  corps  dans  les  mimes  cooditions  qoi 
pr^cidemment,  c'est-ä-dire  lorsque  la  aurfaee  totale  est  igale  k  na'. 

{Clermont.) 

Problömes  du  Baccalauröat  (Math^vatiques  A) 

1.  —  Un  prisme  a  pour  section  droite  un  triangle  ABC  dont  tes  cOtäs  opposät 
Bui  angles  A,  B,  C  sont  dgsignäs  par  a,  b,  c.  Par  le  point  A  on  Tait  passer  dei 
plans  de  teile  sorte  que  chacun  d'eux  coupe  le  prisme  suivaot  un  triangle  A'B'C 
rectangle  en  A. 

Quelle  relation  existe-l-il  entre  les  segmenls  BB'  =  i  et  CC'  ^  y? 

>lrer  que  Ton  peut  dilerminer  sur  BC  deux  poinis  M  tels  que  les  droiles 
soient  toujours  reclangulaires. 
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3»  D^terminer  le  plan  AB'C  de  teile  fagon  que  le  triangle  AB'C  6tant 
encore  rectangle  en  A,  la  somme  x-\-  y  des  segments  BB'  et  CG'  ait  une  valeur 
donnöe  m.  (Nancy.) 

t.  —  Avec  une  feuille  de  papier  rectanguiaire  AB  CD  de  cötös 
a  =  AB  =  DG,  A  =  AD  =  BG,  on  veut  construire  une  boite  ouverte  de  la 
maniere  suivante.  On  enleve  k  chacun  des  quatre  sommets  un  petit  carr6  de 
c6t6  ar,  puis  on  releve  les  quatre  reciangles  adjacents^  de  fa^on  ä  ce  que  ces 
quatre  rectangles  constituent  les  quatre  faces  laterales  d'un  parallölipipfede 
ouveri. 

D^terminer  x  de  maniere  que  cette  holte  ait  le  plus  grand  volume  possible. 
fivaluer  ce  volume.  (Clevmont.) 

3.  —  On  donne  une  angle  droit  YQX.  Par  le  sonimet  0  de  cet  angle  on 
mene  dans  son  plan  un  segment  de  droite  OA  de  longueur  a,  situö  k  l'intörieur 
de  l'angle  YOX  et  faisant  avec  OX  un  angle  6.  On  abaisse  du  point  A  les  per- 
penjdiculaires  AH  et  AK  sur  OX  et  sur  OY. 

Calculer  en  fonction  de  a  et  de  6,  la  sur  face  totale  du  cylindre  qu'engendre 

le  rectangle  OHAK  en  tournant   autour  de  OX  et  studier,  par  l'emploi  des 

iz 
d^riv^es,  comment  varie  cette  surface  lorsque  6  varie  de  o  ä  — »  a  restant  cons- 

tant.  (Bordeaux,) 

4.  —  Le  rayon  d'un  secteur  circulaire  a  pour  mesure  x  quand  on  prend  le 
metre  pour  unit^  de  longueur ;  son  angle  au  centre  a  pour  mesure  0  quand  on 
prend  Tangle  droit  pour  unitä  d'angle. 

Calculer  le  rayon  de  base  R  et  la  hauteur  h  du  cöne  de  r^volution  dont  la 
surface  laterale  se  d^veloppe  suivant  ce  secteur. 

Calculer  le  volume  V  de  ce  cöne  et  Studier  le  sens  des  variations  de  Y  quand 
on  fait  varier  simultan^ment  0  et  x  de  fa^on  que  Taire  du  secteur  demeure 
constante  et  äquivalente  k  celle  d'un  cercle  de  rayon  a.  Pour  quelle  valeur  de  9 
le  volume  est-il  maximum  et  quel  est  ce  volume  maximum? 

Calculer  num^riquement  en  litres  ce  volume  en  supposant  a  =  1  metre. 

(Chambiry.) 

5.  —  On  considere  ün  cöne  droit  k  base  circulaire  dont  la  surface  totale  est 
äquivalente  k  celle  d'un  cercle  d'un  metre  de  rayon. 

1*  Calculer  son  volume  connaissant  la  longueur  x  du  rayon  de  base  :  studier 

la  Variation  de  ce  volume  quand  x  varie,  et  repr^senter  cette  Variation  par  une 

courbe ; 

2 
2*  Calculer,  k  un  litre  pres,  le  volume  du  cöne  quand  x  est  ögal  k  -7-  de 

mötre.  (Paris.) 

6.  —  On  donne  Thypotönuse  d'un  triangle  rectangle  ABG.  Calculer  les  cöt6s 
de  l'angle  droit  et  les  angles  aigus  de  ce  triangle,  sachant  que  le  volume  qu'il 
engendre  en  tournant  autour  d'un  axe  situe  dans  son  plan,  passant  par  le  som- 
met  A  et  perpendiculaire  k  la  mediane  AM  relative  k  l'hypot^nuse  est  dans  un 
rapport  donn^  m  avec  le  volume  de  la  sphere  qui  a  Thypot^nuse  pour 
diametre. 

Quel  est  le  maximum  de  m  et  quel  est  le  triangle  correspondant? 

3 
Eflfectuer  les  calculs  numöriques  en  supposant  wi  =  -7-  et  «  =  1  metre. 

ö 

(Chambiry.) 

V.  —  On  considäre  un  cercle  de  centre  C,  de  rayon  R  et  la  tangente  AT  en 
un  point  .\  de  la  circonf^rence.  On  mfene  un  rayon  CM  faisant  avec  CA  un  angl« 
ACM  =  x  et  on  Joint  A  ä  M. 
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40.  — .  Dans  un  cöne  le  rayon  de  base  est  r,  l'arßte  laterale  a.  Calculer : 

1*  le  volume  du  cöne ; 

2*  le  rayon  de  la  sph^re  qui  passe  par  le  sommet  et  le  cercle  de  base  du 
cöne ; 

3**  l'aire  des  zones  de  cette  Sphäre  qui  ont  pour  base  la  base  du  cöne. 

{Clermont.) 

4t.  —  £tant  donnö  un  h^misphäre  de  rayon  R  liltiit^  par  le  grand  cercle 
AOB  de  centre  0,  on  considere  le  point  S  situ^  k  Textr^mit^  du  rayon  OS  per- 
pendiculaire  au  plan  du  cercle  AOB,  et  on  trace  le  cöne  ayant  ce  cercle  pour 
base  et  le  point  S  pour  sommet. 

On  niene  un  plan  parallele  au  plan  AOB,  ä  une  distance  x  du  centre  0. 

Calculer  Taire  y  de  la  couronne  comprise  entre  les  deux  circonferences 
suivant  lesquelles  le  plan  coupe  la  sphere  et  le  cöne.  l^tudier  la  Variation  de  y^ 
quand  x  varie  de  o  ä  R  et  repr^senter  cette  Variation  par  une  courbe. 

(Paris,) 

4t.  —  Sur  un  se^ment  de  droite  AB  de  longueur  2a  on  prend  entre  A  et  B 
un  point  M.  On  considere  les  spheres  decrites  sur  AB,  AM>  et  MB  comme  dla- 
mfelres. 

AM 

1»  Calculer  en  fonction  de  — - —  =  x  le  volume  V  compris  entre  la  plus. 

grande  des  spheres  et  les  deux  plus  petites.  Studier  la  Variation  de  Y  lorsque  \l 
se  d^place. 

2*  D^termiuer  M  de  fagon  que  le  volume  V  soit  4gal  au  produit  par  un 
nombre  donn4  m  de  la  somme  des  volumes  des  deux  plus  petites  spheres.  — 
Discuter.  (Grenoble.) 

4S.  —  Calculer  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  cöne  sachant  que  P  sa 

2 

surface  laterale  est  les  —  de  la  surface  de  la  base ;  2*  son  volume  est  equiva- 

D 

lent  au  volume  d'une  Sphäre  de  4  centim.  de  rayon.  (Pai'is.) 

44.  —  Trouver  Taräte  du  cube  et  celle  du  tätraädre  regulier  inscrit  dans 
une  sphere  de  3  centim.  de  rayon.  [Clermont.) 

45.  —  Un  Corps  est  constituä  par  un  cylindre  ABCD  de  rayon  x  et  de  hau- 
teur y,  surmontä  d'un  hämisphere  de  mäme  rayon  DEC. 

1*  Entre  quelles  limites  doit  ötre  compris  le  rayon  x  pour  que  la  surface 
totale  soit  ägale  k  ira^,  a  etant  une  longueur  donnäe?  On  remarquera  que  x  et  ^ 
doivent  ötre  des  quantites  positives; 

2*  ifetudier  la  Variation  du  volume  du  corps  dans  les  mömes  conditions  que 
präcädemment,  c'est-ä>dire  lorsque  la  surface  totale  est  ägale  k  ita^. 

{Clei^mont,) 

Problömes  du  Baccalauröat  (Mathehatiques  A) 

i.  —  Un  prisme  a  pour  section  droite  un  triangle  ABC  dont  les  cötäs  opposös 
aux  angles  A,  B,  C  sont  däsignäs  par  a,  6,  c.  Par  le  point  A  on  fait  passer  des 
plans  de  teile  sorte  que  chacun  d'eux  coupe  le  prisme  suivant  un  triangle  A'B'C^ 
rectangle  en  A. 

Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  segments  BB'  =  a?  et  CG'  =  y  ? 

2^  Montrer  que  Ton  peut  däterminer  sur  BC  deux  poinf s  M  tels  que  les  droite» 
MB'  et  MC  soient  toujours  rectangulaires. 
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3*  Döterminer  le  plan  XWC  de  teile  faQon  que  le  triangle  AB'C  6tant 
encore  rectangle  en  A,  la  somme  x-\-  y  des  segraents  BB'  et  CG'  ait  une  valeur 
donnöe  m.  {Nancy,) 

t,  —  Avec  une  feuille  de  papier  rectangulaire  AB  CD  de  cötös 
a  =  AB  =  DG,  h  =  XD=  BC,  on  veut  construire  une  holte  ouverte  de  la 
maniere  suivante.  On  enleve  ä  chacun  des  quatre  sommets  un  petit  carr6  de 
c6t6  ar,  puis  on  releve  les  quatre  reciangles  adjacents,  de  fa^on  ä  ce  que  ces 
quatre  rectangles  constituent  les  quatre  faces  laterales  d'un  parallölipipede 
ouvert. 

D6terminer  a?  de  maniöre  que  cetle  boite  ait  le  plus  grand  volume  possible. 
Ävaluer  ce  volume.  (Clermont.) 

S.  —  On  donne  une  angle  droit  YQX.  Par  le  sommet  0  de  cet  angle  on 
möne  dans  son  plan  un  segment  de  droite  OA  de  longueur  a,  situe  k  rint6rieur 
de  i'angle  YOX  et  faisant  avec  OX  un  angle  6.  On  abaisse  du  point  A  les  per- 
pendiculaires  AH  et  AK  sur  OX  et  sur  OY. 

Calculer  en  fonction  de  «  et  de  6,  la  sur  face  totale  du  cylindre  qu'engendre 
le  rectangle  OHAK  en  tournant   autour  de  OX  et  etudier,  par  Temploi  des 

TZ 

d6rivöes,  comment  varie  cette  surface  lorsque  ö  varie  de  o  ä  — -»  a  restant  cons- 
tant.  (Bordeaux.) 

4.  —  Le  rayon  d'un  secteur  circulaire  a  pour  mesure  x  quand  on  prend  le 
metre  pour  unit^  de  longueur ;  son  angle  au  centre  a  pour  mesure  6  quand  on 
prend  Tangle  droit  pour  unit^  d'angle. 

Galculer  le  rayon  de  base  R  et  la  hauteur  h  du  cöne  de  r^volution  dont  la 
surface  laterale  se  d^veloppe  suivant  ce  secteur. 

Calculer  le  volume  V  de  ce  c6ne  et  Studier  le  sens  des  variations  de  V  quand 
on  fait  varier  simultan^ment  6  et  x  de  fa^on  que  Taire  du  secteur  demeure 
constante  et  äquivalente  k  celle  d'un  cercle  de  rayon  a.  Pour  quelle  valeur  de  d 
le  volume  est-il  maximum  et  quel  est  ce  volume  maximum? 

Galculer  numeriquement  en  litres  ce  volume  en  supposant  a  =  1  metre. 

(Cliambery.) 

5.  —  On  considere  ün  cöne  droit  k  base  circulaire  dont  la  surface  totale  est 
äquivalente  ä  Celle  d'un  cercle  d'un  metre  de  rayon. 

1*  Calculer  son  volume  connaissant  la  longueur  x  du  rayon  de  base  :  studier 
la  Variation  de  ce  volume  quand  x  varie,  et  repr^senter  cette  Variation  par  une 
courbe ; 

2*  Galculer,  k  un  lilre  pres,  le  volume  du  cöne  quand  x  est  6gal  k  —■  de 
mölre.  {Pans.) 

6.  —  On  donne  l'hypotönuse  d'un  triangle  rectangle  ABG.  Calculer  les  cöt6s 
de  I'angle  droit  et  les  angles  aigus  de  ce  triangle,  sachant  que  le  volume  qu'il 
engendre  en  tournant  autour  d'un  axe  situe  dans  son  plan,  passant  par  le  som- 
met A  et  perpendiculaire  k  la  mediane  AM  relative  k  l'hypot^nuse  est  dans  un 
rapport  donn^  m  avec  le  volume  de  la  sphere  qui  a  Thypot^nuse  pour 
diam^tre. 

Quel  est  le  maximum  de  m  et  quel  est  le  triangle  correspondant  ? 

3 
Effectuer  les  calculs  numeriques  en  supposant  m  =  -r-  et  ö  =  1  metre. 

(Chambery,) 

1.  —  On  considere  un  cercle  de  centce  C,  de  rayon  R  et  la  langen te  AT  en 
un  point  .\  de  la  circonf^rence.  On  mfene  un  rayon  CM  faisant  avec  CA  un  angle 
ACM  ==  Jc  et  on  Joint  A  ä  M. 
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1*  Calculer  en  fonction  de  x  le  volume  V  engendr^  par  le  triangle  ACM  tour- 
nant  autour  de  AT ; 

3*  Studier  la  Variation  de  ce  volume  quand  x  varie; 
S'*  Calculer  le  cosinus  et  le  sInus  de  la  valeur  particulidre  de  Tangle  x  qui 
rend  V  maximum.  {Paris.) 

8.  —  Trouver  les  cötäs  d'un  triangle  isocöle,  connaissaut  le  p^rimetre  9p 
et  le  volume  V  engend r^  par  le  triangle  tournant  autour  de  la  base.  >-  Dis- 
kussion. 

TCfl' 

Dans  le  calcul,  on  posera  V  =  «  {Rennes.) 

o 

9.  ^  Une  circonf^rence  de  centre  G  et  de  rayon  a  est  tangente  en  A  et  B  a 
deux  droites  perpendiculaires  Tune  sur  Tautre  OX,  OY.  Une  droite  OMN  issuc  du 
point  0  rencontre  la  circonf^rence  aux  points  M  et  N. 

1*  D^terminer  la  position  de  OMN  de  fagon  que  la  somme  des  longueurs 
OMet  ON  soit  ägale  k  une  longueur  donn^e  2/;  quelle  est  la  limite  sup6rieure 
que  l  ne  peutd6passer  pour  qu'il  y  ait  des  Solutions? 

Dans  le  cas  oü  /  =  a.  -^ — ?  calculer  l'angle  8  que  fait  OMN  avec  OC. 

3«  Calculer,  dans  le  cas  l  =a.  r 1  la  surface  laterale  et  le  volume  du 

cöne  circulaire  droit  engendr^  par  le  segment  de  droite  ON,  en  tournant  autoui 
de  Taxe  OC.  {Lyon,) 

iO.  —  On  donne  un  cercle  et  un  diam^tre  AA'  de  ce  cercle  :  une  secante  au 
cercle  MM'  se  d^place  en  restant  parallele  au  diamfetre  AA'. 
Studier  les  variations : 
!•  de  l'aire  S  du  trap6ze  AM  M'A' ; 
3*  du  votume  V  engendr^  par  ce  trap^ze  en  tournant  autour  de  AA'; 

V 

3*  du   rapport  -^»  (Clermont,) 

it.  —  Un  cylindre  ABCD  de  hauteur  EF=:2a;  est  inscrit  dans  une  sphöre 
de  rayon  1.  Sur  la  hauteur  EF  de  ce  cylindre  comme  diametre,  on  d^crit  une 
sphere  S  qui  touche  les  deux  bases  du  cylindre  en  leurs  centres  E  et  F. 

On  envisage  la  difförence  cntre  le  volume  du  cylindre  ABCD  et  cetui  de  la 
Sphäre  S. 

I§)tudier  la  Variation  de  cette  diff^rence  quand  x  varie. 

Pour  quelle  valeur  de  x  cette  diff^rence  est-elle  maximum?  Quelle  est  la 
valeur  de  ce  maximum?  [Paris.) 

It.  —  Studier  les  variations  du  volume  d'un  cöne  droit  k  base  circulaire 
circonscrit  ä  une  spli^re  de  rayon  donn6.  On  prendra  pour  variable  ind^pendante 
la  hauteur  du  cöne.  (Marseille.) 

13.  —  Studier  les  variations  de  la  surface  laterale  d*un  cöne  circulaire  droit 
inscrit  dans  une  sph6re  de  rayon  donnö.  (Poitiers,) 

14.  ..  On  donne  deux  points  fixes  0,  S  4  la  distance  a  Tun  de  Tautre. 
On  trace  une  sphdre  de  centre  0  et  de  rayon  variable  ägal  ä  x. 

On  lui  circonscrit  un  cöne  STT',  de  sommet  S  et  dont  Taröte  laterale  a  poui 
jongueur  celle  de  la  tangente  issue  du  point  S  ä  la  sphere. 

Trouver  Texpression  du  volume  du  cöne  en  fonction  deaeto;;  Studier  s 
Variation  lorsque  x  varie.  Maximum  de  ce  volume  et  valeur  de  x  correspon 
dante.  {liice,) 
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f  S.  •—  On  coupe  une  sphere  de  rayon  R  par  un  plau  MBC  4  la  distance 
.OM  =  ä;  du  centre,  et  Ton  consid&re  le  cöne  circonscrit  k  la  sphere  suivant  le 
cercle  d^intersection. 

1*  Calculer  en  fonction  de  R  et  de  x,  le  volame  da  cöne  SBC,  ainsi  que  le 
volume  compris  entre  la  surface  laterale  de  ce  c6ne  et  la  surface  de  la  sphöre; 

9*  Döterminer  x  de  teile  fa^on  que  la  somme  desdeux  volumes  soit  6gale  A  tn 
fois  le  volume  du  cöne  qui  a  pour  base  le  cercle  BC  et  pour  sommet  Textr^mit^  A 
du  rayon  qui  passe  par  M.  —  Oiscussion ; 

3*  Le  point  M  ^tant  choisi  de  mani^re  ä  ce  que  la  somme  du  diamMre  BC  et 
de  la  distÄnce  OM  soit  maximum,"  calculer  le  demi-angle  au  sommet  du  cöne. 

{Alget\. 

tß.  -^  Exprimer  la  surface  totale  S  d*un  cöne  droit,  inscrit  dans  une  sphöre 

donn^,  en  fonction  du  rayon  R  de  la  sphöre  et  de  la  distance  x  de  son  centre  ä 

Tone  des  g^n^ratrices  du  cöne.  R  ^tant  une  constante,  construire  la  coarbe  qui 

R'S 
repr^sente  les  variations  de  la  quantitä  - —  consid^r^e  comme   fonction  de  x, 

quand  ar  crolt  de  —  oo  ä  -|-  oo.  (Caen,)  . 

19.  —  Sur  une  sphere  dont  le  diamötre  AB  a  un  m^tre  de  longueur,  on  con- 
sidere  un  petit  cercle  C  dont  le  plan  est  perpendiculaire  k  AB  en  un  point  D 
situ^  A  une  distance  x  du  point  A,  puis  on  construit  le  cöne  ayant  pour  sommet 
A  et  pour  base  le  cercle  G. 

1*  Calculer  la  surface  laterale  S  dece  cöne  en  fonctien  de  x; 

3"  Studier  la  Variation  de  cette  surface  S  quand  le  point  D  se  d^place  de 
A  en  B,  et  representer  cette  Variation  par  une  courbe ; 

3*  Döterminer  la  valeur  de  x  pour  laquelle  la  surface  S  passe  par  un  maxi- 
mum,  et  calculer  A  un  d^cimätre  carr^  pr^s  la  valeur  correspondante  de  la  sur- 
face. (Paris,) 

18.  —  On  considöre  une  sphere  dont  le  diam^tre  DD^  ayant  pour  extr^mit^s 
D  et  D',  a  ume  longueur  de  1  m^tre ;  sur  cette  spb^re  on  trace  un  cercle  C  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  A  DD'  en  un  point  P  situ6  A  une  distance  x  du  point  D, 
puis  on  construit  le  cöne  ayant  pour  sommet  D  et  pour  base  le  cercle  C. 

1*  Calculer  en  fonction  de  x  le  volume  y  de  ce  cöne  ; 

8*  Studier  la  Variation  de  ce  volume  lorsque  le  point  P  se  d^place  de  D  en  IX 
et  repräsenter  cette  Variation  par  une  courbe ; 

3«  D^terminer  la  valeur  de  x  pour  laquelle  y  passe  par  un  maximum,  et 
calculer  k  und^cim^tre  cube  pres  la  valeur  correspondante  du  volume.' 

(Toulouse,) 

19.  —  Une  sphere  de  rayon  R  et  un  cöne  droit  A  base  circulaire  de  hauteur 
9R  reposent  sur  un  möme  plan  horizontal  P ;  p  est  le  rayon  de  base  du  cöne.  Cou- 
per Tensemble  par  un  second  plan  horizontal  P'  de  maniöre  que  le  volume  du 
tronc  de  cöne,  ainsi  d^terminä  soit  ägal  au  volume  du  segment  de  sphere  compris 
entre  P  et  P'  multipliö  par  m.  —  Discussion.  {Poitiers.) 

tO.  —  On  donne  une  sphere  de  rayon  B,  on  la  coupe  par  un  plan  qui  estä 
une  distance  x  du  centre  de  la  sphere. 

1**  Calculer  x  de  fa^on  que  le  rapport  de  Taire  de  la  section  de  la  sphere  par 
le  plan  A  la  diffärence  des  aires  des  deux  calottes  que  le  plan  s^cant  dötermine 
tur  la  sphere  soit  ögal  A  un  nombre  donnö  m ; 

3*  Studier  les  variations  de  m  lorsqu*on  fait  varier  x ; 

1 
3*  Calculer  a  -^  pr6s  par  d6faut  la  valeur  de  x  pour  R  =  m  =  1. 

(Lyon.) 
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•  I.  —  Un  tronc  de  cöne  de  rövolution  est  circonscrit  k  une  Sphäre.  Calculcr 
les  rayons  des  bases  et  celui  de  la  sphere  inscrite,  sachant  que  le  volume  du 
tronc  de  cöne  est  ^gal  au  volume  d'une  sphere  de  rayon  donnö  a,  et  que  la  sur- 
face  totale  du  tronc  est  ^gale  ä  la  surface  d'une  sphere  de  rayon  donn^  b.  —  Dis- 
cussion.  (Montpellier.) 

tt.  —  A  une  Sphäre  de  rayon  a?,  on  circonscrit  un  tronc  de  cöne  k  bases 
paralleles  dont  les  bases  et  les  arötes  laterales  sont  tangentes  k  la  sphere.  On 
suppose  l'aire  de  la  surface  laterale  de  ce  tronc  de  cöne  ^gale  k  Taire  d'un 
cercle  de  rayon  a. 

1*  Montrer  que  chaque  aröte  laterale  du  tronc  de  cöne  est  ögale  k  la  somme 
des  rayons  des  bases  et  aussi  au  rayon  a; 
.    2'  Exprimer  en  fonctign  de  a  et  de  x  le  volume  V  du  tronc ; 

3*  Pour  des  valeurs  donnöes  de  a  et  de  x,  döterminer  les  rayons  R  et  r  des 
bases ; 

4*  Dire  entre  quelles  limites  peut  varier  x  pour  une  valeur  d^termin^e  de  a; 

5*  Comment  varie  le  volume  V  quand  x  varie  d'une  de  ces  limites  ä  Tautre? 

(Toulouse.) 

tS.  —  Deux  sph^res  ext^rieures  ont  des  rayons  R  et  r.  La  distaiice  des  centres 
est  d. 

Un  point  M  de  la  ligne  des  centres  reste  entre  les  deux  spheres,  soit  x  sa 
distance  au  premier  centre.  Calculer  la  somme  des  aires  des  zones  des  deux 
spheres  qui  sont  vues  du  point  M. 

Studier  la  Variation  de  cette  somme  lorsque  2;  varie.  D^terminer  son  maximum 
et  discuter  les  divers  cas  possibles.  (Montpellier.) 

t4.  —  Deux  spheres  de  rayons  R  et  R'  sont  tangentes  ext^rieuremeht.  Calculer 
le  Sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  Tangle  8  que  la  ligne  des  centres  fait  avec 
les  plans  tangents  aux  deux  spheres. 

Calculer  le  volume  V  compris  entre  les  deux  sphöres  et  le  cöne  circonscrit. 

Calculer  \  kl  centimötre  cube  pres  en  supposant  R  =  1  m^tre  et  R'  =  1  d6- 
cimetre.  (Grenoble.) 

tS.  —  On  consid^re  trois  spheres  ext^rieures  les  unes  aux  autres  et  dont 
leä  centres  sont  A,  B,  C  et  les  rayons  a,  6,  c ;  on  a  a  >  6.  Les  centres  sont  en 
ligne  droite,  B  et  C  sont  du  m6me  cötö  de  A ;  on  a  AB  =  Ä,  AC  =  /  et  /  >  A.  La 
sphöre  A  est  lumineuse. 

1*  Dire  k  quelles  conditions  la  sphöre  C  sera  tout  entiere  dans  lombre pro- 
jetee  par  B ; 

2*  Döterminer  Faire  de  la  sphere  B  qui  est  dans  Tombre; 

3*  En  supposant  que  la  sphere  C  ne  soit  qu'en  partie  dans  Tombre,  et  en  con- 
siderant  un  grand  cercle  de  cette  Sphäre  situe  dans  un  plan  passant  par  ABC, 
determiner  la  longueur  de  Tarc  de  ce  grand  cercle  qui  est  dans  Tombre  portee 
par  B; 

4«  Faire  les  calculs  du  3*  en  supposant  :  a  =  109,  6  =:  1,  c  =  1,  h  =  23400, 
/  =  23  500.  (Grenoble.) 

S6.  —  Une  chaudi^re  a  la  forme  d'un  cylindre  ABCD  limit4.  d-une  part,  par 
sa  base  AB  et,  de  Tautre,  par  un  hömisphere  CMD,  et  Ton  demande  de  determi- 
ner, parmi  tous  les  r^cipients  de  cette  forme,  celui  qui,  pour  une  mSme  surface 
totale  S  =  ua*,  präsente  la  plus  grande  capacite  V  =  tzv. 

On  prendra,  si  Ton  veut,  pour  variables  le  rayon  OD  =  x  et  la  hauteur 
OP  =  y  du  cylindre. 

Dans  le  cas  particulier  ou  a  =:  1,  on  etudiera,  k  Taide  d'un  graphique  et  par 
Temploi'  des  deriv^es,  le  mode  de  Variation  du  volume  ttv,  ou  de  v  en  fonction 
du  rayon  x  consid^rö  comme  variable.  {Alge7\) 

tV.  —  On  considere  un  vase  ayant  la  forme  d*un  cylindre  ouvert  k  la  pärtie 
sup^rieure  et  ferm^  ä  la  base  par  une  calotte  sph^rique. 
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Soient  r  le  rayon  du  cylindre,  h  la  hauteur  totale  du  vase,  x  celle  de  la 
calotte.  On  demande  : 

!•  De  trouver,  ea  fonction  de  r,  h  et  a:,  la  capacit6  V  et  la  surface  totales 
du  vase; 

2"  De  caiculer  la  hauteur  x  de  la  calotte  sph^rique,  connaissant  la  surface  S 
du  vase,  la  hauteur  totale  h  et  le  rayon  r  du  cylindre. 

Pour  le  calcul  on  posera  :  S  =  Sna*,  {Rennes.) 

*8.  ~  Sur  une  ellipse  ayant  pour  foyers  F  et  F'  et  pour  centre  0,  on  consi- 
d^re  un  point  M  dont  la  projection  orthogonale  sur  le  grand  axe  se  fait  en  F. 
On  mene  en  M  la  tangente  et  la  normale  k  Tellipse  qui  rencontrent  le  grand 
axe  en  T  et  en  N. 

1*  Caiculer  en  fonction  des  demi-axes  a  et  6,  ou  de  la  longueur  c  de  OF  les 
<iistances  MF,  MF',  ON  et  OT. 

Yörifier  la  relalion  OT  x  ON  =  c*. 

3"*  Supposant  donn^s  les  trois  points  en  ligne  droite  F'  F  et  T  construire  le 
point  M  et  les  deux  sommets  du  grand  axe.  (Lille.) 

S9.  —  On  considere  un  point  mobile  M  sur  une  ellipse  de  foyers  F  et  F',  de 

grand  axe  Sa. 

1  1 

1*  Exprimer  la  quantitö     ü  =  =  + » 

MF«       MF« 

d*une  part,  en  fonction  du  produit  des  rayons  vecteurs  :  x^=  MFx  MF';  d*autre 

part,  en  fonction  du  carr6  de  la  demi-difif6rence  des  m^mes  rayons  : 

_  /MF  —  MF'  y 

2^  Studier  les  variations  de  U  quand  le  point  M  decrit  Tellipse  donnee. 

3«  D^terminer  les  positions  du  point  M  pour  lesquelles  U  a  une  valeur  donnee 

Discussion.  [Lille.) 

i 

SO.  —  Dans  une  ellipse,  les  deux  demi-axes  sont  OA  :=  a,  OB  =  6,  et  les 
foyers  sont  F  et  E'. 

Determiner  sur  l'ellipse  un  point  M  tel  que  Pangle  FMF'  ait  une  valeur 
donnee  20.  On  prendra  pour  inconnuesles  deux  rayons  vecteurs  FM  =  x,  F'M  =  y. 

Anplication  num^rique  :  V  Caiculer  x  Qi  y  kl  centira^tre  pres  si  a=:5", 
*  =  3™  et  0  =  30*. 

2"  Exprimer  en  fonction  des  constantes  a,  h  et  de  la  variable  FM  =  x  l'aire 
du  triangle  FMF'  et  Studier  les  variations  de  cette  aire.  {Paris.) 

81.  —  On  donne  un  segment  AA'  et  un  point  F  sur  ce  segment,  et  Ton  mfene 
l«s  .droites  AT,  A'T'  perpendiculaires  sur  AA'.  On  considöre  une  droite  A  ren- 
contrant  les  droites  AT,  AT'  en  des  points  Q  et  Q'  tels  que  Tangle  QFQ'  soit 
constamment  droit. 

!•  Montrer  que  les  triangles  AFQ,  A'FQ'  sont  semblables  et  que  le  produit 
AQ  X  A'Q'  reste  constant ; 

2°  Si  P  est  la  projection  du  point  F  sur  A,  montrer  que  le  quadrilatere  AFPQ 
est  inscriptible  dans  un  cercle  et  que  l'on  a 

APF  =  AQF,  A'PF  =  A'0'F; 

3«  Dömontrer  que  le  Heu  du  point  P  est  un  cercle  decrit  sur  AA'  comme  dia- 
mÄtre  et  que  la  droite  A  reste  tangente  k  une  ellipse  dont  Tun  des  foyers  est  au 
point  F.  [Rennes.) 

»t.  —  Sur  une  ellipse  de  foyers  F  et  F',  dont  les  longueurs  a  et  6  des  demi- 
axes  satisfont  k  la  condition  6  =  a  v/?-»  on  choisit  un  point  M  tel  que  l'angle 

f  MF',  soit  ^gal  k  60*.  Caiculer  les  cöt^s  et  les  angles  F  et  F'  du  triangle  FMF'. 

(Paris.) 
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«S.  —  ün  Systeme  articule  est  form^  de  quatre  droites  FA,  AB,  BF',  F'F; 
on  suppose  que  FA  =  F'B  =  /,  et  que  AB  =  FF'  =  d, 

Les  points  F  et  F'  restant  fixes,  A  et  B  se  meavent  dans  uii  plan  passant  par 
FetF. 

1*  D^montrer  que  le  point  de  rencontre  M  des  barres  FA  et  F'B  decrit  une 
ellipse  de  foyers  F  et  F' ; 

2«  Gonstruire  an  point  M  pour  leqael  la  barre  AB  ait  une  direction  donn^e  A ; 

8»  Exprimer  en  fonctioa  de  MF  =  p,  MF'  =  p\  de  /  et  de  d,  laire  du  qua- 
drilatöre  convexe  BFF'A.  {lUle.) 

54.  —  Sur  une  parabole  de  sommet  A  et  de  foyer  F,  on  considöre  une 

s^rie  de  points  MtM|Ms Mni  tels  que  si  de  chacunon  abaisse  une  perpendi- 

culaire  sur  i*axe  de  la  courbe,  son  pied  sur  Tatxe  colncide  avec  le  pied  de  1a 
normale  4  la  parabole  au  point  qui  pr^cäde ;  en  d'autres  termes,  Mt  4tant  le 
Premier  point,  M|Pi  sera  perpendiculaire  sur  Taxe,  MiP|  normale  en  Mi  4  la 
courbe,  P|M|  perpendiculaire  sur  Taxe,  MfPs  normale  en  Mt  i  la  courbe  et  ainsi 
de  suite  : 

1"  Calculer  les  carres  des  longueurs  PiM„  M|P„  P^Mt,  M^I^s,  P^Ms,  M8P4..., 
Pfi-iMn-i,  Mn-iPn  •  On  posera  APt  =  a  et  on  däsignera  par  p  le  param^tre  de 
la  parabole.  Somme  des  carres  des  longueurs  caJculees ; 

3*  Supposant  ensuite  que  toute  la  figure  tourne  autour  de  Taxe  de  la  courbe, 
^valuer  les  voluipes  engendrös  par  les  triangles  P|MiP,,  PfMtPs,  PsMaP*..., 
Pn—iMn— iPu.  DifTerence  entre  dtux  volumes  cons^cutifs  quelconques. 

(Clermoi^.) 

55.  —  Sur  une  parabole  donn^e  on  prend  un  point  M  que  Ton  Joint  au 
foyer  F  et  d*oü  Ton  abaisse  une  perpendiculaire  MH  sur  Taxe  de  la  parabole. 
£valuer  en  fonction  de  la  distance  x  du  point  H  au  sommet  de  la  parabole  le 
Yolume  engendrä  par  la  rövolution  du  tri^ngle  MHF  autour  du  oM  HF.  Montrer 
comment  ce  volume  varie  avec  x\  construire  la  courbe  qui  repr^senterait  les 
variations  de  ce  volume.  {Caen,) 

SS.  —  D^terminer  le  foyer  d'une  parabole  connaissant  la  directrice  DD'  et. 
deux  points  A  et  B  de  la  courbe. 

En  supposant  que  la  droite  DD'  et  le  point  A  soient  donn^s  d*une  mani^re 
fixe,  trouver  dans  quelle  r^gion  du  plan  ADD'  doit  se  troiiver  le  point  B  pour  - 
que  le  probl^me  admette  au  moins  une  Solution.  Montrer  que  les  paraboles 
correspondant  aux  diverses  positions  du  point  B  dans  la  r^gion  consid6r6e  ont 
leurs  sommets  sur  une  ligne  et  dire  quelle  est  Tesp^ce  de  cette  ligne. 

(Caen.) 

S9.  —  On  donne  un  cercle  fixe  (y)  de  centre  0  et  une  tangente  fixe  AB  de 
ce  cercle : 

1*  Montrer  que  le  lieu  des  centres  0'  des  cercles  (C)  tangents  ä  (y)  et  k  la 
droite  AB  est  une  parabole  de  foyer  0 ; 

3*  Soient  M  le  point  de  contact  d*un  cercle  (C)  avec  la  droite  AB,  N  son  point 
de  contact  avec  le  cercle  (y);  montrer  que  le  point  P  oü  la  tangente  en  N 
rencontre  la  droite  AB  est  le  milieu  de  AM ; 

3**  Montrer  que  la  droite  MN  coupe  la  droite  OA  en  an  point  fixe  K,  et  que 

le  produit  KN  x  KM  est  constant  et  ^gal  k  KA^«  {Bordeaux,) 

SH.  —  Ck)nstruire  le  sommet  d'une  parabole  connaissant  le  foyer,  une 
tangente  k  la  courbe  et  le  point  de  contact  de  cette  tangente.  Lieu  des  sommets 
des  paraboles  ayant  pour  foyer  un  point  donn^  et  tangentes  k  une  droite  donn^. 

(Caen,) 

SS.  —  On  considere  un  triangle  BAG  rectangle  en  A,  et  AH  la  hauteur 
abalss^  du  sommet  A,  les  points  M  et  P  symetriques  des  points  B  et  G  par 
rapport  au  point  A.  En  supposant  que  le  triangle  se  deforme  de  fayon  que  les 


I 
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points  C  et  H  restent  fixes,  montrer  que  le  lieu  du  point  P  est  uDe  droite  A 
perpendiculaire  k  CH,  que  le  lieu  du  point  M  est  une  parabole  de  foyer  G  et  de 
directrice  A  et  que  les  paralleles  men^es  de  M  aux  droites  AH  et  AG  inter- 
ceptent  sur  BC  une  longueur  constante.  {Rennes.) 


—  Trouver  le   lieu  g^omötrique  des  paraboles  passant  par  un  point 
donn^  P  ist  admettant  un^  directrice  donn^  D. 

En  d^duire  une  construction  des  paraboles,  passant  par  deux  points  donn^s 
P  et  P'  admettant  pour  directrice  une  droite  donnöe  D.  En  regardant  P  et  D 
comme  fixes,  dans  quelle  r^gion  du  plan  doit  se  trouver  P'  pöur  que  ce  dernier 
Probleme  soit  possible.  {Grenoble,) 

41.  —  Gonnaissant  le  foyer  et  la  directrice  d*une  parabole,  trouver  Tinter- 
section  de  la  courbe  avec  une  parallele  ä  Taxe  men^e  k  la  distance  h  de  Taxe. 

Appelant  p  la  distance  du  foyer  A  la  directrice  et  K  la  distance  du  point  M  k 
la  parallele  ä  la  directrice  men^  k  ögale  distance  du  foyer  et  de  cette  directrice, 
trouver  la  relation  entre  A,  K  et  p.  {Grenoble,) 

4t.  —  On  considere  toutes  les  paraboles  qui  passent  par  un  point  donn^  0 
et  ont  pour  directrice  une  droite  donn^e  IL'. 

1*  Trouver  le  lieu  g^omötrique  des  foyers  et  celui  des  sommets  de  ces  para- 
boles ; 

2*  Par  un  point  M  cboisi  dans  une  r^gion  convenable  du  plan  passent  deux 
des  paraboles  consid^r^es.  Gonstruire  ces  paraboles  et  deduire  de  cette  construc- 
tion la  courbe  sur  laquelle  le  point  M  doit  6tre  situä  pour  que  ces  deux  para- 
.boles  soi^nt  confondues.  En  conclure  la  r^gion  du  plan  dans  laquelle  doit  6tre 
pris  le  point  M  pour  que  ces  deux  paraboles  existent  et  soient  distinctes. 

{Poiliers») 

4S.  —  Etant  donnes  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  on 
considere  un  point  M  tel  que  la  longueur  de  la  droite  OM  et  la  projection  OP  de 
cette  droite  sur  OX  aient  une  somme  donn^  a.  On  demande  : 

1*  D'exprimer  en  fonction  de  Tordonn^e  PM,  Taire  A  du  triangle  OMP  et  le 
rayon  z  du  cercle  inscrit  au  triangle,  puis  de  d^terminer  le  maximum  de  A  et 
de  z ; 

3*  De  trouver  le;  lieu  des  positionsque  peut  occuper  le  point  M; 

3*  De  montrer  que  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  OMP  est  toujours 
sur  une  parabole  dont  Taxe  SS'  est  parallele  k  OY  et  dont  le  sommet  S  a  pour 

Goordonn^es,  par  rapport  k  OX  et  OY,  x  =  ---,  w  =  — 

'  ^        ^^  4    "^        8  (Caen,) 

44.  —  ün  Systeme  de  vecteurs  est  formöpar  les  cötes  AB,  BC,  CA  dun  ' 
triangle  : 

1*  Dömontrer  que  le  moment  r^sultant  de  ce  Systeme  par  rapport  ä  un  point 
quelconque  de  Vespace  a  pour  mesure  le  double  de  Taire  du  triangle  ; 

3^  Gonstruire  un  coupledont  un  vecteur  soit  AB  et  qui  alt  möme  moment 
r^sultant  que  le  Systeme  donn^  ; 

3*  Les  vecteurs  donnös  ayant  pour  mesure  AB  =  lO«"*,  BC  =  S*"',  CA  =  Ö"™. 
Calculer  ie  bras  de  ievier  du  couple.  (Lille.) 

45.  —  On  considere  le  systöme  de  vecteurs  form^  par  les  quatre  cöt^s  AB, 
BC,  CD,  DA  d'un  quadrilatere  gauche  ABGD  : 

1"  Demontrer  que  la  somme  g^om^trique  est  nulle  et  que  le  moment  räsultant 
en  un  point  a  toujours  mdmes  direction,  sens  et  grandeur  quel  que  soit  ce 
point; 

3*  Faire  voir  que  ce  moment  a  la  direction  de  la  perpendiculaire  commune  k 
AG  et  BD ; 

3*  Donner  une  construction  graphique  de  sa  grandeur  quand  le  tötraMre 
ABGD  est  regulier.  (Bordeaux.) 
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D'ARPENTAGE  ET  DE  LEV£  DE  PLANS 


CHAPITRE  PREMIER 
Arpentage. 


TRAC£  DES  DROITES  SUR  LE  TERRAIN.  —  ÜSAGE  DE  LA 
CHAINE  ET  DE  L'EQUERRE  D'ARPENTEUR.  —  ARPENTAGE 
D'ÜN  TERRAIN  QUELCONQUE 

1.  Definition.  —  L arpentage  a  pour  objet  la  mesure  des  surfaces 
sur  le  terrain.  Cet  art  a  pour  base  les  principes  developp6s  au  Livre  IV» 
Or,  d'aprös  ce  qui  a  6t6  dit  dans  ce  livre,  pour  6tre  ä 

möme  d'evaluer  les  aires  des  terrains,  il  faut  savoir 
tracer  des  bases  sur  ces  terrains  ainsi  que  des  perpen- 
diculaires  et  savoir  l^s  mesurer. 

O'est  ce  que  nous  allons  apprendre. 

I  !•'.  —  TRAGE  DES  DROITES  SUR  LE  TERRAIN 

2.  Le  trac6  des  droites  sur  le  terrain  se  fait  gönöra- 
lement  ä  Taide  de  jalons, 

On  donne  ce  nom  ä  des  tiges  de  bois  ou  de  fer 
ayant  envii'on  i",50  de  hauteur.  L'extr^mitö  qui  s'en- 
fonce  dans  le  sol  est  pointue,  Tautre  est  fendue  et  porte 
une  feuille  de  papier  blanc  ou  une  plaque  de  couleur 
vive,  ce  qui  rend  le  jalon  visible  ä  de  grandes  distances. 
On  doit  planter  les  jalons  bien  verticalement  et  avoir 
le  soin  de  les  enfoncer  assez  dans  la  terre  pour  que  le 
vent  ne  puisse  ni  les  pencher,  ni  les  renverser. 

i^  La  droite  ä  tracer  sur  le  terrain  est  petüe.  Lors- 
que  la  droite  ä  tracer  est  de  mßdiocre  6tendue,  on  tend 
bien  horizontalement,  d'une  extr^mitö  ä  l'autre,  un  cor- 
deaudont  la  direction  reprösente  Celle  de  la  lignemöme. 
C'est  ainsi  que  Ton  opöre  journellement  sur  lesroutes, 
dans  les  jardins  et  dans  la  construction  des  bätiments. 

2®  La  droite  a  une  longueur  d'um  certaine  importance. 
Dans  ce  cas,  on  a  recours  aux  jalons  pour  indiquer  sa        ^^^'  ^' 
direction.  S'il  s'agit,  par  exemple,  de  relier  par  une  droite 
les   points  A  et   B,   on  jalonne ,   comme  on  dit,   la  distance  AB. 
Voici  comment  on  procede.  Le  geometre  ou  Operateur  commence  par 


I 
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planter  un  jalon  ä  Tune  des  extrßmit^s  de  1«  ligne ,  au  point  A , 
par  exemple ;  son  aide,  muni  de  plusieurs  jalons,  va  en  planter  un 
autre  au  point  B.  L'aide,  en   i-evenant  de  B  vera  A,  jalonne  la  ügne. 


■      FIO.  S. 

A  cet  efFet,  il  s'arröte  ä  quclque  distance  du  point  B  et  fait  mine  d6 
planter  un  jalon.  Le  gäomötre,  plac^  ä  une  petite  distance  du  point  A, 
vise  dans  la  direction  AB  et  fait  signe  de  la  main  i  son  aide  de  porter 
le  jalon  i  droite  ou  ä  gauche;  lorsqu'il  pajatt  se  confondre  avec  les 
dem  autres,  il  liii  indique  del'enfoacer  dans  le  sol.  Le  jalon  C  plante, 
l'aide  marche  de  nouveau  vers  A,  et  sur  les  indications  du  göometre 
restä  en  A,  il  plante  d'autres  jalons  D,  E...  Le  dernier  jalon  plante  dott 
toujours  cacher  &  Tobservalfinr  le  jalon  plante  aupardvant. 

S.  Bemar^ue.  —  Si  l'on  voulait  jalonner  une  droite  0^^.  2)  entre 
deux  points  A  et  B  invisibles  de  l'un  6.  l'autre,  on  planterait  par  tdton- 
wmeut  deux  jalons  intermädiaireB  B  et  D  de  mani^re  que  les  jalons  D, 
E,  A  soient  en  ligne  droite  ainsi  que  les  jalons  E,  D,  G,  B  :  la  ligne  AB 
se  trouverait  ainsl  jalonnäe. 

I  II.  —  USÄGE  DE  LA  CHAINE  DARPENTEUR • 

4.  Hesnrer  ■■■«  droUe  aar  le  terraln.  —  On  mesure  gän6- 
ralement  les  droil«s  aur  le  ter-  . 

rain  A  l'aide  d'une  chaine  d'ar- 
penteur. 

Cet  inatrument  se  compose 
de  cinquante  chalnons  en  gros 
fil  de  (er,  ayant  chacun  deux 
döcimötres  et  reli^s  entre  eux 
par  des  anneaux.  Les  mötres 
sont  marquäs  par  des  anneaux 
fn  cuivre  et  le  milieu  de  la 
clialne  par  une  p4tite  tige  de 
.er  ou  de  cuivre.  Enön,  il  y  a 
■X  ehaque  extrömitö  de  la  chaine 
iine  poignee  dont  la  longueur 
fait  partie  du  demier  chalnon 

{ßg-  3) 

La  chaine  est  accompagnfie 
dun  pa<]uet  de  dix  fiches.  On 
appelle  ainsi  dea  tiges  en  gros 
fli  de  fer  terminäes  en  pointe     •  „ 

par  I'extremit6  qui   doit  s'en- 

foncer  dans  le  aol  et  courbees  en  anneau  ä  l'autre  extrömitö.  Une  fich* 
a^viron  0»,30  de  longueur  [fig.  4). 
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Au  lieu  de  la  chatne  ordinaire,  dont  nous  venoas  de  parier,  oa 
emploie  aussi  un  ruban  d'acier  flexible  de  10  inötres  de  longueur  ter- 
minA  &  ses  extrömilös  par  des  poign^es;  enfln,  on  se  sert  encore  d'un 
poUt  inetrument  appelö  rouUtte.  C'eet  une  bolte  cylindrique  portant,  en 
8on  mitieu,  un  axe  autour  duquel  est  enroul*  un  ruban  de  cuir  ou  de 
toüe  ayant  10  niötres  de  long.  Ce  demier  Instrument  est  surtouten 
vaage  pour  mesurer  les  petites  longueure. 

6.  Heaare  d'ane  «Irolte  »»r  an  t«rr«ln  korlsonUil  o« 
ponvanl   etre  conaldere  eoatnae  tel   b«b»   erwemr  aea- 

■IMe.  ~  1*  La  iangueur  d  memrer  a  peu  SeUndne.  Si  la  droit«  4 
mesurer  est  de  midiocre  ötendue,  on  fait  usage  soit  du  mötre,  soit  du 
double  niätre. 

9*  ta  droiU  ä  meswer  AB  a  um  certaine  importance.  On  commence 
par  jalonner  la 
ligne.  Cela  fait, 
Taide,  tenantd'une 
main  la  chalne  et 
de  l'autre  les  dix 
ficheSiSedirigevers 
le  polnt  B,  et  mar- 
che  jusqu'ä  ce  qu'il 

Boit  arrftö  par  l'o-  _     ' 

pörateur,  qut  place  Fia.  ö- ,  ;    .,         ^ 

lebord  exterieur  de  .        ,        ■  ,' 

lapoign^e qu'il  tient  contre  le  jalon A.  Lachaine  ätant aloTS blen  tendue, 
«t  n'^tant  raccourcie  ni  par  un  noeud  nl  par  antre  cbose,  I'aide  se  baisee 
et  fait  Mine  de  planter  une  flehe  qu'il  malnttent  contre  le  bord 
Mirieur  de  la  poign^e.  L'op^rateur  lui  indique  da  la  mtün  la  direction 
ABetlelieuoü  la  liehe  doit  ätre  plante.  L'aide  se  rel^ve  ensulte  et 
s'avance  vers  le  mäme  point;  l'opärateur  suit  en  ^vitanb  de  marcher 
plus  vite  que  Taide,  afln  de  ne  pas  former  de  nceuds  dans  la  chatae. 
ArrivÄ  prfis  de  la  flehe,  il  s'arrfite,  appuie  le  bord  extMeur  de  la  poi- 
gn6e  contre  cette  flehe,  en  fait  planter  une  autre  &  l'aide,  comme  il 
vient  d'ötre  indiquß',  et  enlövecelleprösdelaquelle  il  vientde8'arr6ter, 
Tons  les  deux  se  uiettent  de  nouveaii  en  marche,  et  Topäration  se 
continue  jusqu'ä  ce  que  l'aide  arrive  en  B,  Ce  dernier,  ayaut  appuyä  la 
poign^  de  lachaine  contre te  jalon  B,  I'opärateur laisse  alors lachaine 
tendue  et  s'approche  vers  la  derni^re  flehe  plante  en  F.  II  lui  est 
facile  de  voir  le  nonibre  de  m^tres  et  doubles  d^imötres  que  eoutient 
FB;  il  peut  m^me  obtenir  cette  longueur  ä  un  däcim^tre  pr^s.  Si 
cependant  il  dösire  une  plus  grande  approximation,  il  mesure  avec  ua 
mitre  de  poche  la  partie  de  cette  longueur  qui  exende  un  nombre  exact 
de  m^tres  et  de  doubles  däcimötres.  11  conipte  ensuite  les  flchea  relevtes 
et  la  demi^re  ;  le  nombre  de  ces  flehes  exprime  le  nombre  de  f"'" 
lOraötres  que  contient  AF;  en  y  ajoutant  la  distance  FB,  il  a  la  Ic 
gueur  de  la  ligne  enti^re.  Lorsque  la  longueur  de  la  ligne  A  mesni 
d^passe  100  mätres,  l'op^rateur  niarque  d'nne  maniire  quelconque 

1.  L'aide  peut  planter  sft  flehe  »ans  avoir  besoin  das  Indicatlons  de  l'op^i 
IfVT,  s'il  a  la  pr^caulion  de  remarifuer  un  point  quelconque  (un  pelit  terfa 
iUiarbre,elc.)qui  se  trouve  surl'aligneiaeiitAB,  soit  endeeii,  soU  au  dellide 
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place  de  la  disieme  flehe,  et  rend  lea  dix  fiches  ä  l'aide,  Cet  echange, 
qui  represenfe  une  longueur  de  100  mötres,  doit  ßtre  not*  avec  soin. 
L'opSration  se  continue  ensuite  comme  pr^c^demment.  Une  longueur 
de  100  mötres  est  ce  qu'on  nomme  une  portee, 

6.  Hesnre  de«  droltes  »Hr  le«  terraina  iHcllaes.  —  Sur 

leB  terrains  inclinös,  on  ne  mesure  gän^ralement  pas  les  longueurs 
exactes  des  lignes,  mais  seulement  les  longueurs  de  leurs  projections, 
On  agit  ainsi  parce  que  ce  n'eet  que  la  surface  renfermöe  par  les  pro- 
jections des  lignes  limitant  le  terrain  röel  qu'on  utilise  soit  pour  les 
constructions,  soit  mfime  pour  la  cnlture,  attendu  que  les  vegfitaux 
croissent  verticalement. 

Pour  mesurer  la  projection  horizontale  d'une  ligne  AB,  l'öpßrateur 
tient  une  poighee  de  la  chafne  mr  le  sol  au  point  A,  et  l'aide,  ayant 
l'autre  poignöe,  tend  horizontalem ent  la  chalne  suivant  AM,  daas  la 
directioR  AB.  Lorsque  CM  ne  döpasse  pas  la  longueur  d'une  flehe, 
l'aide  plante  la  flehe  au  point  C,  en  la  tenant  bien  verticale  et  en 
l'appuyant,  eomme  nous  l'avons  indiqu^,  contre  le  bord  int^rieur  de  la 
poign^e.  L'op^rateur  va  ensuite  appuyer  sa  poi^nöe  contre  le  pled  de  la 
liehe  plantöe  en  C ;  l'aide  tend  de  nouveau  la  chalne  horizontalem  ent 
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suivant  CN  et  plante,  eomme  au  point  C,  une  flehe  en  D,  et,  ainsi  de 
suite.  II  est  bien  övident  que  la  somnie  des  longueurs  AM,  CN...  est 
ögale  ä  Ä'B  ou  ä  la  projection  de  AB.  Lorsque  la  pente  est  rapide  et 
que  la  hauteur  CM  döpasse  la  longueur  d'une  flehe,  on  se  sert,  pour 
d^terminer  les  points  C,  D, ..  d'un  fll  ä  plomb  ou  de  pr^förence  d'une 
ächerenfl^e  oupbm6eetLsapartieinfärieure(/{9.  7).  L'aide  appuiela  töte 
de  cette  flehe  contre  le  bord  intfirieur  de  la  poignöe,  et  lorsque  la  chalne 
est  bien  tendue,  il  laisse  tomber  la  flehe,  qui  s'enfone«  dans  le  sol  au 
point  C.  II  remplace  ensuite  la  flehe  plomböe  par  une  flehe  ordinaire. 
Lorsque  la  pente  est  träs  rapide,  on  ne  tend  que  la  moitiö  de  la  chalne 
ou  seulement  quelques  mötres.  Dans  ee  eas,  la  chalne  se  remplace 
souvent  par  un  ruban  mötrique  ou  par  un  cordeau  de  longueur 
connue. 

7.  ObservalloHS  ImporMntes.  —  1°  Les  ficbes  doivent  £tru 

plantöes  verticalement,  sans  quoi  on  trouverait  une  longueur  inexacte ; 
le  geomötre  et  l'aide  prendront  donc  la  pröcaution  de  marcher  un  peu 
ä  gauche  de  la  ligne  &  mesurer,  pour  que  la  chalne  ae  d^range  pas  les 
flches; 
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2°  Les  deux  extrömitös  de  la  chaine  devront  toujours  se  trouver  snr 
nne  möme  ligne  horizontale;  autant  que  possible,  on  entoncßra  donc 
les  Helles  ä,  la  mfime  profondeur ; 

3°  La  chaine  ne  devra  pas  Ötre  trop  tendue,  si  Ton  ne  veut  pas  la 
ronipre  ou  la  döformer; 

4*  Le  göomßtre  doit  toujours  6tre  8flr  de  la  chaine  qu'il  emploie,  il 
doit  donc  la  vörifier  assez  souvent.  Pour  celft,  il  aura  du  pr£alablement 
tracer  avec  prßcaution,  snr  un  sol  horizontal,  une  longueur,  ßgale  i. 
10  nietrea,  qui  lui  sert  detalon.  Pour  allonger  une  chaine,  il  suffit  en 
göneral  de  la  tirer  un  peu.  Dans  le  cas  oü  eile  est  trop  longue,  ce  qui 
arrive  soiivent,  on  eourbe  un  ou  plusieurs  chatnons; 

5°  Une  chaine,  ne  pouvant  Jamals  6tre  parfaitement  tendue,  doit 
toujours  avoir  4  ou  5  millimötres  en  plus  de  10  mötres ; 

6"  Les  öehanges  de  flches  möritent  une  grande  attention.  II  est 
Indispensable  que  l'op^rateur  compte  les  flchea  chaque  fois  qu'il  les 
lernet  &  l'aide. 


§  m.  —  USAGE  DE  L'EQUERRE  D'ÄRPEKTEUR 

8.  —  Pour  mener  des  perpendiculaires  sur  le  terrain,  on  emploie,  ea 
göneral,  Vequerre  d'arpenteur. 

Ilexiste  plusieurs  espöces  d'instruments  de  ee  nom.  Le  plus  usitÄ 
est  un  prisme  creux  en  cuivre  qui  a  pour  base  deux  octogones  reguliers. 
Chacune  des  huit  faces  de  l'^querre  est  partagöe 
en  deux  parties  6gales  dans  le  sens  de  la  lon- 
gueur  par  une  fent«  ou  pinnule.  Dans  quatre 
faces  a,  a'  b,  b"  paralleles  deux  &  deux,  les  pin- 
nules  se  composent  d'une  fente  6troite  appelSe 
willeton  et  d'une  ouverture  plus  large  nommäe 
croisee  ou  fenelre;  celle-ci  est  divisöe  en  deux 
parties  par  un  crin  c>  ou  un  fil  de  soie  tendu 
(repräsentä  dans  la  ligure  par  la  ligne  blanche  c) 
dans  le  prolongement  de  l'ceilleton.  Tout  est 
d'ailleurs  dieposö  de  teile  sorte  que  l'teilleton 
d'une  face  correspond  ä  la  croisee  de  la  face 
opposöe,  et  qua  le  plan  des  fils  de  deux  faces 
opposöes  est  perpendiculaire  au  plan  des  Als  des 
deux  autres  faces.  Lorsqu'on  veut  viser  un 
objet,  on  place  l'ceil  derriere  l'mUleUm  et  l'on 
regarde  le  fil  tendu  dans  la  croisSe  opposöe. 

Dans  les  autres  faces  qui  fönt  avec  Celles  dont  ^"^"  "' 

aous  venons  de  parier  un  angle  de  45°,  les  pin- 
nules  sont  simplement  des  fentes  6troites,  f. 

L'öquerre  a'adapte  au  moyen  d'une  douille  D  ä  un  bäton  ferro  ayant 
^nvlron  l'°,50  de  longueur  et  qu'on  nomme  piedde  Vequerre.  La  douille 
peut  se  dövisser  et  se  placer  dans  l'öquerre  par  l'ouverture  o.  Le  pied 
de  l'^querre  se  remplace  dans  les  terrains  pierreux  par  un  pied  ä  trota 
branches  ou  trepted. 

9.  Trace  des  perpendiculaires.  —  1°  Pay  un  point  A  donni 
cur  une  droiU  MN,  mener  une  perpendiculaire  «  cette  droite  (flg.  9). 
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L'operateur  place  verticalement  l'equerre  au  point  A,  piiis  il  !a  fait 
tourner  jusqu'k  ce  qu'il  voie  le  jalon  plantB  en  M  A  iravei's  deux 
pinnules  opposees.  Si  le  point  A  est  bien  sur  laligne  MN,  en  i'egai-dant 
ea  sens  contraire,  ä  ti'avers  les  mSnies  pinnules,  la  ligne  de  visöe  doit 
rencontrer  le  jalon  N.  L'operateur  regarde  ensuite  ä  travei-s  deux 
pinnules  dont  la  ligne  de  visße  est  perpendiculaii-e  a  la  pröcödente,  et 
fait  planter  il  bod  aide  nn  jalon  B  dans  cette  directioa:  la  ligne  AB  est 
la  perpendiculaire  demandöe. 

2'  Par  un  point  A  douue  hors  d'ttne  droite  MN,  abatsser  une  perpendi- 
culaire iur  eetU  droite  (fig.  10). 

L'op6rateur  place  son  öquerre  sur  la  ligne  MN  en  un  point  O  qu'il 
penge  ötrele  pied  de  la  perpendiculaire;  alora  ilop^re  comme  s'il  vou- 


FiQ.  9.  ma.  10. 

lait  Clever  une  perpendiculaire  ä  la  droite  MN ;  si  la  ligne  de  viste 
perpendiculaire  ä  cette  droite  passe  par  le  point  A,  il  a  la  perpendico- 
laire  demand^e ;  dans  le  cas  contraire,  le  point  A  est  ä,  droite  ou  d 
gauelie  de  la  ligne  de  vis^e;  s'il  est  ä  droite,  par  exemple,  d'une 
quantitä  AK,  l'operateur  s'avance  n  vm  d'ieil  sur  ON  d'une  quantitö 
OB  =  AK ;  si  cette  fois  la  ligne  de  visfie  perpendiculaire  a  MN  ne  ren- 
contre  encore  pas  le  point  A,  il  fera  de  nouveaus  essais  jusqu'ä  ce 
qu'il  tombe  au  point  B.  Le  gfiometre  un  peu  exerc6  d6t«rmine  le  pied 
d'une  perpendiculaire  aprös  trois  ou  quati'e  essais. 

10.  Verineation  «l'nne  equerre.  —  Une  equeire  n'est  exacte 
qu'autant  que  les  directionsmar- 
qu^es  par  les  Als  des  pinnules 
sont  perpendiculaires.  Pour  vöri- 
tier  cet  Instrument,  on  le  dlRpose 
bien  verticalement  en  un  point 
quclconque  A,  &  une  certaine 
distance  d'un  point  M;  visant  & 
travers  deux  pinnules,  on  place 
un  jalon  N  dans  leurdirection,  i 
environ  50  mötres  du  point  A; 
visant  ensuite  ä  travei«  deux 
autres  pinnules  dans  la  directioa 

AB  perpendiculaire  &  MN.on  fait  "-^-  ^^■ 

planier  ä  peu  pr^s  A  la  m€nie  dis- 
tance   un    autre  jalon   au   point  B.   Alors  on    toume  I'instrument, 
Bans  döranger  son  aplomb,  de  manifire  que  la  ligne  de  visöe  qui  passait 
par  B  passe  par  N  et  r^ciproquement ;  si  dans  cette  position  ou  voit  la 
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dt  ea  Ni  c'est  unc  preuve  qoe 


jalon  B  dans  la  ügne  de  vis^e  qui  pas 
l'^uerre  eat  exacte. 

8  IV.  —  ÄRPENTAGE  D'UN  TERRAIN  QUELCONQUE 

11.  —  Noua  ftllons  expliquei-  a  la  mesure  des  surface^  ce  que  aous 
eavons  maintenant  sur  la  mesure  des  longueurs  et  le  tracä  des  perpen- 
diculaires. 

Avant  de  commencer  i  niesui«!*  un  terrain  on  en  fait  une  ima^e 
approidmative  qu'on  nomine  croquU;  le  croquis  se  fait  encore  au  für 
et  4  mesure  que  Topömtion  avance. 

i"  Trauver  ta  surface  ä'un  polygone  ABC. .ä  contour rectiligne.  —  i'our 
mesurer  la  surface  du  polygone  ABC...,  on  peut  employer  les  mäthodes 
que  nous  avona  d6ja  fait 
Gonnaltre  (n°*  460  et  sui- 
vanl^j)  ou  celle-ci.  On  mäne 
une  base  AF  sur  laquelle 
on  ab&iase  des  pei^tendi- 
CTilaires,  ou  oräonnees,  de 
tous  les  sommets  du  poly- 
gone; OD  choisit  sur  cette 
base  un  point  O  qui  laisse 
du  iiiöme  cöt*  toutes  les 
ordoonöes ;  on  considfire  le 
point   O   comme   l'origine 

des  abtcisses.  Alnsi,  comme  pm    ]2 

on  le  sait,  BB',  CC',  DD'... 
sont  les  ordonnfies  et  OA,  OB',  Ol'...  sont  les  abscisses, 

L'arpenteur  mesure  les  ordonn^s  et  les  abscisses.  Les  longueurs 
ti-ouvßes  s'inscrivent  dans  un  lableau  comnie  celui  qui  suit. 


„„MB„ 

ABSCISSES 

ORDÖKKliES 

HfUw. 

M«lr«. 

A 

3 

U 

h 

■      16- 

19 

1 

•2A 

17 

C 

35 

29 

H 

40 

S2 

D 

49 

18 

G 

68 

19 

E 

80 

20 

F 

9S 

0 

Ce  tableau  contient  toutes  les  donnSes  nficessairea  pourobteolrl'alre 
du  polygone  ABCD...,  oar  : 

Triangle  ABB  =  AB'  X  ^  =  (OB'  -  OA)  x  ^  =  (tß  —  a)  X  ^  =  )23™q,SI). 
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Triwgle  An  =  AI'  X  j  =  (Ol'  -  OA)  X  Y  =  ^24  -  3)  X  Y  =  lT8'"q,50. 

..  lÄpfee  ffBCC  = ~—^  X  ac  =      iy'    X  (3S  —  16J  =  *56  inetres  carrts. 

.  Trapt^ze  IIHir  =  "  "*!""  X  I'H'  =  ""^^'  X  {*»  —  ?4)  =  3iS  melN-s  carrti. 

On  op^rerait  de  möme  pour  les  autres  trapeiea  et  !es  autrea  triangles; 
il  est  d'ailleurs  Evident  que  la  somme  de  ces  aireü  partielles  sera  ägale 
A  l'aire  totale. 

3"  Trauver.  la  surface  if  an  polygone  ä  contour  cwvitigne.  ~  Lorsque 


FIG.   13.  F!Q.   14. 

ie  terrain  est  4  contoui'  sinueui,  on  pe'ut  le  diviser  ^galement  ea 
triangles  et  en  trapezes,  ou  einployer  la  metlioile  de  compensalion  (la 
tigure  indique  la  marehe  &  sulvi-e).  La  premiore  möthode  .doiine  des 
i-ÖBultata  plus  exaols  que  la  seconde,  mais  eile  est  plus  loDgue. 

Dans  le  oas  oil  le  terraia  iL  mesurer  pi'esente  une  grande  6tendue, 
oa  traca  plusieurs  bases  AB,  CD  {ßff.  13) ;  il  arrivc  aloi's  que  les  perpen- 
dlculaires  na  soot  pas  trop  lougues,  ce  qui  diminue  les  causes  d'erreur. 
On  a  d'ailleurs  toujours  ä  calculer  la  surface  de  triangles  rectanglea 
^t  de  trapözes. 

3"  Trouver  la  surface  d'un  teiTain  inaccessible  «  l'intei-ieur.  —  La  pro- 
pri6t6  dont  on  veut  mesurer  la  surface  peut  Ötre  un  bois,  un  6tang,  uno 
recolte  sur  pied,  etc.  II  sufflt  de  l'entourer  d'un  polygone  regulier 
\^g.  14),  de  calculer  la  surface  de  ee  polygone  et  d'en  retrancher  les 
«iiirfaces  qui  n'appartiennent  pas  k  la  pi'opri^tä  dont  on  cherche  la 
contenanc«. 

La  flgure  montre  les  trapözes  ä  retrancher. 

12.  Bemar^pie.  —  Parmi  les  procM^s  employäs  pour  mesurer  la 
surface  comprise  entre  l'arc  d'une  courbe  et  une  di-oite,  il  en  est  deux 
ipril  est  bon  de  connaltre. 

■  "  Metbode.  —  Mesurer,  par  exemple.  une  sitrftice  teile  qr.e  AHB. 
On  partage  la  droit«  AB  en  parties  egalex  assez  mpprochees  pour  qua 
les  ordonnöes,  aux  points  de  division,  döterminent  sur  la  courbe  des 
portions  pouvant  ätre  considöröes  comme  i-ectilignes.  En  reprösentant 
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les  ardoniiäes[mi-jr,,y).  ij„  ;/„...  et  ladistnnce  ägaleqni  tes  o>;parepari. 
on  a  pour  1&  aurface  cherch^e  :- 


«{y. +  .'/.  +  ys  +  y.). 

Cette  formule  indique  que  pour  obteuir  la  surfaoe  ADB,  il  faut 
multiplier  l'une  des  dU 
visions    Egales  par   la 
Romme  des  oi-donnöes. 

S'il  s'agissait  de  la 
surface  comprlBS  entre 
<"F',  les  ördonoöes  ex- 
tremes et  le  segtneat  de 
courbe  CF,  on  dfimoQ- 
trerait,  d'une   maniöre  . 

identique,  que  poiiv  ob-  piö-  15. 

tenir   cette   »url'iice    il 

faut  muHiplier  l'une  des  diviaioQa  Egales  pai-  la  somme  de  toutes  les 
ordonnöes  intermediaires  au|[ment£e  de  la  demi-somme  des  ordonn^s 
exträmes.  La  fonuule  suivante  donnoiiiit,  par  consäqiicnt,  la  menore 
de  cette  surface : 


3(yi  +  ya  + 


\+  fU\ 


V  HeMiode    on 
BtetliOflc  de  Slmp- 

•OM.— Cette  mäthode, 
qui  donne  des  r^sul- 
tats  beaucoup  plus 
exacts  que  la  pi-öcö- 
dente,  est  la  consS- 
quence  d'une  formule 
duja  connue.  On  sait, 
et»  effet,  que  si  Ton 
designe  la  aurface  d'uu 
trap^ze  par  S,  sa  dem!- 
hauteur  par  h  et  ses 
bases  par  B  et  A,  on  a : 


S  =  A(B  +  ft)  =  -(3B.t-3ft)  =  ^(B  +  6-|.2B  +  Sfr).        (1) 

Or,  si  l'on  reprSsent«  par  B'  une  parallele  menöe  ä  6gale  distance 
chaque  base,  on  a  vu  que  B'  =  — |—  -■  <ä'oö  4B'  =  3B  +  2b.  Cette  vale 
portäe  dane  (1)  donne : 

8  =  5(3  +  0  +  43-).  (SJ 


r 
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Connaissant  la  formule  (2),  proposons-nous  maiutenant  d'6vaiuer  la 
surface  comprise  entre  un  segment  de  courbe  AG,  un  axe  OX  et  les 
ordonnöes  AA',  GrG'  men^es  des  extr6mit6s  de  AG  ä  OX. 

Supposons  d'abord  la  concavitö  entiöre  du  segment  toumöe  vers 
Taxe.  Partageons  A'G'  en  un  nombre  pair  de  parties  egales,  en  6,  par 
exemple,  dont  Tune  sera  dösignöe  par  6 ;  püis  ihenons  par  les  points  de 

division  les  ordonn^es  y^,  t/,, yj.  Si  nous  tirons  la  corde  AC  eile 

coupera  Tordonnee  BB'  en  Bi  et  d^terminera  le  trapeze  rectiligne  AA'C'C 
qui,  d*apr6s  la  formule  (2),  a  pour  mesure  : 

|(AA'  +  CC'  +  4BiB'). 

Mais  Taire  de  ce  trapöze  rectiligne  est  moindre  que  Taire  du  trapeze 
curviligne ;  pour  avoir  Faire  de  ce  dernier,  il  faut  donc  augmenter  un 
peu  Taire  du  trap.öze  rectiligne.  II  suffit,  pour  y  arriver,  de  remplacer 
BiB'  par  BB',  ce  qui  donnera  : 

|{AA'  +  CC'-f-4BB') 
ou         , 

3(2^1  +  1/84-42/,). 

Nous  aurons  de  möme  pour  la  mesure  des  autres  trapözes  curvilignes : 

g  (^3  +  2/6  +  4«/J 

''■''■■  S 

;^  3(2/3  +  2/7  +  4^6). 

■'  La  mesure  approchee  de  la  surface  sera  donc  donnöe  par  cette 
formule  : 

3  [(2/1  +  ^7  +  2  (2/s  +  2/«)  +  4  (2/2  +  2/4  +  2/6)]  • 

Donc,  la  surface  curviligne  proposöe  a  pour  mesure  le  produit  du 
tiers  de  la  distance  constante  S  de  deux  ordonn^es  cons^cuti^es  parla 
somme  des  ordonn^es  extrömes,  augmentee  de  deux  fois  la  somays  des 
autres  ordonnöes  de  rang  impair  et  de  4  fois  la  somme  de  tontes  les 
ordonnöes  de  rang  pair. 

La  foiinule  est  encore  exacte  dans  le  cas  oü  la  convexit^  du  segstent 
est  toum6e  vers  Faxe  OX. 

Si  le  Segment  est  partie  concave  et  partie  convexe,  oa  op^re  söpa- 
rement  sur  chaque  partie. 
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CUAPITRE  n 
Levö  des  plans. 


NOTIONS  PRfiUMINAIRES.  —  LEVß  AU  METRE.  —  LEVfi  AU 
L'EQUERRE.  —  POLYGONES  TOPOGRAPH!  QU  ES.  -  LEVE  AU 
GRAPHOMfiTRE.  —  LEVE  A  LA  PI.^NCHKTTE 

I  I.  —  N0TION8  PR£LIM1NA1RE9 

13.  —  I,es  terralns  prösentent  une  surface  ä  peu  prös  unie  et  hori- 
zontale, ou  sont  accidentea  d'une  maniöre  plus  ou  uioins  tranchöe. 

On  appellepfcin  d'unterrainhori- 
zontal  une  figure  semblable  ä  eelle 
<le  ce  terrain. 

Quand  le  terrain  est  inignl  ou 
inclinö,  ce  n'est  plus  sa  flgure  qu'on 
i'epi'^sente  sni  le  papier,  m^s  celle 
de  sa  projectioR  horizontale.  On  a 
alors  ce  qu'on  appello  le  plan  gei^- 
mitral  du  terrain.  Par  exetnple,  un 
terrain  inclinö  tel  que  ABCDE  apour 
projectibn  Itj  polygoneA'B'C'D'E'sur 
le  plan  hoiizontal  MN  et  poiir  plan 
g^oiiiftml  le  polygone  abak,  plau 
du  polygö'ne  A'B'C'D'E'. 

Lever  le  plan  d'un  terrain,  c'est 
prendre  ,  sur    ce    terrain   toutes  les  p^^  ij_ 

mesures  nöcessaires  pour  en  faire  ie 

Ces  mesures  s'inscrivent  sur  le  croquis. 

Rapporter  le  platt  sur  le  papier,  c'est  faire  sur  le  papier  le  plan  du 
terrain. 

14.  —  n  y  a  difförentes  möthodes  de  lever  un  plan';  mais  avant 

d"en  faire  connaltre  quelqiies-unes,  il  nous  semble  utile  de  inontrer 
cominent  on  peut  donnerst  chaqueligne  du  plan  geometral  laloiigueur 
voulue  pour  qu'il  soit  une  image  parfaite  du  plan  de  projection. 

15.  Echelle  «l'an  plan.  —  On  appelle  echelle  daii  plan  le  itqiport 
d'une  ligne  du  plan  a  son  homologue  du  teiTain.  Ce  rapport  est  arbi- 
traire,  cependant  il  ne  doit  6tre  ni  trop  petit  ni  trop  grand ;  trop  petit, 
il  ne  permet  pas  de  repr^senter  correctement  divere  dötails  d'une 
certaine  imporiance;  trop  giand,  il  n^cessite  pour  le  plan  des  dimen- 
sions  qui  en  rendent  le  inaniement  difAcile.  En  gänäral,  on  prend  le 

milliuiölre  pour  reprösenter  1,  2,  3...  mötres,  ou'  ^  5'  7  de  metre.  Si 
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Tön  suppose,  par  exemple,  que  1  millim&tre  sur  le  papier  reprösent^ 
1  m^tre  sur  le  terrain,  T^chelle  sera  de  1  ä  1000  ou  j^  • 

Le  rapport  entre  les  lignes  du  plan  et  Celles  du  terrain  s'exprime 
habituellement  par   une   fraction   doat  le  numerateur  est  Tunite; 

eKemples:jL,_^,^.., 

Le  numerateur  de  chaque  fraction  indiquant  une  longueur  sur  le 
papier,  et  le  d6nominateur,  la  longueur  correspondante  sur  le  terrain, 
il  est  trös  facile  de  passer  des  longueurs  mesur^es  sur  le  plan  aux 
longueurs  homologües  du  terrain,  et  r^ciproqueihent;  car  si  on  connait 
la  longueur  d*une  ligne  prise  sur  le  plan,  il  suffira  de  la  multipUer  par 
le  denominateur  de.  l'^chelle  adopt^e  pour  avoir  la  longueur  de  son 
homologue  du  terrain,  et  si,  au  contraire,  on  connait  la  longueur  d'une 
ligne  sur  le  terrain,  on  aura  celle  de  son  homologue  du  plan  en  divisant 
la  longueur  de  la  ligne  du  terrain  par  ce  mßme  denominateur. 

Cxemple  I.  —  Sur  un  plan  pour  lequel  on  a  adopte  recheile  de 

une  ligne  a  0"»,20  :  trouver  sa  longueur  sur  le  terrain, 
On  a  la  proportion  : 

1        0,20 


2500 


2500 


X 


d*ou  : 


X  =  2500  X  0,20  =  500  metres. 


Exemple  II.  —  Une  ligne  a  160  metres,  quelle  sera  sa  hngueur  sur 
le  plan  ä  Vechelle  de 


2000 
On  a  la  proportion  : 


d'oü  : 


2000 
160 


a?  = 


2000 


X 

160' 
=  0m,08. 


16.  Construction  ties  eclielles.  —  1<*  Echelle  simple,  Les  divi- 
sions    de   Techelle  repr^sentent  g6n6ralement  1   mötre,    10  metres. 


FIG.  18. 


lOO  metres,  etc.   Supposons,  pour  fixer  les  id6es,  que  Töchelle  du 

i 
plan  soit  —  :  1  mötre  sur  le  terrain  sera  represent^  par  0",002  sur  le 

papier,  et  iO  mötres  par  0",02  ou  2  centimetres.  Sur  une  ligne  ind^finie  AB, 
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Hortons  consöcutivement,  ä  partir  d«  point  A,   des  longueurs  de 
2  centimötres  et  divisons  la  premifire  longueur  A.C  en  dix  parties  igalm.. 

II  est  clair  que  chaque  division  de 

AB  reprösentelO  mötres.et  cliaque 

division  de  ÄC,  1  mötre.  Pour  pren- 

dre  sur  cette  Schelle  une  longueivr 

d«  36  mStres,  oa  placem  l'une  des  i 

poiat«s  du  compas  sur  la  divisioo 

30,  et  l'autre  sur ,1a  sisiöme  A  gau- 

che  du  point  C. 

,>  Echette  decimate.  Lorsque  le 
rapport  adoptäpourlaconstrucUon 
d'un  plan  est  tr^spetit,Iesdivisions 
qui,  sur  reclielle  pröcödente,  indi- 
quent  les  m^tres,  sont  tellement 
rapprochöes  qu'il  n'est  guöre  pos- 
sible  de  les  bien  distinguer.  Or 
l'ichelle  decimate  permet  de  mesurer 
ceB  petites  longueurs  avec  une 
grande  preoision.  Expliquons  la 
ConBtmction  de  cetle  Schelle,  en 
prenant  pour  exemple  le  rapport 

^ÖQ  ■  Dans  ce  cas,  1  m^tre  sur  lo 
terrain  est  reprösent^  par  0",000i 
surlepapieretl00mötrespar0»,04. 
Sur  une  droite  indMnie  AB  por- 
tons  cons^cutivement,  k  partir  du 
point  A,  une  longueur  de  4  cen- 
timötres  autant  de  fois  que  noue 
voudrons  ou  que  le  coniportera  la 
longueur  AB,  et  divisons  AC  en 
dii  paxties  ggales.  II  est  Evident 
que  chaque  division  de  AB  reprö- 
sentera  100  mötres,  et  chaque  divi- 
sion de  AC,  10  m^tres.  Par  chacun 
des  pointa  A,  C,  JOO,  300...  de  AB, 
^levons  des  perpendiculaires  ä  cette 
droite.  Sur  les  perpendiculaires 
extrSmes,  portons  dix  longueurs 
ari>itraires,  mais^gales,  etjoignons 
las  points  de  division  par  des  pa- 
rafläles  ä  AB.  Enfin,  prenons  sur 
la  demiire  parallöle  ED  ä  AB  une 
longueur  mn  6(?ale  au  disi^nie  de 
AC,  tirons  Cm  et,  par  les  points 
de  division  de  AC,  menons  des 
paralleles  4  Cm. 

D'apr6s  cette  construction,  on 
voit  aieäment  que  les  parties  des  ^"'-  ^^■ 

parallöles  comprises  entre  les  deux  lignes  Cm  Cn  m.M.Ä^^  *    * 
>»»ti«m.„,   ,.  ä,  3...  10  „«res  :  p.,    «empT.'. 'ij  plf^f ^"4^ 
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sente  6  mi§tres,  car  les  trjangles  semblefcles  CH6,  Gmn,  donnent  ; 

La  longueur  H6  ötant  les  —de  mn,  represente  6  mötres,   puisqüe 
«ifn  en  represente  10. 

17.  Usa^e  de  recHelle  declmale.  —  Si  Ton  veut,  par  exemple, 
prendre  sur  cette  echelle  une  longueur  de  237  metres,  on  place  une  des 
pointesdu  compas  sur  la  perpendiculaire  200,  en  un  point  L,  tel  quela 
parallele  passant  par  ce  point  passe  aussi  au  chiffre  7  des  unit^§,  et 
Ton  avance  l'autre  pointe  du  compas  sur  cette  parallele  jusqu'ä  la  ren- 
contre  de  la  transversale  30 :  on  a  ainsi  la  longueur  demandee,  car  eile 
se  compose,  de  L7  4-  7M  -j-  MN  =  200  metres  +  7  metres  -j-  30  metres 
=  237  metres. 

Pour  connaitre  la  longueur  d'une  droite  tracee  surun  plan,*on  prend 
une  Ouvertüre  de  compas  egale  ä  la  longueur  A,  mesurer,  et  on  la  porte 
sur  l'echelle;  si,  par  exemple,  cette  longueur  est  comprise  entre  100  et 
2Ö0  metres,  on  fera  glisser  le  compas  sur  les  paralleles  successives  jus- 
qu'ä  ce  que  l'une  des  pointes  etant  sur  la  perpendiculaire  100,  Tautre 
rencontre  l'intersection  d'une  parallele  et  d'une  transversale.  Si  celle-ci  * 
est  numerotee  50  et  la  parallele  k  AB,  6,  on  en  conclut  que  la  ligne  du 
plan  correspond  ä  une  ligne  de  156  metres  sur  le  terrain. 

Des  echelles  de  reduction,  telles  que  celle  dont  il  vient  d'ötre  ques- 
tion,  se  trouvent  tracees  sur  des  regles  en  bois,  en  ivoire  ou  en  cuivre. 

18.  Remarque.  II  est  bien  utile  qu'une  ochelle  accompagne  un 
plan ;  eile  permet  de  trouver  aisement  les  dimensions  reelles  du  ter- 
rain. Si  le  plan  que  Ton  possede  est  sans  echelle,  on  remedie  avec  faci- 
lit6  ä  cet  inconvenient,  s'il  est  possible  de  mesurer  une  ligne  du  ter- 
rain; car  il  suffit  alors  de  mesurer  son  homologue  du  plan,  et  de 
prendre  le  vapport  de  ces  deux  lignes.  Ce  rapport  connu,  il  n'y  a  plus 
qu'ä  construire  l'echelle  comme  nous  l'avons  indiquö. 
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19.  —  II  y  a  difförentes  möthodes  de  lever  un  plan  au  mötre  :  nous 
allons  en  indiquer  deux. 

i«^«  Methode.  —  Soit  ä  lever  le  plan  d'tin  pottjgone  ABCDEF, 

On  mesure  une  base  MN  et  Ton  rattache  ä  cette  base,  comme  la 

figure  le  montre,  tous  les  sommets  A,B,C...  du  polygone  dont  on  veut 

lever  le  plan. 

Par  exemple,  pour  d^terminer  le  sommet  A,  on  mesure  les  lon- 
gueurs  AM,  AN ;  on  connait  alors  les  trois  cotes  du  triangle  AMN  :  la 
Position  du  point  A  est  donc  döterminee.  On  peut  de  mßme  döterminer 
tous  les  points  importarits  du  terrain,  et  Ton  a,  par  suite,  tous  les  61d- 
jments  n^cessaires  ä  la  constructiou  du  plan  du  terrain. 


r 


Constrwtion  du  plan.  Ün  trace  sur  le  papier  une  droit«  mm  igale  k 
UN  reduile,  comme  on  dit,  t'i  Tabelle  adopt^e;  puis  oa  rattache  ä 


FIÖ.  SO, 

cettedroite  lea  points  a,  h,  c...  qiü  i-epr^isentent  les  pointa  A,B,C,...  du 
terram;enfiQontireIesdi'oitesaft,6c..,  et  l'onaainsi  le  plan  du  terrain. 
•'  Helho«le.  —  Soit  «  lever  le  plan  d'un  polff^one  ABCOEF. 

Oa  d&ompoae  le  polygoiio  en  triiingles.  On  mesure  avec  soin  les 


FIG.    21. 

trois  cftt^s  de  chacun  d'eux  ,  et  on  inscrit  bien  esactement  sur  Ic  cvo- 
(juis  les  longueura  trouvöes. 

ConitrtuAion  du  pian.  On  trace  une  droite  ab  egale  ä  AB  r^duito  ;r 
r^chelle  adopt-ee,  ot  sur  cette  droite  on  construit  un  poIygone  semblable 
A  celui  du  termin. 

I  ni.  —  LEVfe  A  1,'fiöLKliRE  OU  METHODE  DES  PERPEXDICULA1EES 

20.  —  Le  lev^  a  l'equen-e.  qui  n'esige  que  la  chalne  d'arpenteur, 
l'6querre  et  des  jalons,  consiste  k  decomposer  le  terrain  en  trap^zes 
rectangles  et  en  triangles  rectangles. 
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'  Od  live  g^nät'»le Dient  a  l'equerre  le  )>lan  des  terrains  longs  et  ätroits 
i  coDtour  irregulier,  les  circuits  d'un  chemin.  les  boi-ds  dune  rivi^re, 
dun  6tang,  une  propriet^  dans  laquelle  on  ne  peut  p^n^trer, etc. N'ous 
nltons  donner  deux  exempkü  de  cette  möthode. 

1'  Levpr  M  l'eqaem  leteirain  reprtienle  par  le  potygone  ASCD... 

On  mene  iine  diagonale  AG,  appelöe  directrice,  qui  sert  de  tiase  ä 
l'opäration;  puis  des  ditlereuts  sommets  N,  B,  M>  G...  du  polygone  on 


abaisse  sur  !a  directrice  des  perpendiculaires  NN',  BB',  MM'...  qu'on 
mesure  ainsi  que  les  distances  AN',  AB',  AM'...  On  inscrit  &  mesure  les 
longueurs  trouvöea  sur  les  ligDes  correspondantes  do  croquis. 

CoHttruction  du  plan.  On  trace  une  droite  aj(  6gale  ä  AG  r^duite  il 
l'echelle  adopt^e,  et  sur  cette  ligne  onporteleslongueui-s  an',  ab',  am'... 
qui  sont  lea  longueurs  r^duites  des  distances  homologues  du  terraiu. 
Aux  points  n',  b',  m...  on  61öve  des  perpendiculaires  »'it,  b%  m'm...  qui 
sont  les  perpendiculaires  röduites  du  terrain.  Enfln  on  Joint  les  points 
a  et  M,  n  et  m,  etc.,  et  on  a  le  plan  du  teiTain. 

II  est  bieu  Evident  qu'U  est  indispensable  de  placer  des  jalons  äitoua 
les  sommets  A,  B,  C,  D...  du  polygone.  Cette  Operation  se  fait  soit  i 
l'avance.  soit  au  für  et  A  mesure  qu'oD  löve  le  plan. 

2"  Level'  ä  l'equene  le  feri-ain  repi-esente  par  le  polygone  ABCDEF... 


Au  Heu  de  procöder  comme  dans  Tesemple  precßdent,  on  choisit 
plus  g6n6ralement  une  base  ou  directrice  MN,  de  mauiere  i  pouvoir 
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mesurer  cette  droite  et  les  perpendiculaires  abaissöes  des  points  A,  K, 
I,  B-..  sux'  cette  droite.  On  plante  le  preniier  jalon  en  un  point  O  tel  que 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaiss^es  des  dififörents  sominets  A,  K, 
I,  B...  sur  Ä^N  soient  d'un  m6me  cötö  de  ce  point;  On  mesure  les  dis- 
tances  OA',  OK',  OF,  OB'...  et  les  perpendiculaires  AA',  KK',  11',  BB'..,, 
on  inscrit  ä  mesure  les  longueurs  trouvöes  s\ir  les  lignes  con^espon- 
dantes  du  croquis.     ♦ , 

Construction  du  plan,  On  trace  une  droite  ind^finie  mn  sur  laquelle 
on  prend  un  point  o  :  ä.  partir  de  ce  point,  on  porte  sur  cette  droite  les 
longueurs  oa',  ok',  oi',  ob'...  qui  sont  les  longueurs  röduites  des  distances 
homologues  du  terrain ;  puis  aux  points  a',  k',  f,  l/...  on  öleve  des  per- 
pendiculaires a'a,  Är'Är... ;  eniin  on  tire  ab,  bc.*. 


§  IV.   —  POLYGONES  TOPOGRAPHIQUES 

21.  —  .Les  methodes  que  nous  avons  indiquees  jusqu'ici  ne  conr 
viennent  guere  que  pour  le  lev6  de  plans  de  terrains  de  peu  d'6tendue; 
mais  lorsqu'une  surface  a  quelque  importance  ou  qu'elle  renferme  de 
nombreux  points  ä  relever,  on  forme  tantot  avec  des  points  remar- 
quables  du  sol,  tantot  avec  des  points  pris  arbitrairement,  un  polygone 
nommö  polygone  topographique, 

C'est  aux  cötös  de  ce  polygone  inscrit  ou  circonscrit  au  terrain  que 
viennent  se  rattacher  tous  les  points,  tous  les  dötails  qui  doivent  figurer 
sur  le  plan.  Le  plus  souvent,  au  lieu  d'un  seul  polygone,  ce  sont  plu- 
sieurs  polygones  topographiques  reli^s  les  uns  aux  autres,  et  dont  les 
cötös  suivent-les  contours  ou  embrassent  les  dötails  qu'il  s'agit  d^ 
relever. 

22.  —  Le  lev6  du  polygone  ou  des  polygones  topographiques  doit 
s'effectuer  avec  le  plus  grand  soin,  car  Fexactitude  de  tous  les  dötails 
dopend  de  celle  des  polygones  topographiques. 

Les  sommets  doivent  6tre  choisis  de  mani^re  que  tous  les  cotös 
puissent  aisöment  ötre  mesurös ;  il  faut,  par  consöquent,  qu'on  puisse 
voir  de  chaqüe  sommet  le  sommet  qui  prec^de  et  celui  qui  suit.  Si 
Topöration  doit  se  faire  en  plusieurs  s^ances,  les  sommets  des  polygones 
se  marquent  non  seulement  avec  des  jalons,  maisencore  avec  des  piquets 
qui  restent  dans  le  sol  jusqu'ä  ce  que  l'op^ration  soit  compl^tement 
terminee.  Oomme  d'ailleurs  ces  piquets  peuvent eux-mömes  ötreenlevös 
ou  perdus  dans  les  herbes  ou  les  pierres,  on  aurait  peine  d  retrouver 
leurs  positions,  si  l'on  n'avait  la  precaution  de  reperer  les  sommets, 
c'est-ä-dire  de  rattacher  chacun  d'eux  ä  des  points  fixes  du  sol. 

Avant  de  commencer  le  lev6  des  dötails,  il  est  bon  de  s*assurer  de 
Texactitude  du  leve  du  r^seau  topographique. 

23.  —  Le  lev6  du  röseau  topographique  acheve  et  v6rifi^,  on  se  sert 
de  ses  cötes  comme  autant  de  bases  auxquelles  on  rattache  tous  les 
points  importants,  tous  les  dötails  d  relever.  Lorsqu'on  veut  se  rappro- 
eher  de  certains  points  ou  de  certains  dötails  qui  doivent  figurer  sui 
le  plan,  on  emploie  des  bases  auxiliaires  nommees  traverses,  Ces  lignea 
joignent  des  points  connus  du  röseau  ou  des  points  faciles  ä  connaitre. 
Des  traverses  bien  choisies  abrögent  beaucoup  le  travail. 
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I  V.  —  LEVfe  AC  (iRAPHOMfiTllE 

24.  —  Dans  ie  lev£  des  plans  au  m^treetäräqnerre,  ona  beaucoap 
de  lignes  ä  mesarer ;  par  suite,  ces  proc^d^s  sont  longa  et  penibles. 
Four  obvier  i,  ce  double  inconvänient,  od  emploie  un  inetniment  qui 
eert  &  mesurer  les  angles. 

25.  «rapltaiiietre.  —  L'instrument  dont  on  falt  gön^ralemeat 
uaoge  sur  le  terrain  pour  mesurer  l'angle  de  deux  droites  horizontales, 
OD  l'angle  fennä  par  les  projectlons  de  deux  droites  quelcooques  ae 
nomme  p'opkometre. 


Cet  instniment  est  un  demi-cercle  de  cuivre  evide,  dont  le  lirnbe, 
divisfi  en  degrös  et  demi-degrts,  porte  uns  graduation  identique 
ä  edle  du  rapporteur,  et  deux  rögles  ou  alidades  munies  de  pinnules 
ayant  mSme  disposUion  que  dans  l'^querre  d'arpenteur.  L'une  des 
alidades,  AA',  qui  est  fixe  et  dirigöe  suivant  le  diam^tre  du  limbe 
fait  corps  avec  lui,  l'autre,  BB',  est  mobile  autoui-  du  centre,  sur  le 
plan  du  limbe.  Införieurement,  celui-ci  est  fixö  Aune  tige  terminfie  par 
une  petite  sph6re  embrasste  par  deux  coquilles  C,  C  qui  peuveut,  4 
raide  d'une  vis  V,  s'öcarter  ou  se  rapprocher  ä  volonte,  de  maniära  i 
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pennettre  ou  ä  empScher  toiit  moüvement  de-  la  sphöre,  Ce  ino<1e 
d'urticulation,  qu'otv  appelle  jr^nou  ä  coguilles,  donne  la  possibilÜ^  de 
faire  prendre  au  liinbe  une  position  quelconque.  Les  coquilles  sont 
le  prolongement  d'une  doiiille  O  ou  cylindre  creux  destinö  ä  recevoir 
Taxe  d'un  trtpied.  Les  branches  du  tröpied,  terminees  pav  des  pointea 
4e  fer,  sont  flxt^es  A  leur  axe  A  l'aide  de  vig  de  pression.  Ces  branches 
6tant  mobiles  autour  de  leur  origine  commune,  ie  graphomoire  peut 
6lre  plac6  dana  la  positioa  qu'on  d^sire  lui  donner. 

26.  Hesore  des  ansle«  avec  le  sraptaamelre.  —  Mesurer 
lin  angte  aar  un  terrain  horizontal.  —  Soit  l'angle  MON  a  mesurer.  Ob 


FIQ.  35. 

plante  deux  jalons  M,  N  sur  les  cötös  de  l'angle  et  Ton  place  rinstni- 
meut  de  maniere  que  son  centre  r^ponde  exactement  au  sommet  O,  ce 
dout  on  s'assure  au  moyen  du  fil  &  plomb..  Ensuite  on  dispose  le  llmbe 
horizontalement  k  l'aide  du  niveau  ä  bulle  d'air.  Maintenant  toujours 
le  graphom^tre  dana  cette  position,  on  dirige  la  ügne  de  foi,  on  ligne  de 
visee  de  l'alidade  fixe,  sur  le  point  M  et  l'alidade  mobile  vera  le  point  N. 
Si  l'ou  a  blen  visä  les  jalons  M  et  N  comme  il  a  6tä  indlqu^,  11  suffit 
de  lire  la  mesure  de  l'angle  sur  le  limbe  de  la  inSme  maniere  que  sur  le 
rapporteur  '. 

37.  Bemarqne.  —  Si  l'on  dispose  l'instrument  comme  l'indique 
la  fignre  Ifig.  25)  l'arc  m'n'  mesure,  non  pas  directement  l'angle  mon  — 
MON,  mala  son  opposö  par  le  sommet  m'on' ;  il  sufflt  donc  de  lire  cet  arc 
pour  avolr  la  valeur  de  l'angle  MON.  Les  praticiens  donne nt  toujours 
eette  disposition  au  graphom^tre,  parce  qu'elle  permet  de  lire  immö- 
diatement  la  valeur  de  l'angle  sans  se  d6ranger,  et  par  consequent 
saus  risquer  de  d^ranger  le  graphomStre. 

J.  Le  rapporteur  ne  permetUmt  guSre  do  conslruire  les  &Dgles  qu'u  un  qusrl 
de  degr^.  i)  sulTit  il'arriver  a  cettc  approximation  dan»  la  mesure  d'un  angle 
avec,  le  graphoinf  (re.  C'esl  pour  co  molif  que  nous  n'avons  paa  ft  parier  du  cer- 
nier  dont  Teniplui  permet  d'arriver  k  mesurer,  avec  le  grapbom^tre,  un  angle  ä 
one  oüDute  präs. 
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28.  Memrer  uh  angle  dont  ie  plan  n'eat  pas  korizonlal.  —  Soit  l'angle 
,  MON  dans  cette  Kondition  ifig.  25).  De  mSme  qu'on  mesure  tes  projec- 
'  tions  des  lignes  d'iin  terrain  qui  n'est  pas  lioiizoiftal,  de  möme  on 
'  inesure  aussi,  pour  le  mSme  motif,  nou  pas  langte  des  droites  OM,  ON, 

inaia  rangle  de  leurs  projections  sur  un  plan  horizontal.  L'angte  MON 
ainsi  mesurä  sera  ce  qu'on  aj^elle  riduit  ä  rhorizoti.  Supposon»  que 
Ton  op^re  avec  le  graphom^tre.  On  place  rinstrument,  coinnie  il  a  6i6 
indiqu^,  au  sommet  0  et  t'on  dispose  le  linibe  horizontalem ent,  puls  on 
viae  le  jalon  M  avec  Talidäde  fixe  el  ensuite  le  jalon  N  avec  l'aiidade 
mobile.  Les  lignes  dee  deux  atidades  seront  alors  les  projections  sui'  le 
plan  du  litube  des  droites  OM,  01^,  et  l'angle  i-eduit  li  lliorlzon  se  liia 
äui'  le  limbe. 

29.  V^rifleatlott  da  grapliometre.  —  Pour  v^rifier  cßt  instru- 
ment  on  emploie  le  plus  souvent  Tun  des  deux  procfidSs  snivants  ; 

1°  On  mesure  les  trois  angles  d'un  triangle  que  Ton  imagine  aur  le 
teii'ain,  si  la  somme  de  ces  trois  angles  est  a  kes  peu  de  chose  pr6s  ISO', 
le  graphoniStre  est  exacL 

3"  On  fait  faire  un  tmr  tfkorizon  i  l'instrument  en  obsevyant  quatre 
ou  cinq  angles,  si  la  somme  de  ces  angles  est  SCO",  avec  uoe  difförenCe 
deä  äS'en  plus  ou  en  moins,  c'est  qu'on  peut  se  servir  de  rinstniment. 

30.  —  Le  levS  d'un  plan  au  graphometre  se  fait  dans  toutea  les 
Operations  un  peu  importantes.  On  emploie  g^nöralement  trois  niethodes 
avec  cet  Instrument  :  1"  la  milhode  par  rayonunnettl  (une  Station) ; 
2°  la  methode  des  Mersections  (deux  stations);  3"  la  miSthode  par  chemi- 
nemeiU  (autant  de  stations  que  de  sommets  dans  le  polygona  dout  on 
löve  le  plan). 

81.  —  Leser  le  pUm  d'un  terrain 
ABCD...  par  rayonnement.   —  On 

in  stalle    le    graphometre    en    un 

point  M  de  la  propriöt^  d'oü  Ton 

puisse  apercevoir  tous  les  points  & 

relever.  On  mesure  tous  les  angles 
,  AMB,  BMC...  et  toutes  les  lignes 

MA,  MB.  MC...  On  est  alors  dans 

la  possibilite  deconstruire  leplan, 

puisque,'pour  däterminer  les  points 

A,  B...    on  connait  MA,  MB...  et 

les  angles  compris  AMB,  BMC... 
Verification.  —  On  fait  en  M  un 

Jwrd'Aon-OTi.la  sommedes  angles  ^iG.  26. 

doit  egaler  quatre  droits. 

38-  —tj'ver  lepland'un  terrain  AßC-iHg.  il)  pnr  la  raetkode des  inier' 

seclims.  -On  choisit  une  bawt  MN  teile  qu'on  apert'oive  de  ses  extr^mil^ 
;  les  points  Sl  relever,  on  la  mesuie  avec  le  plus  grand  soin.  Cela  fait,  on 

inslalle  le  graphometre  au  point  M  de  maniäi-e  que  l'silidade  fixe  ait  la 

direction  MN.  On  dirige  alors  l'aiidade  mobile  successivement  vers  los 

points  A,B,  C,  D...  et  l'on  dätermine  ainsi  la  valeur  des  angles  AMN, 

BMN...  qu'on  inscrit  sur  le  croquis.  Ti-ansportant  le  graphoniStre  au 
"point  N,on  l'y  meten  Station,  l'aiidade  üxe  dans  1»  dii-ection  NM,  puls 

on  dirige  de  nouveau  l'aiidade  mobile  vers  les  points  A,  B,  C...  oa 
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inscrit  encore  la  valeur  des  angle&ANM,  BNM...  On  poss^de  alors  toaa 
les  ölöments  nficessaires  k  la  construction  du  plan,  qui,  d'ailleure,  ne 
pr^nte  aucune  difficult^. 


■«  I.  —  Nous  avons  suppoe^  que  des  extr^mit^s  de 

la  base  MN,  il  ötait  possible  d'apercevoir  tone  Jes  points  fl.  relever;  or. 


FIG.  37. 

ei  le  terrain  8  une  grande  ätendue,  ou  si  des  obstacles,  tels  que  maisons, 
bosquets,  etc.,  empfichent  de  viser  certains  points  qui  doivent  figurer 
8ur  le  plan,  une  aeule  base  ne  sufflt  pas.  On  prend  alora  pour  base  une 
nouvelle  ligne  d^terininee  dans  la  premiSre  Operation,  puls  une  autre, 
si  cela  est  näuessaire,  et  ainsi  de  suite.  Ea  procädant  de  la  Sorte,  on  peut 
lever  une  gi-ande  ätendue  do  ten-ain. 

S4.  Kemarqne  O.  —  Tout  le  travail  d'un  plan  levö  de  cette 
maniöre  s'appuyant  sur  la  premiäre  base.  il  Importe  que  cette  ligne  alt 
nne  certaiue  ätendue  et  qu'elle  soit  mesuräe  tr^ä  exactement. 

35.  —  Lever  pav  chfmincmenl  le  plan  d'un  polygone  ABCD. . . 

On  mesure  chnque  angle  et  chaque  cöt^.  Cela  fait,  on  est  dans  la 
possibitit^  de  consti'uire  le  plan,  puisque  Ton  connalt  dans  le  polygone 
ABCD...  tous  ses  angles  et  tous  ses  cötäs. 

g  Vi.   —  LEVß  A,  LA  PLAKCHETTE 

86.  —  Le  levfi  ä  la  plaiichette  est  expeditif.  Aussi  se  sert-on  tröa 
soavent  de  cet  Instrument  pour  lever  les  d^tails  d'un  plan,  ou  pour 
lever  des  plans  de  peu  d'etendue,  et  pour  lesquels  une  grande  exactitude 
n'est  pas  näcessaira.  D'ailleurs  on  peut,  avec  la  plaacbette,  lever  et 
rapporter  un  plan  en  mßme  temps. 

La  plancbette  ost  une  tablette  rectangulaire  ea  bois,  port6e  corams 
le  graphomötre  par  un  genou  A  ooquilles  et  un  pied  t\  trois  bcanches. 
Sui  cette  tablette  est  attach^e  ou  collöe  la  feuille  deatinte  ä  recevoir  1« 
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plan.  All  lieu  d'attacher  ou  de  coller  la  feuille,  on  pröföre  en  gSnöral 
la  tendre  ä  laide  de  deux  petita  cylindres  mobües  sur  leur  ase  et 
flx^s  sur  les  bords  de  rinstrunient. 

La  planchette  n'est  pas  toujoura 
suppoi't^e  par  un  genou  ä  coquilles; 
on  lui  doniie  ausgi  une  dispo- 
sition  <iui  pennet  de  la  rendre 
tacilement  horizontale  et,  Ä  volonte, 
fixe  ou  mobile  autour  d"un  tixe 
vertical. 

Quel  que   soit  le   Systeme  que 
-  l'oii  adopte  pour  supporter  la  plan- 
chette, eelle-ei  est  toujours  accom- 
pagnee  d'une  altdade  mobile  AB  ä  fig-  28. 

pinnules  ou  ä  lunettes.  Cette  alidade 

est  faite  de  maniöre  que,  si  l'on  trace  le  long  de  son  bord  inKrienr 
une  Ugue  sur  la  :plaitchette,  cette  ligne  est  la  projection  de  la  ligne 
de  visöe.  Le  bord  inKrieur  de  l'alidade  est  appele  ligne  de  foi. 

La  planchette  doit  6tre  bien  horizontale,  lorsqn'on  veut  en  faire 
«sage.  On  cbnstate  son  horizontalitfi  ä  l'aide  du  niveau  ä  bulle  d'aii. 

37.  licve  d'nn  angle.  Mise  en  Station  de  la  planchette. 

—  Supposons  qu'il  s'agisse  de  lever  avec  la  planchette  l'angle  MON  de 
deux  droites  OM,  ON  du  terrain.  On  trace  sur  le  papier  une  di'oite  om 
deatin^e  d  repröaenter  le  cötö  OM  de  l'angle ;  puis  on  fixe  au  point  o 
une  aiguille  trts  fine,  et  l'on  dis- 
pose  la  plancbette  bien  horizonta- 
lement,  de  maniere  que  le  point 
0  soit  verticalement  au-dessus  du 
point  0,  ce  dont  onpeut  s'assurer 
u  l'aide  du  fll  &  plomb,  et  que  la 
ligne  om  ait  eL  peu  pr^s  la  direc- 
tion  OM.  On  place  ensuite  l'ali- 
dade   sur  la  planchette,  de  ma- 
RikK  que  la  ligne  de  foi  touche 

l'aiguille  et   coincide  en  m6me  ^^"^  ^■ 

temps  avec  om.  Maintenant  l'ali- 
dade dans  cette  position  et  la  planchette  bien  horizontaleraent,  on 
fait  toumer  celle-ci,  s'il  est  nöcesnaire,  jusqu'4  ce  que  la  ligne  de  visöe 
rencoutre  un  jalon  plante  verticalenient  sur  OM.  A  ce  moment,  la  plan- 
chette «t(  en  Station;  sans  la  deranger,  on  fait  tourner  l'alidade  autour 
de  raigiiille  jusqu'ä  ce  que  la  ligne  de  vis^e  rencontr«  un  jalon  ver- 
tical  place  sur  ON'.  On  mene  aloi's  le  long  de  la  ligne  de  foi  une  ligne 
on,  et  l'ungle  MON  repräsente  pai-  mon  est  leve  et  riiduit  ä  rtiorizon. 

38.  —  Les  trois  mßthodes  einployees  avec  le  gniphoniötre  pour 
levfr.un  plan  le  sont  aussi  avec  la  planchette. 

39.  Premiere  metbodc.  —  Letw  le  plan  rf'an  conlom-  polyamat 
ABCDE. 

On  choisit  un  point  o  d'ort  l'on  puisse  apereevoir  tous  les  points  A, 
B,  0...  &  rdever.  On  mesure  les  distances  oA,  oB,  oC...  Cela  fait,  on 
met  la  planchette  en  Station  au  point  o  et  l'on  vise  successivemeat  les 
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Points  A,  B,  C...  On  prend  ensuite  sur  la  dircction  o\  une  longueur 

oo  =  oA  JÖduite  i  Töchelle,  sur 

oG  une  longueur  06  =  oB  r6- 

duite  ä  r^helle,  «t  ainsi   d^ 

suite.  Enfln,  on  unit  les  points 

a,  b,  c  de  la  möme  maniire  que 

les  points  A,  B,  C...  le  aont  sur 

le  terraiu. 

Virilkalüm  du  plan.  On 
mesure  sur  le  terrain  un  ou 
dem  cutis  AB,  BC  du  poly- 
gone;  al  le  plan  est  exact, 
leurs  longueurs  röduites  4  l'ö- 
cbelle  doivent  Egaler  leurs  c6t68 
'  homologues  ab,  bc  du  plan. 

40.    DeNXlene     me-  na.  30. 

thode.  —  Ltver   le  plan  d'wn 
Urram  polygonal  ABCDEF. 

On  choisit  une  base  MN  (les  points  M  et  N  ne  sont  paa  visib.'es  & 

GBiise  de  la  planchette)  teile  qu'on  nperooive,  de  ses  extrömitös,  les 
points  4  rele-verjoElamesureavec  le  plus  grand  soin,  Ensuite  on  trace, 
sur  le  papier,  une  ligne  mn  reprfiaentant  MN  r^duite  k  l'^chelle,  de 
maniöre  4  pouvoir  dispose'r  de  chaque  cOtö  de  mn  les  points  &  relever 
'■  qui  sontaur  le  terraiu  de  chaque  cötö  de  MN.  Cela  fait,  on  met  la 


na.  Sl. 

planchette  en  Station  au  point  M  :  le  poInt  m  doit  ätre  verticalement 
aU'dessus  de  M  et  mn  sur  la  direction  MN.  L'instrument  itant  ainsi 
■  dispose,  on  vise  successivement  de  m  les  points  A,  B,  C,  D..  ä  relever, 
.<t  on  trace  les  droites  ma,  mb...  Cette  Operation  terminte,  on  trwia« 
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porte  Ift  planchette  au  point  N,  oft  on  la  inet  en  Station,  le  point  « 
au-dessus  du  point  N  et  nm  eur  la  directioa  NM^  On  vise  alors  succea- 
sivement  les  points  Ä,  B,  C...  däjä  vis^s  de  nt;  puis  on  m6ae  les  lignes 
na,  n6,  nc...  qui  vont  coupev  les  premiöres  aux  points  a,  6...  Si  Ton  unit 
ces  points  sur  le  papier  de  la  m^me  maniäre  que  leurs  lioniolo((uss  le 
sont  sur  le  teirain,  il  est  Evident  qu'on  auva  sur  la  planchette  le  plan 
abcdef  du  polygone  ABCDEF  räduit  &  röchelle  adopl^e. 

Verijication  du  plan.  On  mesuie  sur  le  terrain  un.ou  deux  cötös  Aß, 
BC  du  polygone;  si  le  plan  est  exact,  leurs  longueura  räduites  & 
r^chelle  doivent  Egaler  leurs  cdtäs  homologues  ab,  bc  du  plan. 

41.  Trolsleme  melhode.  —  Lever  le  plan  du  polygone  ABCDEF. 

On  16ve  les  angles  et  on  mesure  les  cötös. 

Si,  par  exemple,  on  veut  commencer  au  sommet  A,  on  mesure  AB; 
ensuite  on  placela  planchette 
en  fitation  au  point  A,  etl'on 
trace  ae  et  ab  dans  les  direc- 
tions  AE  et  AB.  On  pread 
ae  =  AE  et  oft  =  AB  röduites 
ä  röchelte.  Se  transportant 
au  point  B,  on  mesure  BO 
et  l'on  met  la  planchette  ea 
Station  au  point  B,  de  ma- 
niäre  que  ba  ait  la  directioa 
BA,  et  que  le  point  ö  corres- 
ponde  au  point  B ;  on  trace 
alors  bc  dans  la  directioa 
BC  et  l'on  fait  öc  =  BC  rfi- 
duite  Ä  röcheUe.  On  procäde 
de  möme  aux  sommets  C  et 

D.  Si  le  plan  est  biea  lev6,  fiq.  SÜ. 

U  ligne  df  doit  passer  au 
point  eet  les  lignes  de  etat  doiventägaler  DE  et  AE  räduitesd,  l'ächelle. 

42,  Bemarqpie.  —  Le  lecteur  qui  dösire  ayoir  plus  de  däveloppe- 
ment  sur  l'arpentage  et  le  levä  des  plans  peut  consulter  notre  Nouvtau 
Cours  de  Geometrie.  Nous  ajouterons,  d'autre  part,  que  les  göomötres  de 
professlon  fönt  usage  maintenant  d'instruments  trös  perfectionnäs; 
mais  ceux  que  nous  a"ons  mentionnäs  sont  encore  de  beaucoup  let 
plus  röpandufi  et  sufflsent  dans  la  göngralit^  des  cas. 
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EXERCICE8  DE  R^CAPITULATION 


LIVRE  I 

809.  —  Si,  dans  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  Thypotönuse  BO 
est  le  double  du  c6t6  AB,  l'angle  C  ==  n  d'angle  droit;  et  röciproque- 

ment,  si  C  =  5  d'angle  droit,  BC  est  le  double  de  AB. 

810.  —  Trouver,  sur  Tun  des  cötös  d'un  angle  ABC,  un  point  O 
^galement  distant  du  second  cötö  et  d*un  point  E  donne  sur  le  premier. 

811.  —  Dans  un  triangle  quelconque,  la  somme  des  medianes  est 

3 
comprise  entre  le  pörim^tre  du  triangle  et  les  j  de  ce  p6rim6tre. 

812.  —  Dans  un  triangle  quelconque,  une  bissectrice  Interieure 
quelconque  ne  surp.asse  pas  la  mediane  correspondante. 

813.  —  Dans  uh  triangle  quelconque,  la  somrae  des  bissectrices  est 
plus  petite  que  le  p6rimetre  et  plus  grande  que  le  demi-p6rim6tre  du 
triangle. 

814.  —  De  tous  les  triangles  formös  avec  un  angle  donn6  A, 
compris  entre  deux  cötes  dont  la  somme  est  constante,  le  triangle 
isocöle  ABC  est  celui  dont  le  p^rim^tre  est  un  minimum. 

815.  —  Sur  une  droite  donn^e  AB,  trouver  un  point  M  tel  que  la 
diff^rence  de  ses  distances  ä  deux  points  donn^s  C,  D,  situ^s  de  part  et 
d'autre  de  AB,  soit  un  maximum. 

816.  —  Sur  le  c6t6  AB  d'un  triangle,  trouver  un  point  tel  que  la 
somme  de  ses  distances  aux  deux  autres  cöt6s  soit  un  minimum. 

817.  —  Dans  le  plan  d'un  triangle,  trouver  un  point  tel  que  la 
somme  de  ses  distances  aux  trois  c6t6s  du  triangle  soit  un  minimum. 

818;  —  Le  point  I  6tant  le  milieu  de  la  base  AB  d'un  triangle 
isocöle  ABC,  et  M  un  point  pris  ä  volonte  sur  le  cöt6  AC,  demontrer 
que  la  diff6rence  des  longueurs  AB  et  AM  est  plus  grande  que  celle  des 
longueurs  IB  et  IM. 

819.  —  Si  Ton  m^ne  les  bissectrices  des  angles  extörieurs  d'ua 
triangle  ABC,  les  trois  triangles  partiels  et  le  triangle  total  qu'elle» 
d^terminent  autour  du  triangle  ABC  sont  öquiangles.  Chaque  angle 
du  triangle  ABC  a  pour  Supplement  le  double  de  l'angle  qui  lui  ssi 
oppos^  dans  le  triaiigle  total. 

1.  La  plupart  de  ces  exercices  ont  ete  donnes  aux  examens« 


l 

■ 
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830.  —  On  prolonge  les  cötes  d'un  quadrilat^re  quelconque  ABCD; 
on  m6ne  les  bissectrices  des  deux  angles  nouveaux  ainsi  formös.  On  se 
propose  de  d6montrer  que  Tangle  FGE  des  bissectrices  est  6gal  ä  la 
demi-somme.  des  angles  opposös  DAB,  BCD. 

,  821.  —  Soient  D,  E,  F,  les  milieux  respectifs  des  cöt6s  BC,  AC,  AB 
d*un  triangle  ABC,  et  la  parallele  DG  ä  la  mediane  CF  menöe  jusqu*4 
la  rencontre  de  EF  prolongöe  :  dömontrer  que  les  trois  c6t6s  du  ' 

triangle  ADG  sont  respectivement    ögaux  aux  trois  medianes  du  i 

triangle  ABC. 

822.  —  fitant  donnöes  deux  paralleles  et  deux  points  A  et  B,  situ^s 
hors  de  ces  paralleles  et  de  cöt6s  difförents,  trouver  le  plus  court 
chemin  de  A  en  B  par  une  ligne  briste  ADCB  teile  que  la  portion  CD 
comprise  entre  les  paralleles  alt  une  direction  donnöe  xy. 

823.  —  On  a  trois  carrös  egaux  M,  N,  P;  on  mene  une  diagonale 
dans  chacun  des  deux  premiers,  on  applique  ensuite  les  hypotönuses 
des  quatre  triangles  rectangles  ainsi  obtenus  sur  le  cöt6  du  troisiöme 
carre.  D6montrer  que  les  droites  qui  joignent  deux  ä  deux  les  sommets 
des  angles  droits  des  quatre  triangles  formenj;  un  quadrilat^re  6gal  ä 
la  somme  des  trois  carr^s  donn^s,  et  que  ce  quadrilatöre  est  lui-mSme 
un  carre. 

UVRE  II 

824.  —  ßtant  donnö  un  triangle  ABC,  on  möne  les  bissectrices  des 
Supplements  des  angles  A  et  B,  lesquelles  se  coupent  au  point  O  : 
prouver  que  la  droite  qui  Joint  ce  point  au  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  passe  par  le  troisieme  sommet  C. 

825.  —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle  A  adjacent  ä 
la  base,  la  hauteur  h  et  le  p6rimetre  2  p. 

826.  —  Construire  un  triangle  connaissant  un  cöiA  et  deux 
medianes. 

827.  —  Construire  un  triangle  connaissant  deux  cercles  ex-inscrits. 

828.  —  Lorsque  dans  un  triangle  deux  bissectrices  sont  ögales,  le 
triangle  est  isoeele. 

829.  —  Prouver  que  quand  plusieurs  cordes  d'un  cercle  suffi- 
samment  prolongees  concourent  en  un  meme  point,  leurs  milieux  sont 
situes  sur  la  circonf6rence  d'un  autre  cercle. 

830.  —  Les  trois  cötes  AB,  AC,  BC  d'un  triangle  ABC  sont  resp6(> 
tivement  :  41™  20,  51™  40,  50"  60  :  trouver  les  valeurs  des  6  segments 
AD,  BD,  BE,  EC,  CF,  AF  determines  sur  ces  cötes  par  le  cercle  inscrit 
au  triangle. 

831.  —  Construire  un  cercle  passant  par  un  point  donne  et  tangent 
ä  un  cercle  en  un  point  donne. 

832.  —  fitant  donnes  de  position  une  droite  xy  et  un  point  0, 
aecrire  de  ce  point  comme  centre  une  circonference  qui  coupe  la  droite 
xy  en  deux  points  A  et  B,  de  maniere  qu'en  joignant  un  point  quel- 
conque du  Segment  AMB  aux  points  A  et  B,  tous  les  angles  ainsi 
formes  soient  egaux  a  un  angle  donne.    ,    .      .  •  .    .  ; 


^48  BXBROICES  DE  R&0APITULATION. 

833.  --  Etant  donnßes  deux  circonförences  O  et  O'  qui  se  coupent 
en  A  et  B,  on  Joint  un  point  quelconque  C  de  la  circonference  O  aux 
points  A  et  B,  et  on  prolonge  les  droites  jusqu'ä  leiir  rencontre  avec  la 
circonförence  0'  en  D  et  en  F.  On  tire  les  droites  BD  et  AF  :  dömontrer 
que  rangle  AGB  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  C 
sur  la  circonförence  O. 

834.  —  Löipsque  deux  circonförences  se  coupent,  la  droite  qui  Joint 
les  extr6mitös  de  deux  diamötres  partant  de  Tun  des  points  d'inter- 
seetion  :  1*  est  perpendiculaire  ä  la  corde  qui  Joint  ces  points ;  2^  passe 
par  Tautre  point  d'intersection;  3«  cette  droite  est  la  plus  grande  ligne 
qu*on  puisse  mener  par  cet  autre  point  d'intersection  entre  les  circon- 
förences. 

836.  —  A  un  cercle  O,  inscrit  dans  un  angle  A,  on  m6ne  des 
tangentes  int^rieures«ou  extörieures.  Demontrer  :  1^  que  les  tangentes 
intörieures  BC  (BC  est  une  quelconque  de  ces  tangentes)  döterminent 
des  triangles  qui  ont  möme  p6rim6tre ;  2"  que  les  tangentes  extörieures 
ID  (ID  est  une  quelconque  de  ces  tangentes)  döterminent  des  triangles 
dont  Texcös  du  demi-p6rimötre  sur  le  c6t6  ID  est  constant;  3'  que  si 
Ton  Joint  le  centre  aux  extrömitös  des  tangentes  int^rieures  ou  ext^>  ;' 

rieures,  on  obtient  des  angles  constants  pour  chaque  esp^ce  de  tangente; 
4*  que  les  angles  au  centre  pour  la  tangente  ext^rieure  et  pour  la 
tangente  Interieure  sont  suppl^mentaires. 

836.  -—  Deux  circonförences  qui  se  coupent  ätant  donn^es,  mener, 
par  Tun  des  points  d'intersection,  une  s^cante  commune  d'une  longueur 
donnöe  /. 

837.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d*oü  Ton  voit  une  droite  AB  sous 
un  an^le  donnö. 

838.  —  Circonscrire  ä  un  triangle  ABC  un  autre  triangle  DEF  ögal 
&  un  triangle  donn6  D'E'F'. 

839.  —  Par  un  point  A,  situö  hors  d*une  circonference,  mener  und 
s^cante  qui  soit  divisöe  par  la  circonference  en  deux  parties  egales. 

840.  —  Trouver  le  lieu  g6ometrique  des  milieux  des  cordes  d*un 
cercle  issues  :  1"  d*un  point  hors  du  cercle;  2°  d'un  point  pris  sur  la 
circonference ;  3»  d*un  point  pris  dans  Tinterieur  du  cercle. 

841.  —  Decrire,  avec  un  rayon  donne,  une  circonference  passant 
par  un  point  donne,  et  tangente  ä  une  circonference  donnee. 

842.  —  Decrire,  avec  un  rayon  donne,  une  circonference  tangente 
i  deux  circonferences  donnees. 

848.  —  Gonstruire  un  triangle  equilateral  ayant  ses  sommets  sur 
trois  paralleles  donnees. 


UVRE  III 

844.  —  Les  deux  segments  d*une  droite  donnent  un   produit 
maximum  lorsque  la  droite  est  divisee  en  deux  parties  egales. 

845.  —  Dans  un  triangle  ABO,  rectangle  en  A,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  AH  sur  Thypotenuse  BC ;  oa  represente  par  c  ei  b  les 
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» 

cöt^s  AB,  AC  :  on  propose  de  trouver,  au  moyen  de  ces  donn4es,  les 
deux  Segments  de  rhjrpotönuse  ainsi  que  la  hauteur 

846.  —  Le  rayon  de  la  surface  des  mers  suppos^e  sphörique  est  de 
6,366,198™.  A  quelle  distance  peut  s'6tendre  en  pleine  mer  la  vue  d'un 
observateur  plac6  au  sommet  d'une  tour  ä  SO»  au-dessus  du  niveau 
de  Teau  ? 

847.  —  Deux  cordes  AB,  CD  se  coupent  en  un  point  O;  les  deux 
parties  OA,  OB  de  la  premiöre  corde  sont  respectivement  6gales  ä 
1°>,20  et  2",10;  la  diff^rence  entre  les  parties  OCet  OD  de  la  deuxifeme 
corde  est  1°',84  :  on  demande  la  longueur  de  cette  corde. 

848-  —  Gonstruire  un  triangle  connaissant  les  trois  hauteurs. 

849.  —  Calculer  le  cöt6  et  rapoth'öme  du  dodöcagone  regulier 
inscrit  en  fonction  du  rayon  du  cercle.  Application  des  deux  formiiles 
dans  le  cas  oü  R  =  3"».  t 

850.  —  Si  Ton  fait  rouler  un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  ^i 
double,  de  mani^re  qu'ils  soient  toujours  tangents,  un  point  de  la  -j 
circonförence  du  cercle  mobile  d^crira  un  di^mötre  du  cercle  fixe.  ■, 

851.  —  On  donne  un  cercle  dont  le  rayon  a  26°;  on  y  inscrit  une 
corde  CD  de  24° ;  cette  corde  divise  en  deux  parties  le  diamfetre  AB  qul 
lui  est  perpendiculaire  :  on  demande  les  deux  segments  du  diam^tre. 

852.  —  1<*  Doubler  une  ligne  donnöe,  n*ayant  pas  d'autre  Instrument 
que  le  compas;  2°  faire  un  carr6  avec  le  compas  seulement. 

853.  —  Les  triangles  semblables  ABC,  abc  ont  leurs  cöt6s  paralleles, 
savoir  AB  parallele  k  ab,  BC  parallele!  ä  bc,  AC  parallele  k  ac;  prouver 
que  les  trois  droites  Aa,  Bb,  Gc  vont  concourir  en  un  möme  point. 

854.  ~  Sur  le  diamötre  AB  d*un  cercle  on  prend  deux  points  C  et  D 
i  6gale  distance  du  centre :  d^montrer  que  si  Ton  Joint  les  deux'  points 
C  et  D  d  un  point  quelconque  M  de  la  circonförence,  la  somme 

CM"  +  MD   sera  toujours  la  mßme  quel  que  soit  le  point  M. 

855.  —  Dömontrer  que  la  somme  des  cöt6s  du  carr6  et  du  triangle 
6qui lateral  inscrits  dans  un  möme  cercle  surpasse  la  moiti6  de  la  circon- 

f6rence  de  co  cercle  d*une  quantit6  moindre  que  ^  centiöme  du  rayon. 

856.  —  On  construit  un  triangle  rectangle  dont  les  c6t6s  de  Tangle 
droit  sont  egaux  au  diam^tre  d'une  circonförence  et  ä  Texc^s  du  triple 
du  rayon  sur  le  tiers  du  cöte  du  triangle  6quilat6ral  inscrit :  dömontror 
que  l'hypotenuse  de  ce  triangle  rectangle  reprösente,  40,0001  du  rayon, 
la  moiti6  de  cette  circonf^rence. 

857.  —  fitant  donn^es  deux  circonförences  tangentes  extörieurement, 
on  m^ne  une  secante  commune  passant  par  le  point  de  contact. 
Demontrer  que  les  cordes  sont  entre  elles  comme  les  rayons;  trouver 
en  outre  le  moyen  de  mener  par  le  point  de  contact  une  s6cante  qui 
produise  deux  cordes  dont  la  somme  soit  6gale  k  une  ligne  donnöe. 

858.  —  fitant  donn6s  deux  cercles  söcants,  dömontrer  que  si  par  un 
point  quelconque  C  du  prolongement  de  la  corde  commune  on  m6ne 
deux  secantes  de  möme  grandeur,  une  dans  chaque  cercle,  les  parties 
interieures  FD  et  GK  sont  Egales  :  calculer  la  longueur  commune  des 
deux  parties  dans  Thypothese  oü  AB  =  40-,  OB  =  20"»,  CD  =  35'". 
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859.  —  £tant  donnes  un  cercle  de  rayon  R  et  un  triangle  Squila- 
t^ral  ABC  itiscrit  dans  le  cercle,  on  Joint  le  point  D,  milieu  de  Farc 
ADC,  au  point  F,  milieu  de  BC,  on  prolonge  jusqu'en  G  :  on  demand« 
de  calculer  DG  et  les  deux  Segments  DF  et  FG. 

860.  —  AB  et  AG  sont  les  c6t6s  ögaiix  d'un  triangle  isocöle  ABC 
inscrit  dans  une  circonference.  On  prend  sur  BC  un  point  quelconque 
D  entre  B  et  C,  et  on  mene  la  droite  AD  qu'on  prolonge  jusqu'en  F,  oü 
eile  rencontre  la  circonference  :  prouver  que  AB  est  moyenne  propor- 
tionnelle  entre  AD  et  AF. 

861.  —  D*un  point  O,  pris  dans  le  plan  d*un  triangle  ABC,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  troiscöt^s;  on  d^termine  six  Segments  tels 
que  la  somme  des  carr6s  de  ceux  qui  ii*ont  pas  d*extr6mit6s  communes 
est  ^gale  ä  la  somme  des  carr^s  des  autres. 

862.  -—  La  somme  des  carr6s  de  deux  cordes  perpendiculaires  est 
ögale  ä.  8  fois  le  carrS  du  rayon,  moins  4  fois  le  carr^  de  la  distance  da 
centre  au  point  dlntersection  des  deux  cordes. 

863.  —  Dans  tout  triangle,  la  distance  des  centres  de  la  circon- 
ference inscrite  et  de  la  circonference  circonscrite  est  moyenne  propor- 
tionnelle  entre  le  rayon  de  celle-ci  et  Texces  de  ce  rayon  sur  le  double 
du  rayon  de  la  premiöre. 

864.  —  Par  deux  points  donnös  sur  une  circonference,  mener  deux 
cordes  paralleles  dont  la  somme  l  soit  donnee. 

865.  —  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  ä  deux  droites 

m 
donnees  AB,  AC,  sont  dans  un  rapport  constant  — 

866.  —  Dans  tout  triangle,  si  Ton  Joint  le  sommet  A  ä  un  point 
quelconque  M  de  la  base  BC,  on  a  la  relation  : 

AB'.  CM  +  Aö'.BM  =  BC  (AM*  +  BM.CM). 

867.  —  Si,  par  un  point  pris  en  dehors  d'un  cercle,  on  mene  deux 
söcantes  egalement  distantes  du  centre,  les  diagonales  du  quadrilatere 
forme  par  les  points  d'intersection  se  coupent  en  un  point  constant. 

'  868.  —  On  donne  deux  points  A  et  B,  sur  une  parallele  a  une  ligna 
donnee  xy,  leur  distance  AB  =  2a,  la  distance  des  deux  paralleles  est  b : 
on  demande  ä.  quelle  distance  de  la  droite  AB  se  trouve  le  centre  du 
«ercle  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  B  et  est  tangent  ä  la  droite  xy. 

869.  —  Etant  donne  un  cercle,  on  demande  de  determiner,  sur  sa  ' 
tangente  au  point  A,  un  point  T  tel  que  si,  par  ce  point  on  mene  une 
droite  passant  par  le  centre  du  cercle  et  rencontrant  la  circonference 
en  deux  points  M,  M',  la  partie  TM  soit  egale  au  diametre  MM'.  Appli- 
cation :  R  =  OA  =  3'»,015. 

LIVRE  IV 

870.  —  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  les  milieux  a,  b^  c  des 
cotes,  les  pieds  /,  m,  n  des  hauteurs,  les  milieux  p,  q,  r  des  distances  qui 
separent  ^es  sommets  A,  B,  C  du  point  de  concours  H  des  hauteurs, 
sont  9  Doints  situes  sur  une  meme  circonference;  le  centre  0'  de  cette 
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circonf6rence  est  le  nülieu  de  la  droite  qui  unit  le  centre  0  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  au  point  de  concours  H  des  hauteurs,  et  son 
rayon  est  6gal  ä  la  moitiö  du  rayon  de  ce  cercle. 

871.  —  On  a  mesurö  une  longueur  de  360"^, 40.  La  chaine,  v6rifi6e 
seulement  a|)r6s  le  raesurage,  se  trouve  n'avoir  que  9",94  :  on  demande 
sa  longueur  reelle. 

872.  —  Former  avec  les  diverses  parties  d'un  carrö  döcomposö  : 
V  3  carrös  ögaux;  2°  8  carrös  6gaux. 

873.  —  Etant  donnös  les  cöt6s  de  deux  triangles  öquilatöraux 
respectivement  ögaux  ä  43"», 56  et  d  18°», 35,  on  dejnande  de  calculer  4 

U,01  prös  le  cöte  d'un  triangle  equivalent  aux  -  du  premier,  plus  aux 

=  du  second. 
5 

874.  —  Les  deux  cöt6s  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rectangle  etant 
1  et  2,  calculer  ä  0,01  pr6s  la  valeur  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

875.  —  Trouver  la  surface  d'un  hexagone  en  fonction  de  son  apo- 
thöme. 

876.  —  Partager  un  triangle  ABC,  dans  un  rapport  donn6,  par  une 
droite  MN  parallele  ä  une  direction  donn6e. 

877.  —  Döterminer  la  surface  d'un  trapöze  en  fonction  de  sesquatre 
cöt^s. 

878.  —  La  projection  horizontale  d'un  rectangle  inclinö  röguliöre- 
ment  a  400™<!  de  surface;  la  hauteur  a  8"  de  plus  que  la  base,  la  diflfö- 
rence  de  niveau  entre  les  deux  extrömitös  de  la  base  est  de  3"  :  on 
demande  la  superficie  reelle  du  rectangle. 

879.  —  1<»  Construire  sept  hexagones  r^guliers  6gaux  de  mani^re 
que  six  d'entre  eux  aient  deux  sommets  situös  sur  une  circonfi^rence 
donn^e  et  un  cöt6  commun  avec  le  7©  qui  doit  avoir  le  möme  centre; 
2*  prouver  que  le  polygone  concave  form 6  des  sept  hexagones  est  äqui- 
valent ä  l'hexagone  regulier  inscrit  dans  la  circonference  donnöe. 

880.  —  Si  sur  les  trois  cötes  d'un  triangle  rectangle  on  construit 
des  demi-circonf6rences,  les  deux  surfaccs  comprises  respectivement 
entre  la  grande  circonference  et  les  deux  petites  equivalent  ensemble  & 
Faire  du  triangle. 

881.  —  Etant  donn6  un  hexagone  regulier  ABCDEF,  on  Joint  les 
sommets  de  deux  en  deux  par  des  diagonales  :  1°  d6montrer  que  le 
polygone  ab  c  d  e  f  form6  par  les  intersections  des  diagonales  cons6cu- 
tives  est  regulier ;  2»  trouver  le  rapport  de  la  surface  de  ce  polygone 
ä  Celle  de  l'hexagone  dopnä. 

882.  —  Calculer  Taire  d'un  cercle  tel  que  la  surface  de  l'hexagone 
regulier  inscrit  dans  ce  cercle  soit  4"'<i. 

883.  —  Transformer  un  triangle  quelconque  en  un  triangle  isocöle 
qui  lui  soit  äquivalent  et  qui  ait  avec  lui  un  angle  commun.  D6terminer 
le  nombre  de  Solutions. 

884.  —  V  Trouver  en  fonction  du  c6t6  c  d'un  carr6  le  cöt6  de  '*octo 
gone  regulier  inscrit  dans  ce  carr6;  2°  trouver  la  surface  dans  e  cas 
oü  c  =  4". 
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885.  -—  Un  tdangle  ABC  6tant  dona^,  on  propose  de  joaener,.  du 
•ommet  C,  deux  droites  CM  et  GN  qui  partagent  le  triangle  en  trois 
autres  dont  les  surfaces  soient  entre  elles  comme  1,  2, 3.. 

886.  —  fitant  donn§  un  point  sur  Tun  des  cötös  d*üa  triangle, 
mener  par  ce  point  une  ligne  qui  partage  le  triangle  en  deux  parties 
Äquivalentes. 

887.  —  Sur  chacun  des  cöt6s  d'un  carr6  comme  diamötres  et  dans 
rintörieur  de  la  figare,  on  döcrit  des  demi-circonförences  qui  döter- 
niinent  4  feuilles  dont  on  demande  la  surface.  Application.;  rayon=: 
1  döcimötre. 

888.  —  Inscrire  ä  un  triangle  un  rectangle  äquivalent  ä  un  carrö 
donnö  m*. 

889.  —  D'un  point  B  pris  sur  le  c6t6  AB  d*un  angle  droit  FAB,  on 
abaisse  BC  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  AG,  on  prend  CK  =  CG, 
et  des  pointe  G  et  K  on  möne  les  perpendiculaires  GF  et  KL  sur  AF,  on 
tire  KB  et  GB  :  on  propose  de  dömontrer  que  la  surface  du  triangle 
KBG  est  äquivalente  ä  celle  du  trapöze  LFGK. 

890.  —  Si  Ton  prolonge  les  cöt6s  d*uu  triangle  6quilat6ral  d*une 
quantitö  ögale  ä,  eux-mömes  et  qu'on  joigne  les  extr6mit6s  de  ces 
prolongements,  11  en  rösultera  un  hexagone  irrögulier  dont  les  trois 
grands  c6t6s  seront  doubles  des  petits,  la  hauteur  triple  de  celle  du 
triangle  et  la  surface  vaudra  treize  fois  celle  du  triangle. 

891.  —  De  tous  les  triangles  form^s  avec  deux  c6t6s  donnös,  le 
maximum  est  celui  dans  lequel  ces  deux  cotSs  sont  perpendiculaires 
Tun  ä  Tautre. 

892.  —  Le  cercle  est  plus  grand  que  toute  figure  isop6rimetre. 

893.  —  Parmi  toutes  les  figures  äquivalentes,  le  cercle  a  le  pörimßtre 
minimum. 

894.  —  De  tous  les  triangles  isop6rim6tres  et  de  möme  base,  le 
maximum  est  le  triangle  isoc^le. 

895.  —  Tout  polygone  de  n  cötös  qui  a  une  surface  maximum  dans 
un  pörimötre  donnö,  est  convexe. 

896.  —  Tout  polygone  qui  contient  un  angle  rentrant  peut  ötre 
transformö  en  un  polygone  ayant  une  surfaCe  plus  grande,  le  möme 
p4rim6tre  et  un  c6t6  de  moins. 

897.  De  tous  les  polygones  isop6rim6tres  et  d'un  möme  nombre  de 
cdtis,  le  polygone  maximum  est  regulier. 

898.  —  De  tous  les  polygones  Äquivalents  et  d*un  mi§me  nombre  de 
cöt6s,  le  polygone  regulier  a  le  p^rimetre  minimum. 

899.  —  De  deux  polygones  röguliers  isopörimötres,  le  maximum 
efit  celui  qui  a  ie  plus  grand  nombre  de  cöt^s. 

900.  —  De  tous  les  rectangles  isoperimetres.  quel  est  le  maximum? 

901.  —  De  tous  les  rectangles  de  m6me  surface,  lequel  a  le  p6ri- 
meirt  minimum? 

902.  —  Quel  est  le  rectangle  maximum  qu'on  puisse  inscrire  dana 
un  carr6? 


% 
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903.  —  Inscrire  dans  un  carrö  dont  le  c6t6  est  a  le  canv  minimum. 

904.  —  Inscrire  dans  un  cercle  le  rectangle  maximum . 

905.  —  Inscrire  dans  un  triangle  le  rectangle  maximum. 

906.  —  Trouver  parmi  les  triangles  isopörimötres  le  triangle 
maximum. 

907.  —  De  tous  les  triangles  rectangles  de  möme  hypotönuse  quel 
«st  le  maximum  en  surface? 

908.  —  De  tous  les  triangles  isoc^les  inscrits  dans  un  cercle^  quei 
08t  le  maximum  en  surface? 

909.  —  Trouver  le  trapöze  maximum  inscrit  dans  un  demi-cercle. 

910.  —  Sur  la  ligne  AB  =  1™,  on  prend  un  point  0  entre  A  et  B, 
on  construit  le  triangle  6quilat6ral  AOE  sur  la  partie  AO,  et  le  carr* 
OBCD  sur  la  partie  OB.  Cela  pos6,  la  surface  du  pentagone  ABCDE 
dopend  de  laposition  du  point  O  sur  AB,  et  Ton  demande  :  !•  de  döter- 
miner  la  position  du  point  O  qui  convient  au  maximum  ou  au  minir 
mum  du  pentagone  ABCDE;  2**  de  calculer  les  surfaces  maximum  ou 

minimum  ä.  0,01  prös. 

'      .  ■ 

911.  —  Par  un  point  A  pris  sur  la  circonförence  d*un  cer^jle,  on 
möne  des  cordes  qu'on  prolonge  de  Tautre  cöt6  du  point  de  quantitös 
Ägales  ä  elles-mömes  :  on  demande  de  prouver  que  les  points  ainsi 
dötermin^s  sont  sur  une  autre  circonförence  de  cercle  :  on  demande  en 
outre  le  rapport  des  surfaces  des  deux  cercles. 

912.  —  Döcrire  une  circonförence  tangente  intörieurement  ä  un 
cercle  donnö,  de  maniöre  que  la  surface  de  ce  cercle  soit  divisöe  en  deux 
parties  proportionnelles  ä  deux  lohgueurs  donnöes. 

913.  —  On  suppose  qu'un  plan  donnö  renferme,  avec  une  circonfö- 
rence  de  cercle,  deux  pentagones  r6guliers,  Tun  inscrit,  Tautre  circqn- 
scrit.  On  demande  :  1®  le  rayon  du  cercle  dans  le  cas  oü  la  difförence 
entre  les  p6rim6tres  des  deux  pentagones  est  de  1^™;  2^  dans  le  cas  oü 
l'aire  comprise  entre  ces  deux  p6rimetres  est  de  l^«»q. 

914.  —  Partager  un  pölygone  ABCDE  en  5  parties  proportionnelles 
&  des  lignes  donnöes,  par  des  droites  partant  du  sommet  A. 

915.  — .  Partager  le  möme  pölygone  en  5  parties  äquivalentes  par 
des  lignes  partant  d'un  point  Interieur  0. 

915  bis.  —  Inscrire  ä  un  cercle  donnö  un  trap^ze  ayant  une  hauteur 
donnöe  h  et  äquivalent  ä  un  carr^  m'. 

LIVRE  VI 

916.  —  D'un  sommet  A  d*un  rectangle,  on  abaisse  la  perpendiculaire 
AO  sur  la  diagonale  BD,  on  möne  OG,  OF  respectivement  perpendicu- 

lures  aux  cötös  BC  et  DC.  1«  Dömontrer  les  ögalit^s  :^£-  =  ^r^,  etüP 

AD*       ür 

=  BD  X OG  X  OF;  2*  döduire  de  ce  qui  precede  un  moyen  de  construire 

une  droite  qui  soit  ä  une  droite  donnee  dans  le  möme  rapport  que  deux 
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cubes  donn^s ;  3°  prouver  que  les  lignes  DF,  BG  sont  deux  moyenncs 
proportionnelles  entre  OF  et  OG  ou  que  i^^  =  ^^  =  jr^  • 

917.  —  De  tous  les  parall61ipipMes  rectangles  isopörimötres,  quel 
est  celui  dont  le  volume  est  maximum  ? 

918.  —  De  tous  les  parall^lipipödes  rectapgles  ayant  möme  surface, 
quel  est  celui  qui  a  le  volume  maximum  ? 

919.  —  Quel  est  leprisme  maximum  qu'on  peut  döduire  d'une 
Pyramide  par  une  section  parallele  d  la  base? 

920.  —  On  donne  un  prisme  triangulaire  droit  qui  a  une  hautcur 
de  3",80;  sur  Tune  des  arötes,  ä  partir  dela  base,  on  prend  une  hauteur 
repr6sent6e  par  x,  sur  une  autre  aröte  on  prend  une  hauteur  de  1"»,20  de 
plus,  et  sur  la  troisiöme  une  hauteur  de  1"",30  de  plus;  par  les  extr6- 
mit^s  de  ces  trois  hauteurs,  on  m6ne  un  plan,  qui  divise  le  volume  du 
prisme  en  deux  parties  :  comment  faut-il  prendre  la  premiere  hauteur 
pour  que  les  deux  parties  soient  äquivalentes  ? 

921.  —  La  hauteur  d*un  prisme  creux  est  0",1;  chaque  base  est  un 
rectangle  dont  Tun  des  cötös  est  double  de  Tautre  et  la  surfacfe  totale 
^gale  28cn>q.  On  demande  :  1«  l'aire  de  chaque  base;  2«  Taire  de  chaque 
face  l^örale;  S°  le  poids  d  0°  du  mercure  contenu  dans  ce  prisme.  On 
prendra  13,6  pour  la  density  de  ce  liquide. 

922.  —  Trouverle  volume  de  Toctaödre  regulieren  fonction  de  son 
aröte  a. 

923.  —  Leslongueurs  des  arötes  d'une  pyramide  triangulaire  SABO 
sont :  AB  =  2»,43;  SA  =  4'",18; 

AC  =  3M5;        .  SB  =  4'",45; 

BC  =  3",54;  SC  =  4",78. 

Trouver  le  volume  de  cette  pyramide  et  le  rayon  de  la  sphöre  äqui- 
valente. 


LIVRE  VII 

924.  —  Lorsque  la  hauteur  d*un  tronc  de  cdne  est  ögale  ä  4  fois  la 
diff^rence  des  rayons  de  ses  bases,  son  volume  est  la  diff^rence  des 
Tolumes  de  deux  sphöres  construites  avec  ces  rayons. 

925.  —  La  surface  totale  d'un  cöne  est  S'  et  sa  g6n6ratrice  A.  Trou- 
Ter  son  volume  :  S'  =  4'"<i  et  A  =  l™. 

926.  —  AB  est  le  dlam^tre  d'une  sph6re;  on  veut  mener  un  plan 
perpendiculaire  ä  ce  diamötre  de  teile  sorte  que  la  surface  de  la  sphöre 
soit  partag^e  en  deux  parties  qui  aient  entre  elles  le  rapport  de  2  ä  3; 
par  quel  point  du  diam^tre  AB  faut-il  mener  ce  plan? 

927.  —  ün  verre  ä  pied  de  forme  conique  a  0™,08  de  diam^tre  ftn 
bord  supörieur  et  0",12  de  hauteur.  II  est  rempli  par  du  mercure  et  de 
Teau  pure  dans  des  proportions  telles  que  le  poids  du  mercure  est  triple 
du  poids  de  Teau.  La  density  du  mercure  est  13,598  :  on  demande 
Tepaisseur  de  chaque  couche  liquide. 

928.  —  Le  rayon  de  la  base  d*un  cöne  ^gale  4",  la  hauteur  de  ee 
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*  cöne  6gale  6".  On  fait  ä  2°»  du  sommet  une  section  parallele  ä.  la  base  : 
trouver  la  surface  du  tronc  de  ööne  ainsi  obtenu. 

929.  —  Le  diamötre  d'une  sphöre  6gale  4*",  une  corde  parallele  4  ce 
diam^tre  egale  2™  :  on  demande  la  surface  engendree  par  cette  corde 
tournant  autour  du  diametre. 

930.  —  Trouver  le  volume  d'une  sph6re,  ötant  donnöe  une  zone 
dont  la  hauteur  est  6gale  d  0^,47  et  la  surface  2"^. 

931.  —  Le  rayon  d'une  sphere  ötant  egal  ä  1,  calculer  ä  0,001  pr6s 
la  hauteur  d'un  cöne  dont  la  base  est  un  petit  cercle,  dont  le  sommet 

est  au  centre  de  la  sphere  et  dont  la  surface  laterale  est  ^gale  au  jrr  de. 

Celle  de  la  sphöre. 

932.  —  Un  tronc  de  cöne  a2'»  de  hauteur  ;  trouver  le  volume  de  ce 
tronc,  sachant  que  la  difförence  entre  le  carr6  de  la  somme  des  rayons 
des  bases  et  le  prdduit  des  mömes  rayons  =  1". 

933.  —  Une  machine  souf flaute  lance  14''«  d'air  par  minute.  Gette 
machine  se  compose  d'un  cylindre  dont  le  diametre  intörieur  ägale 
Ö"',75;  la  course  du  piston  est  de  0",50  :  combien  dure  chaque  coup  de 
piston,  sachant  que  l"c  d'air  pese  1,298  grammes? 

•  934.  —  Un  gramme  de  mercure  occupe  dans  un  tube  capillaire 
une  longueur  de  O^jOO?  :  quel  est  le  diametre  intörieur  de  ce  tube,  la 
density  du  mercure  ötant  13,596. 

935.  —  Une  boule  de  verre  pöse  1  kil.  :  quelle  est  sa  surface,  sachant 
que  la  density  du  verre  est  2,7? 

936.  —  On  plonge  par  le  sommet,  dans  du  mercure  dont  la  density 
est  13,596,  un  cöne  de  fer  ayant  22*5"  de  hauteur,  le  rayon  de  la  base  du 
cöne  est  O^'^jö  et  la  densitö  du  fer  7,788.  De  combien  le  cöne  s'enfon- 
cera-t-il  dans  le  mercure? 

937.  —  Un  morceau  de  bois  dont  la  density  est  0,739  a  la  forme 
d'un  cöne  droit.  On  le  fait  flotter  sur  l'eau  de  maniöre  que  le  cöne  soit 
vertical,  en  mettant  d'abord  le  sommet  en  bas,  puls  le  sommet  en  haut. 
On  demande  :  V  quelle  fraction  de  la  hauteur  du  cöne  s'enfoncera  dans 
Teau  dans  la  premi^re  position;  2o  quelle  fraction  de  cette  möme 
hauteur  s'enfoncera  dans  la  seconde. 

938.  —  Un  creuset  ayant  la  forme  d'un  tronc  de  cöne  a  0'»,04  de 
diamötre  au  fond,  0",07  de  diametre  au  bord  supörieur  et  O^jlO  de 
hauteur.  Ce  creuset  contient  du  m^tal  en  fusion  dont  la  surface  supö- 
rieure  a  0'",06  de  diametre;  on  veut  couler  ce  m^tal  dans  un  moule 
apherique  :  quel  devrait  dtre  le  rayon  de  ce  moule  pour  que  le  mötal 
le  rempllt  entiörement? 

939.  —  Un  r6servoir  a  la  forme  d'un  tronc  de  cöne.  La  base  inf^rieure 
a  0">,50  de  rayon,  la  surface  sup^rieure  de  l'eau  contenue  dans  ce  röser- 
voir  a  0'",80  de  rayon  et  la  hauteur  de  l'eau  est  l'",50.On  laisse  tomber 
dans  le  r^servoir  un  cube  de  0'",40  de  cöt6.  A  quelle  hauteur  s'Sl^vera 
le  niveau  de  l'eau? 

940.  —  La  surface  totale  d'un  cylindre  circonscrit  ä  une  sphöre  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  surface  de  la  sphSre  et  la  surfac# 
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totale  du  cöne  4quilat6ral  circonscrit.  II  existe  la  möme  relation  entre 
les  volumes  de  ces  trois  corps. 

941.  —  Le  cötö  d'un  hexagone  regulier  6gale  1*  :  on  demande  de 
calculer  ä  0,001  prös  levolume'engendrö  parrhexagone  regulier  tournant 
autour  d'un  de  ses  cötös. 

942.  —  La  surface  de  la  Sphäre  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  surfaces  engendröes  par  deux  polygones  rßguüers  semblables,  d'un 
nombre  pair  de  cötes,  inscrits  et  circonscrits  au  möme  grand  cercle,  et 
tournant  autour  du  möme  diamfetre. 

943.  —  Inscrire  dans  une  sphöre  un  cylindre  droit  dont  la  somme 
de  ses  deux  bases  soit  6gale  ä  sa  surface  laterale. 

944.  —  Inscrire  dans  une  sphöre  un  cöne  dont  la  surface  laterale 
soit  äquivalente  ä  celle  de  la  calotte  sphörique  se  terminant  au  möme 
cercle. 

945.  —  Mener  ä  une  sphöre  deux  sections  paralleles  et  ögalement 
61oign6es  du  centre  de  cette  sph6re,  de  maniöre  que  la  somme  des  sur- 
faces des  deux  sections  soit  egale  ä  la  surface  de  la  zone  determinie 
par  ces  sections. 

946.  —  Inscrire  dans  une  sph6re  un  cöne  dont  la  base  soit  äquiva- 
lente ä  la  moitiä  de  la  surface  laterale. 

947.  —  Faire  passer  une  sph6re  par  quatre  points  non  situös  dans* 
le  möme  plan. 

948.  —  üne  sphöre  de  bois  s'enfonce  des  5/3  de  son  rayon  dans  de 
Teau  pure  :  calculer  la  density  de  ce  bois. 

949.  —  Inscrire  dans  une  sphöre  un  cöne  äquivalent  au  segment 
sphörique  adjacent. 

950.  —  Inscrire  dans  une  sphere  un  cylindre  droit  ayant  un  rapport 
donn^  m  avec  la  somme  des  deux  se^rments  sphöriques  adjacents. 

951.  —  Dans  un  cercle  donne,  mener  ä  angle  droit  deux  diamötres 
AB,  CD ;  par  le  point  A  metier  ia  tangente  AE ;  on  mönera  aussi  la 
corde  CB  que  Ton  prolongera  jusqu'ä  son  intersection  E  avec  la  tan- 
gente.  Entre  les  droites  AE,  EC  et  Tarc  AC,  une  certaine  figure  est 
comprise.  On  suppose  que  cette  fioriire  fait  une  rövolution  compl^te 
autour  de  AB  :  on  demande  le  voiume  ainsi  engendrö  par  cette  ügure. 
Application  :  R  ~  1™,35. 

952.  —  Une  sphöre  ötant  donnöe,  menez  un  rayon  quelconque  et  un 
l)laa  perpendiculaire  au  milieu  de  ce  rayon;  ce  plan  partagera  la  sphöre 
on  deux  segments.  Supprimez  le  petit  segment  et  remplacez-le  par  un 
cöne  droit  de  möme  base  que  ce  segment  supprimö.  On  demande  ä 
quelle  distance  doit  6tre  plac6  le  sommet  du  cöne  pour  que  le  corps 
ainsi  compose  d*un  cöne  et  d'une  partie  sphörique  alt  la  m^me  surface 
que  la  sphere. 

953.  —  Trouver  en  fonction  de  l'aröte  a  d'un  tötraödre  le  rayon  de 
la  Sphäre  inscrite  et  celui  de  la  sphere  circonscrite. 

954.  —  Un  aöronaute  est  ä  10  kilomötres  de  la  terre  :  quelle  surface 
peut-il  apercevoir,  le  rayon  de  la  terre  6tant  ögal  ä  6  366  kilom^tres? 

955.  —  Inscrire  dans  une  sphere  le  parallölipipöde  maximum. 
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956.  —  Inscrire  dans  une  sphere  le  cöne  maximum. 

957.  —  Inscrire  dans  un  cöne  le  cylindre  maximum. 

958.  —  Inscrire  dans  une  sphere  le  cylindre  maximum. 

959.  —  Circonscrire  ä  une  sphere  le  cöne  minimum. 
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960.  —  Le  carr6  de  la  distance  du  foyer  F  de  Tellipse  4  une  tangente 
et  le  carrö  de  la  moiti^  du  petit  axe  sont  dans  le  mdme  rapport  que  les 
rayons  vecteurs  FM,  F'M  du  point  de  contact  M  de  la  tangente. 

961.  -—  l«»  Les  deux  tangentes  OT,  OT'  dTellipse  partant  d'un  point 
exterieur  0  fönt  des  angles  6gaux  FOT,  F'OT'  avec  les  droites  qui 
joignent  le  point  0  aux  foyers;  2»ladroiteOF  est  bissectrice  de  Tangle 
TFT'  des  rayons  vecteurs  menös  d'un  möme  foyer  aux  deux  points  de 
contact. 

962.  —  Lorsqu'un  angle  est  circonscrit  ä  une  ellipse,  la  portion 
d'une  tangente  mobile  comprise  entre  les  cötös  de  cet  angle  est  vue  de 
chaque  foyer  sous  un  angle  constant. 

963.  —  Le  produit  des  segments  interceptös  par  le  grand  axe  d'une 
ellipse  et  um  tangente  mobile  sur  les  deux  tangentes  menöes  aux 
extr^mit^s  du  grand  axe  est  ^gai  ä,  öK 
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